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1 Problemformulierung

1.1 Motivation und Einfiihrung

In dieser Bachelorarbeit beschéftigen wir uns mit einem Problem aus dem Bereich der me-
chanischen Strukturoptimierung. Ziel ist es, in einem zwei- oder dreidimensionalen Gebiet
), an dessen Rand eine feste Spannung anliegt, eine Geometrie O C () zu finden, die eine
gewichtete Summe aus Volumen Vol(O), Oberflache Per(O) und Komplianz Comp(O) mini-
miert. Wahrend Komplianz physikalisch als Inverses der Steifigkeit definiert ist, werden wir
diese als die von der anliegenden Spannung verrichtete Arbeit verstehen (eine genaue Defi-
nition stellen wir im folgenden Kapitel vor). Durch das Einbeziehen eines Oberflachenterms
wird die Komplexitat der Struktur beschrinkt. Eine solche Problemstellung lasst sich in vie-
len Anwendungsfeldern wiederfinden, wie beispielsweise in der Architektur (siche Abbildung
1).

Auch in der Physik treten mathematisch dhnliche Probleme auf. So werden wir in dieser
Arbeit eine Beziehung zur Bildung von supraleitenden Regionen in Typ-I-Supraleitern, an
denen ein Magnetfeld anliegt, herleiten. Schranken wir die Komplexitét der optimalen Geo-
metrien durch eine hohe Gewichtung der Oberfldche stark ein, so konnen numerisch beispiels-
weise durch Finite Elemente Ansétze gute Ergebnisse erzielt werden. Bei einer schwachen
Gewichtung hingegen sind als optimale Geometrien sehr fein verzweigte Mikrostrukturen
zu erwarten, diese sind mit numerischen Ansétzen nur schwer zu erfassen. Wie von Kohn
und Miiller [KM94] festgestellt, lasst sich durch Betrachtung der minimalen Energie und de-
ren Skalierung trotzdem ein gutes Verstdndnis fiir die minimierenden Geometrien entwickeln.
Findet man ein Skalierungsgesetz fiir die Energie, so kann man erwarten, dass optimale Geo-
metrien diesem gehorchen, auch wenn man deren Struktur nicht explizit beschreiben kann.
Um ein solches Skalierungsgesetz zu beweisen, lassen sich zundchst durch die Konstruktion
einer fast-optimalen Geometrie und die Berechnung deren Energie obere Schranken finden.
Um sicherzustellen, dass andere Konstruktionen keine bessere Skalierungen erzielen, ist es
auerdem erforderlich, eine vom Ansatz unabhéngige und zur oberen Schranke passende
untere Schranken zu beweisen.

Diese Bachelorarbeit behandelt sowohl den zwei-, als auch den dreidimensionalen Fall. In
Kapitel 1 werden zunichst grundlegende Uberlegungen in der Komplianzminimierung und
insbesondere in unserem konkreten Setting vorgestellt. Wir werden dann in Kapitel 2 im 2D-
Setting eine Konstruktion fiir eine obere Schranke vorstellen und zwei verschiedene Beweise
fiir die untere Schranke fithren, einmal mit einem klassischen Dualitdtsargument und einmal
mit einer angepassten Hashin-Shtrikman Grenze. Dieser Teil gibt in ausfiihrlicher Form die
Uberlegungen des Artikels Optimal fine-scale structures in compliance minimization for a
uniazial load [KW14] von Prof. Dr. Robert V. Kohn und Prof. Dr. Benedikt Wirth wie-
der, der 2014 in der Zeitschrift Proceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical
and Engineering Sciences publiziert wurde und die Grundlage dieser Bachelorarbeit bildet.
Anschlieflend werden wir in Kapitel 3 den dreidimensionalen Fall betrachten und auch hier
mit zwei verschiedenen Konstruktionen obere Schranken herleiten. Komplettiert werden die-
se durch untere Schranken, die wir einer Publikation zum verwandten Supraleiterproblem
[CKOO04] entnehmen und in Abschnitt 3.2 vorstellen werden.
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Abbildung 1: (a) Problemstellung (b) numerisches Ergebnis eines topologischen Strukturop-
timierungsansatzes (¢) Architektonische Umsetzung des Konzeptes (Abbildung entnommen
aus [BBK'14])

1.2 Einfiihrung in die Komplianzminimierung

Die Komplianz einer Geometrie O C R™ (n = 2,3), die einer auf einen Teil T" ihres Randes
wirkenden Spannung F': I' — R" ausgesetzt ist, ist definiert als

1
Comp(0) = i/F -uda.
r

Dabei ist u : O — R” die Auslenkung der Geometrie, die die freie Energie

Elu] = / %Ce(u) ce(u)dr — /F ~uda
o

T

minimiert und gegebenenfalls zusétzlichen Dirichlet-Randbedingungen auf 0O\I' geniigt.
Hier bezeichnet e(u) = 3(Vu+ Vu”) den linearisierten Stresstensor, C' den Elastizitéitsten-
sor des Materials und wir haben mit A : B = spur(A” B) das Froebenius-Skalarprodukt fiir
Matrizen A, B € R™"*™ abgekiirzt. Eine ausfithrliche Herleitung dieser physikalisch motivier-
ten Definitionen findet sich beispielsweise in [Cia88].

Fiir ein fest gewdhltes Gebiet 2 C R™ mit I' C 09 soll nun eine Geometrie O gefun-
den werden, die die Komplianz Comp(O) minimiert. Gleichzeitig bestrafen wir das Volu-
men Vol(O) = [, 1dz und die Oberfliche Per(0) = H"1(80) (H™ bezeichnet das n-
dimensionale Hausdorff-Maf}), sodass wir insgesamt eine Struktur @ C € suchen, die das
Funktional

J[O] = aComp(O) + SVol(O) + ePer(O)

fiir gegebene Gewichte «, 3, > 0 minimiert.



1.3 Das konkrete Setting dieser Ausarbeitung

In dieser Arbeit wollen wir das Problem sowohl in 2D als auch in 3D betrachten. Im Zweidi-
mensionalen beschrénken wir uns, wie auch in [KW14], auf den einfachen Fall eines rechte-
ckigen Gebietes Q = [0, ¢] x [0, L], an dessen Rand 912 eine Spannung én angelegt ist. Diese
sei in unserem Fall beschrieben durch 6 = (J %), wir legen also eine Spannung der Stirke F
an den oberen und unteren Rand T = [0, 4] x {0, L} an. Dies liefert dann bereits eine erste
geometrische Bedingung, wir fordern I' C 9€2. Dartiber hinaus sei unser Material isotrop mit
Poissonzahl = 0, wir gehen also davon aus, dass das Volumen unserer Geometrie auch bei
unterschiedlichen Spannungen konstant bleibt. Dariiber hinaus bezeichne p das Schubmodul
des Materials. Insgesamt wird die Komplianz also durch

1
5/(6n)~uda mit 6= (32)
89

Comp“’F’Z’L(O) =

beschrieben, wobei u die freie Energie minimiert:

u = argmin EXT6L mit ERPOE[y] = /,u|e(u)\2 dx — /(&n) ‘uda
o o9

Sollte der Fall I' ¢ 99 auftreten, so setzen wir Comp*""**%(0) = co.
Das zu minimierende Funktional ist dann gegeben durch

JoobemBLLI0] — o Compt O E(0) 4 Vol(O) 4 ePer(0).
Fiir das dreidimensionale Problem betrachten wir analog ein quaderférmiges Gebiet mit
quadratischer Grundfliche Q = [0,/]? x [0, L]. Die angelegte Spannung wird durch den

R 000 . . o .
Spannungstensor & = (8 00 ) beschrieben. Alle weiteren Annahmen treffen wir wie im Zwei-
dimensionalen.

Beobachtung: Seid = 2,3 die Dimension des Gebietes. Das Funktional J besitzt die folgende
Skalierungseigenschaft:

£

Ja,/j,a,y,F,Z,L[Lo] _ /BLdJl,l,BLL,i,F, / ﬁ,f,l[o]

Somit kénnen wir o0BdA den Falla=g8=L =1, u = i betrachten.

Beweis: Definiere zunéichst das skalierte Gebiet () = 10 = [0, £]971 x [0,1], sowie den
skalierten Spannungstensor &, = /775 - 6 und die skalierte Auslenkungsfunktion u,(z) =

,/% . —“(iw). Dann gilt:

Vol(LO) = / lde = L? / 1dz = LVol(0)
LO (@]

Per(LO) = HIHA(LO)) = HYLIO) = LI HIHOO) = L Per(0)

2
B—Ejd Comp"T“E(LO) = % /(&n) -uda

[219]

- % / (6m) - u(Lx) da = / (65n) - us da

0 0



= 2 Comp ™" 4‘%5’%’1((9)

BrPOL ) — / ple(u)|? dz — / (én) - uda

LO o0

- Ld/me(u)(Lx)\de _ -t /(671) ~u(Lz)da

o Q
1
= 22 [ Jle(u)P de — £ B/(Usn)-us da
o a0
Ldﬁ 1
S PENVE £y,
«

Dabei haben wir bei der vorletzten Umformung den folgenden Zusammenhang genutzt:
2-e(u(Lx)) = V(u(Lz)) + V(u(Lz))" = L - (Vu)(Lz) + L - (Vu)(Lz) = 2L - e(u)(Lz)
Fiigen wir nun alles zusammen, so erhalten wir

Joob e L L O] = aComp” T (0) 4 BVol(O) + ePer(0)
= oL Comp ™ V7T £1(0) + BLWVOI(O) + e L 'Per(0)
= LAyt AV £ o),

In anderen Artikeln, die sich mit Strukturoptimierung beschéftigen ([CKO04; CCK™'08]),
findet sich teilweise als zugrundeliegendes Gebiet 2 = [0, 1]¢ x [0, L]. Mit der oben gezeigten
Skalierungseigenschaft ldsst sich allerdings einfach zwischen den beiden Settings wechseln:

Jibe T ELL O] = LdbbE DR (o)

1.4 Duale Formulierung
Es ist moglich, die Komplianz einer Geometrie in Abhéngigkeit von geeigneten Spannungs-
feldern zu beschreiben anstatt die in 1.3 vorgestellte Formulierung iiber die Auslenkungs-

funktion zu nutzen:

Theorem 1.4.1: In unserem Setting gilt:
Comp®™(0) =/|0'|2 dz = min /\&|2dx
5exf
o o

Dabei ist Effd die Menge der zuléssigen Spannungsfelder, die wie folgt definiert sei:

O = {o: Q%R2X2|d1VU*OanO’*OIHQ\O on = én auf 00}



Beweis: Da u die Energie Ef*Y minimiert, muss die Gateaux-Ableitung 8, E" ’é[v] insbeson-
dere fiir v = u verschwinden:

GE Mt = 5 | [ et tPds = [ @n)- (s ) da

dt Cdt|) 4
o a0 t=0
:2/i|e(u)|2dxf/(6rn)~uda£0
o o0
1
@—/(&n)-uda:2/1|6(u)|2dx—2/(&n)~uda
o) o GI9)

& Comp™(0) = —EF*[u]

Nach der zweiten binomischen Formel gilt auflerdem

1 1
/|§6(a)—5|2dw20©/Z|e(a)|2+|&\2dx2/&:e(ﬂ)dx:/&:e(ﬂ)dx
(@] O O Q

mit Gleichheit genau dann, wenn & = %6(@), d.h. & genau die durch 4 erzeugte Spannung ist.
Wir nutzen die Symmetrie von & und integrieren partiell. Der obere Term ist somit gleich

/ (6n) - iida — / divé - adz M / (6n) - @ida

o0 Q o0

Fiir ein beliebiges u und ¢ € Efd gilt also

/|5|2d562/(6n)~ada—/%|6(ﬁ)|2dx:_EF,e
%)

o0 @

und wir erhalten somit insgesamt die gewiinschte Gleichheit.
Die alternative Problemstellung, die wir im Folgenden betrachten werden, lautet also

min J=[O] mit J5[O] = min / 5| dz + Vol(O) + ePer(O).
oc 562310

1.5 Bestimmung der Energie fiir ¢ =0

Wir wollen zunédchst den Grenzfall ¢ = 0 betrachten. Wir identifizieren die Geometrie O
mit dem Support des Spannungstensors ¢ und koénnen so die gesuchte Energie wie folgt
ausdriicken:

#Fl . . 0,F,¢ . . _J0 falls 0 = 0,
Jo = éléfg‘] O] Gé%ffd/g(a) de mit g(o) = {0|2+1 sonst.

Fir Folgen von Geometrien mit schwach konvergierenden charakteristischen Funktionen ist
dieses Integral nicht schwach unterhalbstetig, somit existieren keine minimierenden Geome-
trien. Wir relaxieren also das Problem:

Da unser Integrand matrixwertig ist, ist Konvexifizierung im Allgemeinen nicht ausreichend,
sondern wir miissen stattdessen die quasikonvexe Hillfunktion von g betrachten. Diese wird
in [KS83] fiir 2 C R? explizit bestimmt:

2(|o1| + |o2| = |o10a])  falls |oq| + |o2| < 1,
1+of+03 sonst.

J5 P = min /?J(U)dx mit 5’("):{



Fir |F| < 1 wird das Minimum JS’F’£ = 2|F|Vol(Q) bei 0 = & angenommen. Wir stellen
allerdings fest, dass in unserem speziellen Fall einer Zugspannung nur die zweite Zeile des
Spannungstensors o zur Energie beitriagt. Sehen wir also g als ausschliellich von der letzten
Zeile abhéngende vektorwertige Funktion an, so ist deren Quasikonvexifizierung dquivalent
zur echten Konvexifizierung und tatséchlich stellen wir fest:

. . 2|o| falls |o| <1
*F.l sk *ok o ;
Jo" = min /g (o)dz mit ¢** (o) = {1 + o sonst.

Wir treffen mit diesem Wissen die begriindete Annahme, dass auch fiir Q C R? die Bezie-
hung J*’Fé = minaezod fQ g**(0) dz gilt. Falls diese Annahme zutrifft, so wird das Minimum

J5FE = 2| F|Vol(Q) fiir |F| < 1 auch im Dreidimensionalen bei o = & angenommen.

Dle fast-optimalen Strukturen, die das relaxierte Problem minimieren, sind fast eindimensio-
nal und bestehen aus vielen duferst diinnen Stréngen, die entlang der Zugrichtung verlaufen.
Betrachten wir nun wieder das eigentliche Setting € > 0, so bezeichnen wir die Differenz
AJ = minpcq JE’F’Z[O] — JS’F’Z als "Uberschussenergie'. Intuitiv kann man sich vorstellen,
dass als optimale Geometrie die Geometrie des relaxierten Problems angestrebt wird, gleich-
zeitig aber eine Biindelung der Strange vorgenommen werden muss, um Oberflichenenergie
zu sparen. Wir werden in Kapitel 2 und 3 Skalierungen fiir genau diese Uberschussenergie
finden.

1.6 Verwandte Problemstellungen

Wenn wir unser Problem als vektorwertiges und durch eine Differentialgleichung beschrénk-
tes Optimierungsproblem betrachten, liegt es nahe, dessen skalare Formulierung zu betrach-
ten. Physikalisch gesehen handelt es sich dabei um die Optimierung eines wirme- bzw.
stromleitenden Materials bei vorgegebenem Fluss f n:0Q — R de {23}, f = F - eq auf
dem Rand (eq bezeichne den d-ten Einheitsvektor). In der dualen Formulierung iiber Fliisse
lautet das Problem dann

min JS50] mit JET 0] = min / |f] dz 4 Vol(O) + ePer(0),
fe®®,

oca scal scal

wobei die Menge der zulissigen Fliisse ®9, gegeben ist durch
0 ={f: Q=R |divf=0inR% f =0 auf Q\O, f-n = f-n auf 9Q}.

Wir wollen nun die beiden Probleme in Beziehung setzen. Sei dazu 64 die d-te Zeile eines
beliebigen, zulédssigen Spannungstensors ¢ des vektorwertigen Problems. Dann ist &4 ein
zuldissiger Fluss fiir das skalare Problem. Mit |64|? < |7|? erhalten wir
JFLe Fe
Je [O] 2 chal [O}

Um eine relaxierte Version des skalaren Problems zu erhalten, kann nun der Fluss auf ganz
R? erweitert werden. Somit entfillt die starke punktweise Bedingung f-n = f - n, die bisher
auf 00 gefordert wurde. Stattdessen bestrafen wir aulerhalb von € die Differenz f — f, was
uns auf die relaxierte, skalare Formulierung

e, Fl
(Ioncl% Jscal rel [O]

mit
Jal0) = min / fldot [ 1F = P do + VoI(©) + <Per(©)

ad rel

RI\Q



fithrt. Der zugehorige Raum ®¢ | der zuldssigen Fliisse ist dabei

ad,re

@9 o ={f:RY = R?|divf =0 in R? f = 0 auf Q\O}.

ad,rel —

Diese relaxierte Formulierung ist insofern interessant, als dass sie dquivalent zu einem wei-
teren Optimierungsproblem ist: der Beschreibung von Zustédnden in Typ-I Supraleitern.
Legt man ein magnetisches Feld F' - e von auflen an ein aus supraleitendem Material be-
stehendes Objekt Q € R? an, so entstehen in diesem supraleitende Regionen. Zusitzlich
bildet sich ein divergenzfreies Magnetfeld f : R? — R? das in der supraleitenden Region
verschwindet. Wenn wir mit O die nicht-supraleitende Region bezeichnen, so berechnet man
die freie Energie durch

J5e (0] = Jnin / f = fPPdz + / |f| = 1dz + ePer(0).
*ou®\Q) o\o

Die relaxierte Energie nimmt als Minimum J;gj’oe = —(1 — |F|)?>Vol(©2) an [CKOO04]. Wir

stellen fest:

J5510] - 15 = min / 2 =2 f it [ 15 P

R\

+/\f|2—1dx—(/\f|2dz—/1dx)+aPer(0)+(1—|F|)2V01(Q)

(@]

= m1n/|f|272|F|f eqdr + / |f — f|2dz+/1dx+5Per((9)

RI\Q o

+ (|F)? = 1)Vol(Q2 /\f|2dx+(1f|F|)2Vol( )

= mm /|f|2dx+ / |f — f]? dz 4 Vol(O) + ePer(0)
RI\Q
—2|F[*Vol(Q) + (|F|? — 1)Vol(Q) + (1 — | F|)*Vol(Q)
= J=IL 0] — 2|F|Vol(Q)

scal,rel

FY *, .0
= Janl rel [O] - JO

Dabei haben wir genutzt, dass fiir jedes zulassige Magnetfeld f und fir jedes x4 das Inte-

gral der d-ten Komponentenfunktion iiber die Schnittfliche [0, £]?! x {z4} konstant gleich

|F'|Vol(£2) ist.

Insgesamt haben wir also in diesem Abschnitt gezeigt:

IEPHO) =I5 = I 10T = I3 2 J5 a0 = I8 = IS8 (0] - Jsd
Demnach ist jede untere Schranke des Supraleiterproblems auch eine untere Schranke des
Komplianzminimierungsproblems. In [CKO04; CCK*08] werden entsprechende Skalierungs-
gesetze hergeleitet. Wir werden in Abschnitt 2.2 die zugrundeliegenden Ansétze fiir den
Beweis der unteren Schranke aufgreifen, wahrend wir uns in Abschnitt 3.2 direkt auf die
Skalierungsgesetze des Supraleiterproblems beziehen werden.



2 Ein Skalierungsgesetz fiir den zweidimensionalen Fall

In diesem Abschnitt zeigen wir ein Skalierungsgesetz fiir die Uberschussenergie im zweidi-
mensionalen Setting, dieses besagt:

Theorem 2.1: Sei § = 1%, |[F| < 1—6, ¢ < min{¢3|F|,|F|*}. Dann existieren Konstanten
¢,C' > 0 mit . L
cl|F|3es < min IO =I5t < CUF|5es.
c

Notation: Im Folgenden nutzen wir fir zwei Terme A, B die gingige Notation A < B, wenn
eine feste Konstante C existiert, sodass A < C - B gilt. Analog schreiben wir A 2 B, falls
eine solche Konstante mit A > C- B existiert. Schlieflich nutzen wir A ~ B, falls B< A< B
gilt.

2.1 Konstruktion einer oberen Schranke

Eine fast-optimale Struktur muss in der Mitte x4 ~ % relativ grob sein, um die Oberfliche
zu minimieren, gleichzeitig aber an den Rédndern x5 ~ 0,1 gleichméafig verteilt sein, damit
die dort anliegende Spannung nicht zu viel Komplianz erzeugt. Somit liegt eine sich von der
Mitte aus schrittweise verfeinernde Konstruktion, wie sie beispielsweise aus dem Supraleiter-
problem bekannt ist [CKOO04], nahe. Diese Geometrien haben insbesondere die Eigenschaft,
symmetrisch beziiglich der Mittellinie zu sein, sodass wir fiir unsere Konstruktion nur die
obere Halfte (0,¢) x [3,1] des Gebietes betrachten werden. Wir folgen dem in [CKO04]
beschriebenen Standardalgorithmus fiir die Konstruktion verzweigter Geometrien, der wie
folgt funktioniert:

1. Konstruiere eine Basiszelle der Gréfie w x [ und berechne deren Uberschussenergie.
Optimiere anschliefend die Hohe der Zelle [ bei konstant gehaltener Breite w und
erhalte so ein lopt(w).

2. Setze wy, := Weoarse2 F, I := lopt (wy,). Nimmt man kurzzeitig eine unendliche Anzahl
an Schichten an, so ist die Gesamtenergie der Struktur als geometrische Reihe Y AJcen
gegeben. Wir wéihlen weearse 80, dass sich die Gesamthohe 21;“;1 I, zur Gebietshohe
L addiert - diese ist in unserem Setting gleich 1. Damit erhalten wir eine Formel fiir
Weoarse I Abhéngigkeit von £ und |F|, mit der wir die gesamte Uberschussenergie
berechnen kénnen. Gleichzeitig erhalten wir durch die Einschrankung weoarse < £ €ine
erste Bedingung fiir die Konstruktion.

3. Anders als zunédchst angenommen, miissen wir bei der Schichtung die Bedingung
wy < [l einhalten, somit existiert eine maximale Schichtenanzahl n. Wir fordern also
zusétzlich, dass die Skalierung der Energie des Gebietes, das nicht durch Zellen ge-
fullt ist, zu der bisher errechneten Skalierung passt. In unserem Setting muss hierfiir
aufgrund der Bedingung I' C 99 eine Grenzschicht konstruiert werden.

Schritt 1: Die klassische baumartige Struktur ist zur Komplianzminimierung nicht ausrei-
chend. Grund dafiir ist, dass sich die Aste unter anliegender Spannung zueinander biegen
(siehe Abbildung 2), wodurch viel Komplianz entsteht. Durch das Hinzufiigen eines Quer-
balkens wird jeder Balken unter Last entweder gestreckt oder gestaucht - dies kostet deutlich
weniger Komplianzenergie.

In Abbildung 3 ist eine Basiszelle der Grofle w x [ dargestellt. Wir wissen bereits, dass
die Kraft, die am oberen und unteren Rand ansetzt, |F|w betrigt. Aus der Konvexifizie-
rung wissen wir auferdem, dass zur Komplianzminimierung die Streben uniaxialen Kréiften
der Stéarke 1 ausgesetzt seien sollten. Wir erreichen dies, indem wir als Querschnittsflichen

10



(a)

Abbildung 2: (a) Klassische, baumartige Struktur wie beispielsweise aus dem Supraleiter-
problem bekannt. (b) Deformation unter anliegender Spannung. Das Biegen der Aste fiihrt
zu starker Komplianz. (Abbildung entnommen aus [KW14])
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Abbildung 3: Darstellung einer 2D-Basiszelle; fiir jedes Gebiet gleicher Spannung ist der
entsprechende Spannungstensor angegeben. Auf der rechten Seite sind die geometrischen
Parameter angedeutet. (Abbildung entnommen aus [KW14])
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a = @ tano und b = 2|CFO|;”a withlen. Dabei ist tan « = w/4l gegeben, wir werden zudem

im Folgenden w/l < 1 sicherstellen.

Wir wollen nun die Uberschussenergie einer Basiszelle iiber die relaxierte Energie 2|F|wl
berechnen. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass der Komplianzterm wie der Volumenterm
skaliert, da unsere Spannungsfelder alle Norm 1 besitzen. Sowohl fiir den Volumen- als auch
fiir den Oberflachenterm betrachten wir nur die durch die drei Hauptstreben beigetragenen
Terme. Wie man sich grafisch oder durch eine kurze Rechnung schnell klar macht, skalieren
die restlichen Terme gleich - somit ist dies 0BdA erlaubt. Wir erhalten also

AJcenn ~ 2Volcen + ePereen — JS’F’Z ~2(2--b+ ay)+4e L4 2ey — 2|F|wl

COos & COS &

~ 2| F|wl — +|F|“’72tanoz+4sl L 4 ew —2|F|wl

cos? a cos

Wir nutzen die trigonometrische Gleichung cos(arctan z) = ﬁ:

Aeen ~ 2| Flwl + |F|% + |F|% + dely /1 + 2% + ew — 2|F|wl
~ |F|wT3 +el+ew
SIFI +el
Dabei haben wir im letzten Schritt die Bedingung w < [ angewendet. Dieser Term kann nun

tiber [ minimiert werden, als optimalen Wert erhélt man ! = \/|F|w3/e. Damit ergeben sich
fiir die Konstanten in Abbildung 3 folgende Werte:

Flw® F
] =4/ El” Lw , a:arctan(%,/—lew), a=g/|F|lwe, b= [Flw 2‘7”,/1+716‘}|w

Setzen wir unser optimales [ in den letzten Term fiir AJ.ey ein, ergibt sich
AJcell S \/ \F\w?’s.

Schritt 2: Die Konstruktion sieht vor, bei zo = % mit Zellen mit der gréobsten Breite weoarse
zu beginnen und anschlieend deren Breite pro Schicht zu halbieren, d.h. die Zellen der k-ten
Schicht besitzen die Breite wi = Weoarse/2F und die Hohe I, = VIF|wi/e = 2=3k/2] .
Die Gesamthohe des Gebietes ) entspricht den summierten Hohen der einzelnen Schichten,
wobei jede Schicht aufgrund der Symmetrie der Konstruktion zweimal vorkommt. Bei n

Schichten erhalten wir also

n n
3 2 3
1:25 lk:Q\/@ 2_%,\, %’
k=0

k=0

woraus wir Weoarse ~ v/ €/|F| entnehmen. Wir miissen auflerdem sicherstellen, dass die
maximale Zellenbreite die Gebietsbreite ¢ nicht iibersteigt:

Weoarse <4 & € 5 €3|F|

In der k-ten Schicht haben wir maximal o Zellen, insgesamt betrigt die Uberschussenergie

14
w
somit
n

AJges < 22 wL;AJcell(wk) ~
k=0

AJcell(wcoarse) ~ €|F|%E%

Weoarse

Schritt 3: Die maximale Anzahl an Schichten n ist durch die Bedingung wy < [;, gegeben:

— _3n Flw
Wp = ln - 2 nwcoarse =27z \/ 7] éoarse

|F‘wcoarse) ‘Fl
g

& n=logy( 3logy(12)
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w2
> n -
Fiaddbddhddibaddddiddiddhdddbdbiddhddidddddbiddidbidass og=0

o,=id

o, =|Flid

w WL, W, e (8)0(8)

Abbildung 4: Grenzschicht bei zo = 1 mit zugehorigen Spannungsfeldern (Abbildung ent-
nommen aus [KW14])

Selbstverstandlich muss fiir unsere Konstruktion n > 1 gelten, somit erhalten wir die Be-
dingung ¢ < |F|.

AuBlerdem muss das Gebiet zwischen der n-ten Schicht und x5 = 0,1 mit einer Grenzschicht
gefiillt werden. Diese ist mit den zugehorigen Spannungsfeldern in Abbildung 4 dargestellt.

Wir stellen fest, dass wy, ~ I, ~ /|Flw3 /e = w, ~ 177> somit skaliert das Volumen unserer
le

Grenzschicht wie fw,, ~ e Damit dieser Term unsere bisherige Skalierung nicht stort,
muss also auflerdem gelten:

% < K|F|%€% bzw. &< |F|*
Fiir die angegebenen Spannungstensoren gilt |o;| < 1, sodass die auftretenden Komplianz-
terme wie das Volumen skalieren. Der Oberflachenterm besitzt Ordnung ¢, was sogar noch
weniger ins Gewicht fallt. Wir haben somit gezeigt, dass unter zusétzlichen Anforderungen
die Grenzschicht die Skalierung der Uberschussenergie der Zellen nicht stort.

2.2 Eine untere Schranke in 2D

Es bleibt nun zu zeigen, dass die gefundene obere Schranke insofern optimal ist, als dass
eine passende untere Schranke existiert. Wir werden in diesem Abschnitt also die folgende
Abschétzung zeigen:

cpled < min Jebt o] - JS’F’K.

oca

Hierbei miissen wir zwei verschiedene Félle betrachten. Fiir |F| nahe bei 0 (in unserem
Beweis nehmen wir aus technischen Griinden |F| < % — ¢ an), erhalten wir mit einem klas-
sischen Dualitéitsansatz [KM94] die optimale Skalierung in |F|, d.h. ¢p skaliert wie |F|3.
Berechnen wir hingegen eine angepasste Hashin-Shtrikman-Grenze, so erhalten wir die kor-
rekte Skalierung in e, allerdings ist die Skalierung in |F| fur kleine |F| nur suboptimal
(cr ~ |F|). Trotzdem ist diese Abschitzung von Interesse, da sie auch fiir [F| > 3 giiltig
bleibt und die Basis fiir die Komplianzminimierung unter anliegenden Scherkréften bildet
[KW15].

2.2.1 Beweis mittels konvexer Dualitit

Bezeichne minpcq J&[0] als J und setze AJ := J = J55" = J —2|F|¢. Aus AJ > Per(0O)
fiir die optimale Geometrie O schlielen wir, dass auf einem beliebigen Querschnitt zo =
£5 ~ % die Anzahl der Interfaces mit % skaliert. AuBerdem gilt J > Vol(0), sodass der
Volumenanteil des Materials auf &9 als (bis auf Multiplikation mit einer Konstanten) kleiner

als 3 angenommen werden. Wie bereits gezeigt, ist dieser Term < |F|.

Wir werden nun die Uberschussenergie AJ fiir das oben beschriebene Setting berechnen:
Nehmen wir dazu an, es gebe genau N Materialliicken auf dem Querschnitt zo = 2o, die wir

13



mit T' = ((a1,b1) U ... U (an,by)) X {#2} bezeichnen. Dann gilt

JoPO] = min lo|? dx + Vol(O) + ePer(O)
UEZOd
on=0 sluf ro

min / lo|*> 4+ 1dz
aEZSd
on=0 auf I' ©

—  min / o(o) dz

erfd
on=0 auf T Q

> min /g**(U) dzx

oeT)
on=0 auf I

v

Minimieren unter der Nebenbedingung dive = 0 durch einen Lagrange-Multiplikator u €
H'(Q;R?), fiihrt auf

min sup /g**(a) + u - dive dz.
zT:Q—)Rzan? u:Q—R?
on=a6n auf 9N Q

on=0 auf I

Unter Ausnutzung der Symmetrie von ¢ und nach Einsetzen der Randbedingung on = én
auf 0f) ist dies gleich

min sup / g (o) —e(u) : odx + /(671) -uda
J:Q%Rg)ﬁf u:Q)—R2

Q\ N
> sup / min ¢ (o) —€e(u) : odx + /(frn) ~uda
u:Q—R2 o Q—R%2
O\ o9
= sup / —g"(e(u)) dz 4+ /(&n) -uda.
u:Q—R2
O\ o

Im letzten Schritt bezeichnet g*(¢) = (¢**)*(¢) die Legendre-Fenchel-Duale, diese ist definiert
durch

g*(e) = 7il;f{g(0) —€e:0}

In unserem Fall lasst sich g* explizit bestimmen:
2
g (e) = —igf{g(a) —¢€:0} =—min{0, \;I\I;EOHJF +1—¢€:0} =—min{0, —% +1}

Der zweite Term ist nur fir |e] > 2 negativ, insgesamt erhélt man also:

)0 falls |e| < 2
g (6) N % — 1 sonst

Der erste Integrand unserer letzten Abschéitzung wird maximiert fiir |e(u)| < 2 und nimmt
dann das Maximum 0 an. Zusammenfassend konnen wir AJ also nach unten abschéitzen
durch

sup /(&n) -uda — 2|F|¢.

u:Q—R2
0N

Im Folgenden werden wir nun die Energie fir eine Testfunktion @ ausrechnen, wodurch wir
dann die gewiinschte Skalierung erhalten. Diese Funktion kann als Auslenkung interpretiert

14
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FAb bbb vt e bbbt id AR AARAAAS

Abbildung 5: Darstellung des Gebietes {2 mit eingezeichneten Materialliicken. Auf der rechten
Seite die gewdhlte Auslenkung: eine Streckung um den Faktor 2(1 + 7), die die Liicken
aufreifit. (Abbildung entnommen aus [KW14])

werden, die die Materialliicken aufreifit (sieche Abbildung 5) Wegen (—dn) - @ = (6n) - (—1u)
kann oBdA F' > 0 (also eine Zuglast) angenommen werden. Unser Ansatz sei

~ 0 ~ 0 0 N 0 +f' (x
U= (27]0;82) + 2f(x1) (sgn(:mfiQ)) ) Du = (:i:2f/(z1) 27]) ) G(U) - (if/(an) 257 1)>

mit n € Rund f: R — R. Wir nehmen f als stetig und stiickweise linear auf den Intervallen
(a;,b;) an und erhalten durch die Bedingungen f(x) = 0, falls = & (a;,b;), 1 < i < n, und
le(w)| = 2 die Funktion

z—a; fallsz € [a;, 2Fbi]
flx) =21 =n?)< b —x falls z € [2£0 b;]
0 sonst

Wir definieren d; := b; —a;, d := % Zfil d; und berechnen die Komplianz unter Verwendung
von 4, dazu teilen wir das Randintegral auf oberen und unteren Rand auf:

AJ > sup /(&n)-u(w)da—2|F|€
¢
(& (9)) - alt dt+/ £)dt — 2|F|¢
0
¢
(1(«)“)'(2n+gf(t) dt"’/ 2f(t )dt —2|F|¢
0
¢
/2n|F|dt+2|F|/f dt+2|F|/f dt— 2| F|e
0

N ’L
:2|F|£77—2|F|€+4|F|Z/f(t)dt

_2|F|< —1) +W2d2>

> 2|F| <€(n -1+ 1_2"Nd2>

Hierbei wurde im letzten Schritt die aus der 2. binomischen Formel abgeleitete Abschétzung

(N 2)2 < NN 22 genutzt. Minimierung iiber 7 liefert n2 = 1/(1 + é%‘;p) durch
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Einsetzen erhalten wir schliefllich

4
AJ > 2|F|l< 1+ ) 1).

2N2¢2

Aus dem am Anfang beschriebenen geometrischen Setting entnehmen wir Nd 2 ¢ — J und
schlieBen 3 < |F| = (£ — J) 2 4(1 — |F|) ~ ¢, dabei haben wir erstmals |F| < 1 genutzt.
Mit N < &1 < ¢|F|1/3¢=1/3 (unsere obere Grenze aus dem vorherigen Abschnitt) erhalten

wir schlussendlich
1 2/3 1 2
arz2Fle (143 (5)" —1) zappet,

Dabei haben wir im letzten Schritt \/z +y 2 = + y fir 2,y < 1 genutzt, dies ist wegen
¢ < |F| moglich.

2.2.2 Beweis mittels der Hashin-Shtrikman Grenze

Um auch fiir den Fall 3 < |F| < 1 — § eine untere Schranke zu finden, optimieren wir
die Hashin-Shtrikman Grenze [HS63]. Diese liefert in ihrer urspriinglichen Formulierung
eine untere Schranke fiir den Elastizitdtskoeffizienten zusammengesetzter Materialien. In
unserem Fall erhalten wir fiir ein gegebenes Spannungsfeld die minimale Komplianz, die ein
Material mit bekanntem Volumenanteil besitzen kann. Dafiir orientieren wir uns an [AA99)
und verfeinern die dort vorgenommenen Berechnungen. Der Ablauf des Beweises:

1. Optimiere die Hashin-Shtrikman Grenze und finde so die Energiekosten fiir eine Ab-
weichung der Geometrie vom optimalen Volumenanteil und fiir Abweichung der Aste
von einer vertikalen Orientierung

2. Nutze eine Fourier-Abschitzung, um die Randbedingung on = én fiir o einflielen zu
lassen

3. Fiige eine Fourier-Abschétzung fiir den Oberfichenterm ePer(O) hinzu

Anschlieflend werden wir die Abschdtzungen kombinieren, um die gewiinschte Grenze zu
erhalten.

Schritt 1: Sei x : Q — {0,1} die charakteristische Funktion der optimalen Geometrie O
und 0 = VC)%(Q) Jo x(x) dz deren Volumenanteil. Wir definieren auBerdem ~ : R* — R als
x — 6 auf Q und 0 auBerhalb von 2. Im Folgenden sei zudem die Fourier-Transformierte
einer Funktion f : R? — R durch

fk) = [ f(x)e 2™+ dg
/

bezeichnet. Zuletzt ist der Raum der zuldssigen symmetrischen und divergenzfreien Tensor-
felder gegeben durch

5 ={n:R* 5 RZ<2 | divp = 0 in R?,n = 0 in R*\Q}.
Beachte, dass dies bereits nn = 0 auf 92 impliziert und dass fiir n € Egﬁ auch 6 +n € and
gilt.
Zunéachst soll der Komplianz- und der Volumenterm im Fourierraum abgeschétzt werden:

Comp(O) + Vol(0) = min / 6 +n|* + xdz
ex¢
(a+n)n:o auf Q0
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Wir adaptieren den Ansatz aus [AA99]. Vom mathematischen Standpunkt aus relaxieren wir
das Problem, indem wir nicht mehr (6 +7) = 0 auf Q\O voraussetzen, sondern den dadurch
entstehenden zusatzlichen Term fQ\ 0|0+ n|? dz immer stiirker bestrafen. Physikalisch ge-
sehen umbhiillen wir unsere Geometrie mit einem zweiten Material, bekommen also genau
das Setting eines zusammengesetzten Materials, fiir das die Hashin-Shtrikman-Grenze, wie
bereits erwdhnt, urspriinglich publiziert wurde. Unsere tatsidchliche Problemstellung erhal-
ten wir, indem wir anschlieflend die Komplianz dieses zweiten Materials (die wir hier im
physikalischen Sinne als skalare Grofle K verstehen) gegen unendlich gehen lassen:

min /\6+n|2+xdx

neET
(641)=0 auf Q\O

> limsup min /X|6 +nP+x+ (1 —x)K 6 +n*de
K—0 neﬁ,‘fdg

=lim sup min /|&+n|2+x+(1—x)(K’1—1)|&+n\2dx
K—0 nEEffdQ

=lim sup min / 16 +n* +x+ (1 —x)max{2(6 +n):7— (K~ ' = 1) 7’} dz
K—0 neXd T
Im letzten Schritt wurde Fenchel-Dualitédt genutzt. Wir wéhlen ein beliebiges 7, das konstant

in z ist, und nutzen fQ ~vda = 0, sodass sich der obere Ausdruck wie folgt weiter nach unten
abschétzen lasst:

o
nezad

min /|6+77|2+X+(1—x)2(&+77):de
Q
=Vol()(|6]> +2(1 — 0)6 : 7+ 0) + min /|77|2 —2yn: Tdx
nezad
R2

=06 +2(1—0)6:7+60)+  min /|m2—2§ﬁ:7dk
(k) ERZ

sym

A(k)k=0 VkeRr? R

Dabei haben wir im letzten Schritt die Parseval’sche Gleichung genutzt, die Bedingung
fi(k)k = 0 entstammt der Divergenzfreiheit.

Wir wollen nun iber 7 minimieren und folgern zunichst 7(k)k = 0 = k € ker(fj(k)) =
k*+ € Im(A(k)), wobei L eine Rotation um % gegen den Uhrzeigersinn bedeuten soll. Sei
bt = kt/|kt|, so kénnen wir 7) aufgrund der Symmetrie durch (k) = f(k) - k+ @ kt
beschreiben. Um nun f(k) zu bestimmen bilden wir die Gateaux-Ableitung des Integranden
mit Testrichtung 7 und setzen das allgemeine /) = f(k)- kt @kt ein. Fiir das optimale 7] muss
die Gateaux-Ableitung verschwinden, die so entstehende Gleichung kénnen wir umformen
und so f(k) bestimmen:

L7+ tal> — 23+ th) : 7],_, = 2> — 237 : 7 =0

& fk) = Akt 7kb)

Setzen wir diesen Ausdruck wiederum fiir 7 ein, so erhalten wir

Comp(O) 4 Vol(O) > £(|6> +2(1 — 0)6 : 7 + ) — / A2 kL - Th*)? dk.

R2
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Es gilt (erneut nach Parseval) [o, |92 dk = [, |y[*dz = [, x —2x0 + 6% dz = (0(1 — 0). Wir

erweitern mit ££6(1 — #)max{o7, 03}, wobei o1 2 die beiden Singulérwerte von 7 sind:

— (|6 +2(1—0)6 : 7+ 60— 6(1 — O)max{o?, 03}) + / 412 (max{o?, o3} — &+ - 7h*2) dk
R2

Bisher haben wir 7 nur als konstant in = gefordert, nun wahlen wir explizit 7 = % (dies
maximiert den ersten Summanden). Damit verhélt sich der Integrand wie

2
2120 F2 —k 0 0 —k
A2 (5 — ‘( )60 ()
sodass sich iiberschiissige Komplianz und Volumen nach unten abschétzen lassen gegen

AJetast := Comp(O) + Vol(0) — J5F*

2. ~ 2, .90 2. k2
)= EHAP-R) = HIAPE = &P e

2
ZUF? 21— )5 +0-0(1-6)5) + & / 5% g Ak — 2|l

R2

2 2
=U(3F?+0-2|F|)+ &> / 4 e dk

R2

F|—0)2 2 A k2
— U0y £ [ a.
]R2

Falls also eine Geometrie vom Volumenanteil § = |F| abweicht und bei y beziehungsweise ~y
nicht ausschliellich Fourierkoeffizienten in horizontaler Richtung auftreten, quantifiziert die
obige Abschitzung die in diesem Fall zusitzlich vorhandene Energie.

Nun wissen wir durch unsere obere Schranke bereits AJgast S O|F |1/ 3¢2/3 und sehen so

|F|1/32/3 > % = |F|(@ +1)(1 - %) Loést man dies nach ‘%I auf, ergibt sich ‘%l =

14+ O((¢/|F|)?/?) und unsere Abschitzung vereinfacht sich zu

A2 k3
AJelast z/m%ﬁg dk.
]RQ

Schritt 2: Unsere Geometrie O stoppt abrupt auf o = 0,1 und ist dort einer Zugbelastung
ausgesetzt. Um dies in unsere Abschétzung einflieBen zu lassen, nutzen wir das Analogon zu
Lemma 2.4 aus [CKO99] im kontinuierlichen Fourier-Raum. Dieses besagt, dass der GroBteil
der L2-Masse einer (charakteristischen) Funktion mit Triger in Q fern der kp-Frequenz
|k2| = 1 liegt. Der Vollstédndigkeit halber geben wir die Argumentation hier kurz wieder; es
gilt:

A k2 A k32 A A
/ A1 gz bz > / el / 412 dks — / [41? ks
R R

1 1
|k2|>5 |k2|<3

Nach Holder (und Parseval) gilt fiir jedes f : [0,1] — R, k € R die Beziehung
1
F09P < ([ 17 -1 a2 < 1o = 1Lz o
0

beziehungsweise fiir unser konkretes 4

/ 512 dk, < / 4112y o = 4 / 412 dks.
R

1 1
[ka| <7 [ka| <7
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Wir erhalten

N k2 N
/"Y|2W dkz 2 %16]@1%+1/|’y|2dk2’
R R

mit Fubini wird aus der Abschétzung aus Schritt 1 somit

AJelast Z/H/'Ql_,_lkf dk.

R2

Schritt 3: Zuletzt bendtigen wir eine Fourier-Abschéitzung des Oberflachenterms. Wir
nutzen dazu die folgende Aussage aus [AFP06, Beweis Lemma 3.24]:

Fiir u von beschrinkter Variation auf R?, s > 0 klein genug, Q € R? kompakt, y aus der
abgeschlossenen Einheitskugel in 2, x € Q, gilt

/ fu( — sy) — u(z)| dz < 5| Dul (R2),
Q

wobei | Du|(R?) die totale Variation von u auf R? bezeichnet.

Wir wéhlen u = x (erweitert mit 0), sowie y = (—1,0). Dann gilt:

/‘X*X('+5a')|dz:/|X*X(’+5,')|2dx:||X*X(’+5,')H%2(R2) =y =7(+s,)l172@2),
Q R2

sowie Per(O) = | Dx|(R?). Damit kénnen wir Per(O) fiir 0 < L < 1 wie folgt abschétzen:

Per(0) = {lly =+ 8, )lz2e)

2L
%/%H777(+87)||2L2(R2)d8
/2

& Per(0)

vV

—

Wie aus der Fourieranalysis bekannt, gilt (- + s,-) = 4e2™**%1. Wir nutzen aufierdem % ~ %7
somit ist der obere Ausdruck nach Parseval (bis auf Multiplikation mit einer Konstante)
gleich

2L 2L

] / /W(k)(l — PP dkds > £ / 91? / 11— *™*M 2 ds dk
L/2 R? L|k1|>1 L/2
2
=1 9]? / |1 — e®™iobh 2 ds dk.
L|k1|>1 1/2

Da wir das duflere Integral auf L|k;| > 1 eingeschriankt haben, integrieren wir im inneren
Integral iiber mindestens eine komplette Periode des in s periodischen Integranden. Somit
lasst sich dieser gegen eine feste Konstante abschétzen:

Per0) 2§ [ laPdk

Llky|>1

Kombination der Abschitzungen: Fiigen wir unsere Ergebnisse zusammen und nutzen
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L < 1, so erhalten wir

L<1
2 Aetast + LPer(0) "= Aldetase (1 + £5) + LPer(O)

s+ [ BPgas [ P

L|k1]<1 L|ki|>1

2/|ﬁ|2dk:€0(1—0).
R2

1
Die Wahl L = €3, Multiplikation mit L? und Ausnutzen von |F| ~ 6 ergibt dann

2 2
3 3

Alelast + ePer(0) 2 00(1 — 0)e3 = l|Fle

2
Ist |F| von 0 wegbeschriankt, so skaliert diese Grenze wie ¢e3. Fiir Werte von |F| nahe bei
0 ist die Skalierung in |F| allerdings nicht optimal.
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3 Skalierungsgesetze im dreidimensionalen Fall fiir mitt-
lere und kleine Spannungen

In diesem Abschnitt gehen wir auf den dreidimensionalen Fall ein. Ahnlich wie beim Su-
praleiterproblem héngen die optimale Energieskalierung und die Konstruktionen, die diese
erzielen, essentiell von der Stérke der angelegten Spannung ab. Wir wollen die folgenden
beiden Aussagen zeigen:

Theorem 3.1: Sei § € (0,1), |F| € (6,1 —6), e < min{¢3|F|,|F|*}. Dann existieren Kon-
stanten ¢ = ¢(6),C > 0 mit

clP|F|5e3 < gli%Js’F’é[O] — Pt < cr?|F|ses.
c

Bei kleineren Werten von |F| lisst sich sogar ein Vorfaktor von |F|3 erzielen:

Theorem 3.2: Sei |F|7/?2 < 1/2, ¢ < min{¢*\/|F|,|F|"/?}. Dann existieren Konstanten
¢,C' > 0 mit
cl|F|3es < min JSP0] - I3 < CP|F|3E3.
oc

Wir werden zunéchst in Abschnitt 3.1 Konstruktionen vorstellen, die diese beiden Skalierun-
gen erreichen. Es wird sich herausstellen, dass bei den mittleren Spannungen aus Theorem
3.1 bereits eine zweidimensionale Verzweigung ausreicht, wiahrend fiir die relativ kleinen
Werte von |F| in Theorem 3.2 erst eine echte dreidimensionale Verzweigung fast-optimal ist.
Im Anschluss werden wir in Abschnitt 3.2 die Beziehung zum Supraleiterproblem herstellen
und daraus fiir beide Regimes eine passende untere Schranke erhalten.

3.1 Konstruktion einer oberen Schranke in 3D
3.1.1 Mittlere anliegende Spannungen

Sei O unsere Basiszelle aus dem 2D-Fall. Wir definieren O := (0,¢) x O, dies entspricht
der natirlichen Extrusion der Struktur in die dritte Dimension. Passende Spannungsfelder
erhalten wir durch o; — (8 (,Oi). Eine kurze Rechnung zeigt

AJeensp = Comp(O) + Vol (O) + sPer( D) — 2|F|wll
~ 2255t bl + a%l) + de s U + 2650 — 2| Fluil

< VIFute -,

unter Nutzung der in Abschnitt 2.1 durchgefiihrten Rechnungen.Mit den gleichen Uber-
legungen wie im 2D-Fall erhalten wir fiir die gesamte Energie nach Zusammensetzen der
Basiszellen

cos(a)

AJges S CP|F|5e5
unter der Bedingung e < 3| F|.
Auch die Grenzschicht extrudieren wir aus dem 2D-Modell und erhalten analog die Bedin-
gung € < |F|. Das Volumen (und somit auch die Komplianz) der Grenzschicht skaliert dann
wie (2w, ~ “25,‘ was unter der Bedingung ¢ < |F|* kleiner als die angestrebte Skalierung ist.

Die Oberfiche trigt nur einen Term der Ordnung /2 bei, sodass auch im analogen 3D-Fall
die Grenzschicht kein Problem darstellt.
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Abbildung 6: Schematische Darstellung der zugrundeliegenden Struktur und der anliegenden
Krifte

3.1.2 Kleine anliegende Spannungen

Als Basis unserer Konstruktion fungiert eine dreidimensionale Baumstruktur. Um grofe
Komplianzterme zu verhindern, miissen wie im Zweidimensionalen zuséatzliche Querstreben
zwischen den vier oberen Enden eingefligt werden. Tatséchlich ist es fiir die Skalierung
irrelevant, ob die vier oberen Strebenenden tiber Kreuz oder im Quadrat verbunden werden.
Aus technischen Griinden ist aber die kreuzformige Variante zu bevorzugen (siehe Abbildung
7). Wir verfahren erneut nach dem in Abschnitt 2.1 vorgestellten Konstruktionsalgorithmus:

Schritt 1: Nehmen wir die Streben kurzzeitig als eindimensional an, so erhalten wir die in
Abbildung 6 dargestellte Struktur. An jedem der oberen Knotenpunkte greift von oben eine
Kraft der Stéarke % =: 52 an. Stellen wir beispielsweise in p das Kriftegleichgewicht auf,
so erhalten wir

1 .
—=sin«
2 0 - ‘@ : L 5 5
s“10| +er | 1| +eo 3 sina =0 =c¢=——%s"tana, co = ——
I 0 Zeosa v2 cosa

mit tana = %. Zudem werden wir erneut w/l < 1 sicherstellen. Um also in allen Streben
uniaxiale konstante Spannungen zu haben, muss fiir deren Querschnittsflichen A, B gelten:
A~ %sztana, B~ 22—,
In Abbildung 7 ist die Basiszelle dargestellt, die wir im Folgenden fiir die Konstruktion
verwenden werden. Wie man schnell verifizieren kann, gilt ¢ = v2stana und b = C\f;
sodass die Querschnittsflichen wie gewiinscht skalieren.

Wir treffen die Annahme, dass es moglich ist, die Struktur in endlich viele Gebiete zu
zerteilen, auf denen jeweils die Norm der Spannungstensoren nach oben durch eine Konstante
beschriinkt ist. Insbesondere fiir die Ubergangsgeometrien (sieche z.B. Abbildung 9) ist das
Finden einer passenden Zerteilung kompliziert. Intuitive Ansédtze lieferten keine Ergebnisse
- komplexere Zerlegungen konnten im Rahmen dieser Bachelorarbeit nicht mehr untersucht
werden.

Sollte unsere Annahme zutreffen, so skaliert die Komplianz wie das Volumen und wir kénnen
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Abbildung 7: Darstellung einer 3D-Basiszelle der Grofie w x w x [

\/i-w/Q

w/2

w/2

Abbildung 8: Ansicht von oben und diagonaler Querschnitt

Abbildung 9: Detailansicht der unteren Ubergangsgeometrie
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die Uberschussenergie einer Basiszelle berechnen:

AJcell ~ 2Volean + ePercenn — 2|F|w2l

~2(4-B +24V2%) + 8:v2%(a + V2s) + 16e L - 11/252 + b2 — 2| F|w?l
~ 8COSs2la + s?wtan o + esw(tan o + \f) +5cossla +€CO82 — 8521
~ 852U(1+ ) + 2w 4 esw(Y2Y 4 V2) +esly/1 4+ B +esl(1 4 &) — 852

2,2

~ S él} + Q 11) + E‘?'IU +58w+€sl+€8w+€sl+ 6911)

2, 2
~ —|—53w + esw + esl

4 w
Pt eVIFT L TFw? + e/[Ful

Wir nutzen die Konstruktionsbedingung w < ! und erhalten

Adcen S IF‘lw4 + eV/|F|w? + ey/|F|wl

Minimieren iiber [ ergibt | = y/+/|F|w3/e und die Abschitzung der Uberschussenergie

vereinfacht sich zu

AJcen S |FPP w262 4 e\/|Flw?.
Wir folgern
w<l o w<\/V|Flwdle o Y2 <|FV4w!/?

somit skaliert der zweite Summand wie der erste und es ergibt sich
Aoy < |F|3/4 5/2.1/2
Schritt 2: Analog zum 2D-Fall findet sich auf z3 ~ % die grofite Zellenbreite weoarse,

die Zellen der k-ten Schicht besitzen dann die Breite wy = Weoarse/ 2% und die Héhe I}, =
VIF |w2 /e = 273k/2] - se. Nehmen wir n Schichten pro Gebietshilfte an, so erhalten wir

n n 3k
1= QZlk =2\ v |F|wgoarse/6z2 2~V |F|lw coarae/e
k=0 k=0

Es ergibt sich also weoarse ~ y/€/+/|F|. Mit —— — Zellen pro Schicht kénnen wir schlussendlich
abschétzen:

AJges < 2 Z kaAJcell(wk) ~ AJcell(ujcoarse) ~ [ |F|%5%

k=0

Weoarse

Wir miissen auch bei dieser Konstruktion wieder sicherstellen, dass die maximale Zellenbreite
Weoarse die Gebietsbreite £ nicht iibersteigt:

Weoarse < £ & £ < LPV/|F)|

Schritt 3: Der Bedingung wy, < [ entnehmen wir erneut die maximale Anzahl von Schichten
n:

Wy, = Iy,
3n /
_ =2 F|w, s
= 2 nwcoarse =22 l ‘ -

€

2l

= n = 10g2( |F‘Z)coarse)

)

~ %IOgQ(
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Wir benotigen mindestens eine Schicht, somit erhalten wir als zusatzliche Konstruktionsbe-
dingung ¢ < /| F.

Zuletzt bleibt, die Energieskalierung in der Grenzschicht zu {iberpriifen. Wir stellen fest:

3
| F|wy, €

= éwnwm

Das Volumen der Grenzschicht skaliert somit wie (21, ~ 2w, ~ j%‘ Damit dies die

gefundene Skalierung der Uberschussenergie nicht stort, fordern wir also

Wy, ~ Ly ~

r2e 2| 112/3.2/3 7/2

TF|§€|F| € bzw. e <|F|"*=.
Die Oberflichenenergie skaliert wie £¢2 und ist demnach nochmal kleiner. Somit haben wir
gezeigt, dass die Grenzschicht unter obiger Bedingung zu der gefundenen Energieskalierung
passt.

3.2 Eine untere Schranke in 3D

Wie in Abschnitt 1.6 gezeigt, ist jede untere Schranke des Supraleiterproblems auch eine
untere Schranke des zugehérigen Komplianzminimierungsproblems. Wir werden also im Fol-
genden passende Theoreme vorstellen und zeigen, dass deren Voraussetzungen erfiillt sind.
Wir beziehen uns dabei auf den Artikel [CCKT08].

Umrechnung zwischen den Settings:

Als zugrundeliegendes Gebiet wird im zitierten Artikel Q = [0,1]? x [0, L] verwendet. Wir
haben in Abschnitt 1.2 bereits gezeigt, dass wir die Gesamtenergie wie folgt umrechnen
kénnen:

JE,F,I,L[O] _ LgJE/L’F’l/L’l[O] > L3J§CL,F,1/L,1[O].

Auch fiir die relaxierte Energie gilt JS’F’LL =1/ JS’F’L]’L = L3J3’F’1/L’1, sodass wir

durch den Ubergang £ — ¢,+ — ¢ und Division durch L?® eine untere Schranke fiir das
Komplianzminimierungsproblem in dem von uns gewéhlten Setting bekommen.

Der Einfachheit halber werden wir die bisher genutzten Notationen weiterhin verwenden
und auch die Theoreme in dieser Form vorstellen. Zu beachten ist auflerdem, dass die An-
forderungen an die zulissigen Magnetfelder f (im Artikel B genannt) in [CCK™08] erst im
Theorem selbst gestellt werden (Divergenzfreiheit, f = 0 f.i. in der supraleitenden Regi-

on), wihrend wir diese bereits in der Definition von ®2, , voraussetzen. Dadurch, dass

: o
jedes f aus @5

[0, 1]2-periodisch.

; homogene Neumann-Randbedingungen erfiillt, sind diese f immer auch

3.2.1 Mittlere anliegende Spannungen
Wir méchten Theorem 4.1 anwenden, dieses besagt:

Theorem 3.2.1: Sei § > 0 beliebig, dann existiert eine (von § abhéngende) Konstante ¢(¢),
sodass fiir jedes e < L, |F| € (6,1 — §) und f € ®%, ., ilt

ad,rel

SO - T 2 @)L,

Mit ¢(6)e?/3LY/3 = L3¢(6)(1)?(£)?/3 erhalten wir dann:

JE,F,@[O] _J87F,£ 2 c<5)£2€2/3
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3.2.2 Kileine anliegende Spannungen
In diesem Fall steht die gewiinschte Aussage in Theorem 4.3:

Theorem 3.2.2: Es gelte + < |F|7/2 < % Dann existiert eine Konstante ¢, sodass fiir jedes
fe®Y  gilt:

ad,rel

Jg,CF,L[O] _ J;,CF:OL 2 C‘F‘2/362/3L1/3

In unserem Setting also

JEPHO] = 550 > e F|P32P
1
5

unter der Bedingung e < |F|7/? <

4 Zusammenfassung und Diskussion

In dieser Arbeit haben wir uns mit Skalierungsgesetzen fiir Komplianz-minimierende Mi-
krostrukturen beschéftigt. Dazu haben wir fast-optimale Geometrien konstruiert, deren
Energie berechnet und anschliefend mit Ansatz-unabhingigen Argumenten passende un-
tere Schranken gefunden.

Eine klassische Baumstruktur lieferte im Zweidimensionalen eine mogliche Skalierung, die
wir anschlieffend mit einem Dualitdtsargument und einer Fourier-basierten Abschétzung als
optimal verifizieren konnten.

Durch Extrusion haben wir anschliefend diese Struktur in den dreidimensionalen Raum
iibertragen. Die Konstruktion einer echt-dreidimensionalen Baumstruktur ergab zudem eine
weitere mogliche fast-optimale Struktur mit besserer Skalierung. Der Vergleich mit dem ver-
wandten Problem der Strukturbildung in Typ-I Supraleitern fiihrte schliellich auf passende
untere Schranken. Es stellte sich heraus, dass die extrudierte Struktur fiir mittlere Werte
der angelegten Spannungsstirke |F| fast-optimal ist, wihrend fiir kleinere Werte von |F|
erst die echt dreidimensionale Struktur die optimale Skalierung erzielt.

Wir konnten so die Vermutung bestétigen, dass im dreidimensionalen Komplianzminimie-
rungsproblem dhnlich wie beim Supraleiterproblem unterschiedliche Regimes mit voneinan-
der verscheidenen optimalen Skalierungen auftreten. Tatséchlich entsprechen zwei der von
uns gefundenen Skalierungen denen des Supraleiterproblems und auch die zugrundeliegenden
Regimes von | F'| entsprechen einander. Wir erwarten deshalb, dass sich auch die Skalierungs-
gesetze der verbleibenden drei Regimes auf das Komplianzminimierungsproblem iibertragen
lassen. Dies ist notig, um Aussagen fiir das Verhalten bei grofien und extrem kleinen Werten
von |F| treffen zu konnen. Hierflir sind weitere Konstruktionen nétig, die aber vermutlich
ebenso durch Anpassung bekannter Anséitze an die Komplianzminimierung gefunden werden
koénnen.
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