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1 EINLEITUNG Niek Maurits Jung

1 Einleitung

Der Artikel ,A Theoretical Analysis of Deep Neural Networks and Parametric PDEs“
beschiftigt sich damit, ob und inwiefern sogenannte ,Deep Neural Networks* (DNNs)
dabei behilflich sind, Losungen fiir parametrische Probleme zu finden. Benutzt wer-
den dafiir parametrische Abbildungen. Diese bezeichnen Beziehungen zwischen den
einzelnen Elementen, die innerhalb eines Raumes existieren. Dort sind alle Parameter
zu finden, welche fiir die partielle Differentialgleichung relevant sind und es werden
den einzelnen ihre jeweiligen Gewichtungen zugeordnet. Mit diesen Abbildungen wird
der parametrische Raum auf den Losungsraum abgebildet [1]. Parametrische Proble-
me konnen beispielsweise dann auftreten, wenn es um das Modellieren von stetigen
Wirme- und Massentransfers, Akustiken, Stromungsmechaniken oder Elektromagne-
tik geht [11]. Dabei kommt es hiufig vor, dass die Parameter eine physische oder
geometrische Einschrankung zu erfiillen haben wie beispielsweise Randbedingungen.
Diese Voraussetzungen werden meist durch den Input der gleich eingefithrten NNs
charakterisiert.

Beim 16sen einer parametrischen PDE tritt hdufig wenigstens eins von zwei Problemen
auf. Zum einen kann es sein, dass der Aufwand zum Berechnen der PDEs fiir jeden
individuellen Punkt viel zu hoch ist und somit nicht effizient. Dies passiert in der
sogenannten Online-Phase. Sie berechnet fiir jeden Parameter die ,,reduced basis“ Ap-
proximation fiir den gewiinschten Output. Dementsprechend kann auch die Zeit ein
Problem darstellen, wenn diese begrenzt ist. Um dieses Problem zu l6sen, wird die
Vermutung aufgestellt, dass die Losungsmannigfaltigkeit niedrigdimensional ist und
somit wenig Parameter enthilt, die als Losung zuldssig sind. Weniger Rechnungen
miissen durchgefiihrt werden. Somit lésst sich die Rechenzeit beschrianken. Zusétzlich
wird eine Offline-Phase ausgenutzt. In der kann angenommen werden, dass unendlich
viel Rechenkapazitit zur Verfiigung steht und auch die Zeit keine Rolle spielt. Ge-
nannt wird dies auch die Trainingsphase der PDE. In dieser Phase werden dann fiir
Probleme mit endlich vielen Elementen die ,,reduced basis* Mengen konstruiert. Diese
ermoglichen es, einen geeigneten Approximationsraum zu konstruieren. Woraufhin die
Online-Phase eingeleitet wird. Trotz dessen, dass in dieser die Kapazitéiten und Zeiten
begrenzt sind, denn es wurde in der Offline-Phase so viel Aufwand betrieben, dass
der iibriggebliebene Aufwand nun fiir Echtzeitanwendung angemessen ist [3]. Daraus
schlieft man, dass mit der Offline-Phase so viele Mengen wie notwendig konstruiert
werden kénnen, um diese dann fiir die Berechnungen zu benutzen und umgehen damit

die zwei genannten Probleme. Ubergeordnet bezeichnet das die ,reduced base me-
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thod* (RBM), diese spielt fiir diese Thematik eine wichtige Rolle. Snapshots aus einer
parametrisch induzierten Mannigfaltigkeit stellen eine Galerkinprojektion auf einem
kleindimensionalen Approximationsraum dar, dieser wiederum gilt als RB Diskretisie-
rung [2]. Mit Snapshots ist in unserem Fall eine ganze Losung einer PDE gemeint und
nicht wie urspriinglich ein Punkt auf einer Datenmannigfaltigkeit oder auch ein Da-
tum. Hierbei handelt es sich um die Losung fiir einen bestimmten, zuféllig gewéhlten
Parametersatz.

Genauer gesagt, wird sich in dem oben erwidhnten Artikel damit beschéftigt, inwiefern
uns die Niedrigdimensionalitidt der Losungsmannigfaltigkeit dabei helfen kann, mit Hil-
fe von DNNs eine Approximation fiir parametrische Abbildungen zu berechnen. Damit
ist gemeint, wie viel effektiver es ist, zuvor die reduzierte Basis zu berechnen und diese
dann zu benutzen, um die Niedrigdimensionalitdt zu modellieren. Das Hauptresultat
befindet sich in Kapitel 4, fiir das in Kapitel 2 und 3 Argumente verfasst und spéter
dann auch bewiesen werden. Diese werden spéter verwendet, um schlussendlich Theo-
rem 4.3 zu zeigen. Auf die Ergebnisse werden wir Schritt fiir Schritt hinarbeiten und

in Abschnitt 1.3.2 werden die Schritte noch einmal vereinfacht erklart.

1.1 Zielsetzung

Diese Arbeit wird in zwei Abschnitte aufgeteilt. Der erste Teil besteht darin zu vermit-
teln, wie NNs funktionieren, welche Eigenschaften sie besitzen und welche M6glichkei-
ten sie bieten. Der zweite Teil beschéftigt sich damit, relevante Beweise zu erlautern.
Meine Zielsetzung ist es, den Originalartikel so wiederzugeben, dass dieser leichter
versténdlich ist. Dazu gehort, dass ich an gewissen Stellen zusétzliche Informationen
mit einbringe. Diese sind entweder dazu da, um Begrifflichkeiten zu erldutern oder
dienen dazu, Vorgehensweisen zu erkléren und ihre Funktion verstédndlicher zu gestal-
ten. Um dies zu gewihrleisten habe ich eigens ausgedachte Anwendungsbeispiele mit
eingebracht.

Im zweiten Teil ist es meine Aufgabe, die bereits im Originalartikel vorhandenen Be-
weise zu vereinfachen. Dort wurden von mir Zwischenschritte eingefiigt, benutzte Ei-
genschaften genauer erliutert. Dadurch wurde die Ubersicht fiir den Beweis verbessert
und es lasst sich diesen besser folgen. Aulerdem habe ich zusétzliche Beweise mit Hilfe
von anderen Arbeiten eingefiigt. Dadurch wurden schwierig zu beweisende Aussagen
bewiesen oder Eigenschaften, welche benutzt wurden, um die urspriinglichen Beweise
durchfithren zu kénnen. Schlussendlich dient dies dazu, dass meine Ergéinzungen in

dem Artikel dazu fiihren, dass meine Arbeit als Lernmaterial genutzt werden kann.
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1.2 Was ist ein NN und wie ist es aufgebaut?

Kiinstliche neuronale Netze (KNN) sind Rechenmodelle, welche an biologische neu-
ronale Netze angelehnt sind. Diese KNNs sind so aufgebaut, dass immer mindestens
eine Input- und eine Outputschicht vorhanden ist. Im einfachsten Fall gibt es nur diese
beiden Schichten, allerdings kénnen auch sogenannte ,,hidden layers® bestehen. Diese
liegen dann zwischen den oben genannten. Je mehr Schichten, desto komplexer ist das
Netzwerk. Auf jeder Schicht sind Gruppen von Neuronen vorhanden, welche alle mit-
einander verbunden sind. Am Ende dieses Unterabschnitts folgt eine Abbildung die
zeigt, wie ein solches KNN aussehen konnte.

Jedes Neuron in diesem Netzwerk bekommt eine bestimmte Gewichtung zugeordnet,
abhéingig davon, wie wichtig sie sind. Vergleichbar ist dies mit Hilfe eines Bildes von
einem Tier. Wenn sich zum Beispiel ein Bild eines Hundes angesehen wird, werden zu-
erst essentielle Merkmale wie die Schnauze, die Ohren und die Rute wahrgenommen.
Weiter gedacht wiren dann Merkmale fiir die jeweilige Rasse relevant. Der Fakt, dass
das Tier in dem Bild vier Beine hat oder behaart ist, fallen bei der Bilderkennung
weniger ins Gewicht, so wie mo6gliche Hintergrundobjekte. Dementsprechend hat jedes
Neuron einen Input (der seine Merkmale bestimmt) und einen Output (in unserem
Fall die Wirkung der Merkmale). Um die Aktivitét eines einzelnen Neurons zu bestim-
men, wird eine Aktivierungsfunktion verwendet. Hier muss lediglich darauf geachtet
werden, dass diese nicht linear ist, da ein NN nicht dafiir gedacht ist, lineare Probleme
zu 16sen. Sehr geeignet dafiir ist die ReLLU-Funktion. Diese ist wie folgt darzustellen:
f(z) = maxz{0,2}. Eine ReLU-Funktion ist eine Aktivierungsfunktion eines kiinstli-
chen Neurons, die als Positivteil seines Arguments definiert ist. x ist in dem Fall der
Input des Neurons.

Der Output jedes Neurons wird von Schicht zu Schicht an das néchste Neuron weiter-
gegeben. Praktisch zum Nutzen ist hier die Identitétsfunktion, denn sie gibt direkt die
Aktivitét des einzelnen Neurons an, Id(x) = x. Wenn die Grafik als Beispiel genutzt
wird, kann wie folgt die Aktivitdt berechnet werden: Angenommen, es gibt 2 Input-
vektoren vl = 0,5 und v2 = 0,8, die Propagierungsfunktion berechnet sich dann wie
folgt:

0,3-0,5+0,8-0,7=0,71

Nun kann die ReLU Funktion berechnet werden: f(z) = maxz{0,0.71} = 0.71 und
dementsprechend ergibt sich Id(0.71) = 0.71 als Ausgabefunktion. Bei diesem Vorge-

hen ist es tatséchlich der Fall, dass die Gewichtungen nach jedem Durchgang automa-



1 EINLEITUNG Niek Maurits Jung

tisch angepasst werden, um dem gewiinschten Ergebnis immer ndher zu kommen und

somit den Fehler zu minimieren [18].

Input Hidden Hidden Qutput

Abbildung 1: Beispielhafte Darstellung eines neuronalen Netzes mit gewichteten Ver-
bindungen

1.3 Statistische Lernprobleme

Die Naherungsfihigkeit parametrischer Abbildungen durch DNNs zu studieren, ist
durch die Ahnlichkeiten parametrischer Probleme mit statistischen Lernproblemen mo-
tiviert. Statistisches Lernen befasst sich unter anderem damit, Funktionen oder Funk-
tionswerte basierend auf zuvor festgelegten Inputdaten zu finden. Es gibt verschiedene
Arten des Lernens, relevant ist hier allerdings nur das beaufsichtigte Lernen (auch
wenn das unbeaufsichtigte Lernen erwdhnt und teilweise auch als Argument genutzt
wird). Die entstehenden Probleme beim iiberwachten Lernen lassen sich aber noch in
zwei Arten aufteilen, der Regression und der Klassifizierung [30]. Wir befassen uns nur
mit der Klassifizierung (wie beim Beispiel des Bildes mit dem Hund). Wie folgend ge-
nauer beschrieben, gibt es immer eine Menge an Informationen als sogenannter Input
zur Verfiigung, durch den ein entsprechender Output entsteht. Nun soll eine Funktion
gefunden werden, welche anhand des Inputs den Output mit bestimmter Genauigkeit
vorhersagen kann. Nun zur mathematischen Beschreibung. Es existiert eine Definiti-
onsmenge X C R",n € N und ein Label Set ¥ c R* , k € N. Das Label Set ist der

Bildbereich einer Funktion, welcher mit dem neuronalen Netzwerk gelernt werden soll.
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Weiter existiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf Xx Y. Zusétzlich gibt es noch
eine Verlustfunktion L : YxY — R*. Die die Abweichung der exakten Funktion dar-
stellt. Das Ziel ist es nun, eine Funktion zu finden, die in der Menge H C {h: X — Y}
enthalten ist und dadurch den erwarteten Verlust E, ,y~,L(f(z),y) auf ein Minimum
reduziert, sie dient als eine Art vorhersagende Funktion [24]. Angenommen, ein Arzt
oder eine Arztin méchte herausfinden, anhand welcher Symptome am ehesten gewisse
Krankheiten diagnostiziert werden kénnen, ohne einen genauen Test durchzufiihren.
Die Funktionen der Menge H C {h : X — Y} stellen in diesem Beispiel die Krank-
heiten dar. Fiir jedes einzeln betrachtete Symptom wird davon ausgegangen, dass der
Patient eine bestimmte Krankheit hat. Diese Annahmen spiegeln die Funktionen wie-
der. Sie sagen voraus, wie das Endergebnis aussieht. Wenn diese Annahmen fiir jedes
Symptom getroffen wurden, werden Tests durchgefithrt, um die tatséchlichen Krank-
heiten der Patienten zu erfassen. Je nach Resultat werden die Symptome als Indiz
fiir gewisse Krankheiten betrachtet. So lasst sich besser sagen, wie bei welchen Sym-
ptomen vorgegangen werden soll. Der zu trainierende Prozess nimmt sich Funktionen
aus H und berechnet, bei welcher Funktion der erwartete Verlust minimiert wird. H
besteht also aus allen zuldssigen Funktionen. Da nun aber p unbekannt ist, miissen
wir zunéchst Paare von der Form (z;,v;)Y; N € N suchen, diese dienen uns als Trai-
ningsdaten fiir den gewiinschten Lerneffekt der Funktion und sind unabhéngig von p
gezogen worden. Diese Trainingsdaten sind in unserem Beispiel die Symptome und die
resultierenden Krankheiten. Nun wird versucht, mit einem dieser Paare f zu finden,
damit der empirische Verlust iiber H minimiert wird. Als Lernprozess verstehen wir

die Optimierung des empirischen Verlusts.

N
> L(f (@), vi)- (1.1)
i=1
Trotz dessen, dass die Konstruktion einer Funktion, die die relevanten partiellen Dif-
ferentialgleichungen so genau wie moglich 16st, mit hohem Rechenaufwand verbunden
sein kann, sollte ihre Auswertung effizient sein. Die Intention ist es, mit so wenig Auf-
wand wie moglich, eine Funktion aus der Parametermenge auf einen Zustandsraum
abzubilden.
Es wird angenommen, dass aufgrund dessen, dass Snapshots die Daten sind, die ge-
braucht werden, um den Prozess zu trainieren, und die Offline-Phase den Lernprozess
imitiert, die Metrik auf dem Zustandsraum und die PDE, der Verlustfunktion und der

Verteilung von p entsprechen. Das fiithrt wiederum zur urspriinglichen Behauptung
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zuriick, dass Probleme parametrischer PDEs sehr denen statistischer Lernprobleme
dhneln. Das Ergebnis ist, dass die parametrische Abbildung auf den Output des lau-
fenden Prozesses fiir die zu dem Zeitpunkt genutzten Parameter verweist.

Es gibt mehrere Arten von Lernmethoden. Eine der effektivsten, mit der sich beschéftigt
wird, ist das ,,deep learning“. Das ,deep learning” bezeichnet eine Art des Lernens,
welches kiinstliche neuronale Netze verwendet, um Informationen zu verarbeiten. Diese
sind wie in der Abbildung 1 aufgebaut und dienen dazu, auch komplexe Informatio-
nen verarbeiten zu kénnen. Diese Methode beschreibt eine Reihe von Lernprozessen,
welche zum Losen statistischer Lernprobleme benutzt wird, in welchen H eine Menge
von DNNs ist [21]. Diese Methode ist, vorausgesetzt die Aufgabe ist komplex ge-
nug, jeder anderen Methode iiberlegen, vor allem, wenn es um Spracherkennung und
Bildklassifizierung geht. Zu beobachten ist, dass das Training eines KNNs rechnerisch
sehr aufwendig ist. Im Vergleich dazu ist die Benutzung nach dem Training deutlich
schneller als mit anderen Methoden, und direkt ist die erwdhnte Unterscheidung der
Offline-Online Prozesse sichtbar.

Gemessen an dem groBen Erfolg dieser Techniken und den herrschenden Ahnlichkeiten
statistischer Lernprobleme und parametrischer Probleme, ist es fast selbstverstéandlich,
»deep learning® Methoden auf statistische Lernprobleme anzuwenden, indem teilweise

die parameterabhéngigen Abbildungen durch DNNs ersetzt werden [22][25].

1.3.1 Approximation theoretischer Ergebnisse

Das Training der Netzwerke mit rektifizierenden Aktivierungsfunktionen ist wesent-
lich effizienter als mit zuvor bekannten Aktivierungsfunktionen. Eine Einheit, die diese
Funktionen benutzt, nennt sich ,rectified linear unit“. Diese Funktionen sind effizien-
ter, da ihre Vorgénger wie der Sigmoid-Aktivierungsfunktion oder die hyperbolischen
Tangentenfunktion, aufgrund der verschwindenden Gradienten in den einzelnen Schich-
ten des NNs, nicht verwendet werden kénnen. Durch die ReLU-Aktivierungsfunktion
hingegen, werden diese Probleme iiberwunden und es ergibt sich ein Modell mit héher-
er Leistung und der Lernprozess schreitet schneller voran [26]. Nun wird versucht, eine

Variation der parametrischen Abbildung
Yoy—uy €H,

zu lernen, mit ) als Parameterraum und H als Hilbertraum. Betrachtet wird ein kom-
pakter Parameterraum, welcher ein Unterraum von RP ist, und, dass p € N endlich,

aber vielleicht sehr grof} ist. Daraus erschlieft sich, dass hier eine endliche Anzahl von
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Parametervektoren, die nicht auf die 0 abbilden, betrachtet wird. Wird davon ausge-
gangen, dass es eine Basis fiir eine Diskretisierung von hoher Genauigkeit von H gibt,
welche sehr grofl werden kann, dann sei u,, der Koeflizientenvektor von u, beziiglich der
High-Fidelity Diskretisierung (Diskretisierung hoher Genauigkeit. Mit Diskretisierung
wird ein Vorgang bezeichnet, mit dem eine Teilmenge aus einer Menge herausgefiltert
wird. In unserem Fall ist H die urspriingliche Menge, aus der mit der Diskretisierung
eine Teilmenge erstellt wird). Weiter wird angenommen, es gébe eine RB die u, hin-
reichend prézise approximiert Vy € ). Theorem 4.3 besagt, dass es mithilfe einiger

technischer Annahmen ein DNN gibt, welches folgende diskrete Losungsabbildung
Yoy —u,y

bis zu einem einheitlichen Fehler ¢ > 0, mit einer Gréfle polylogarithmisch in €, ku-
bisch in der Grofle der reduzierten Basis und héchstens linear in der Grofle der High-
Fidelity-Basis approximiert [25]. Dadurch wird direkt sichtbar, dass DNNs tatséchlich
hauptséchlich abhéngig von der Grofle der reduzierten Basis sind. Diese ist in der Re-
gel immer geringer als die vorherigen, aus denen diese entstanden ist. Das Impliziert,
dass unsere Abbildung schneller und mit weniger Rechenaufwand approximiert wer-
den kann. Und somit ist klar, dass die DNNs direkt von reduzierten Basen profitieren
konnen, wenn diese existieren. Dies wird im Laufe dieser Arbeit noch genauer erklart
und im Anschluss auch bewiesen. Zu erst werden in Unterabschnitt 1.3.2 die Schritte
vorgestellt, bevor im Rest der Arbeit ins Detail gegangen wird.

Da es zu umfangreich wére zu analysieren, wie der Prozess des Lernens ablduft, wird

dieser hier nicht eingehend thematisiert.

1.3.2 Vereinfachte Prasentation der Argumente

»Jetzt versuchen wir, in vereinfachter Form die Argumente vorzustellen, die zu der in
Unterabschnitt 1.3.1 beschriebenen Approximation fiithren. In diesem Aufbau stellen

wir uns ein neuronales ReLU-Netz (ReLU NN) als eine Funktion
R" — R* x = Tro(Tr_10(...0(T1(x)))) (1.2)

vor. Seien L € N;T},..., Ty, affine Abbildungen und ¢ : R — R, o(z) := maz{0,z}
ist die ReLU Aktivierungsfunktion, welche Koordinatenbasiert auf (1.2) angewandt
wurde. L sei die Anzahl der Schichten innerhalb eines DNNs. Da T; affin lineare Ab-
bildungen sind, nehme ich an, dass fiir alle x € dimT; das T;(x) = A;(z) + b; fiir eine
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Matrix A; und einen Vektor b; gilt. Die Grofie des NNs definiert man als die Anzahl
der Nicht-Null-Eintrége aller A; und b, fiir [ € {1,..., L}. Diese Definition wird spéter

in Definition 3.1 genauer erkldrt und erweitert werden. “[25, 1.2.2]

1. Im ersten Schritt wird die Konstruktion eines skalaren Multiplikationsoperators
durch ReLU NNs aus [4] beriicksichtigt. Fiir diese werden die beiden folgenden Beob-
achtungen benétigt:

Zuerst wird die Dreiecksfunktion ¢ : [0,1] — [0,1], g(z) := min{2z,2 — 2z} definiert.
Um es genauer zu sagen, ergeben Kompositionen von g eine Sigezahnfunktion, al-
so viele Dreiecksfunktionen mit unterschiedlichen Mittelpunkten. Fiir s € N definiere

g1 := g und gsy1 := g o gs. In ([4], Proposition 2) wird folgendes gezeigt,

S 9s(x)
22s ’
s=1

Vo € [0,1]. (1.3)

2% = UMy —s 00 fr (@) == limy 00t —

Dariiber hinaus kann g geschrieben werden als g(z) = 2o(x) — 4o(z — 1) + 20(z — 2).
Das ermoglicht es g; exakt durch ein ReLU NN darzustellen. Sei nun gs durch die 1 be-
schrénkt, zu sehen ist, dass f,, exponentiell gegen die Quadratfunktion konvergiert fiir
n — oo. Auflerdem kann f, exakt als ein ReLU NN implementiert werden, wenn man
die vorangegangenen Argumente nutzt [25]. Denn wie spéter noch gezeigt wird, lassen
sich die f,, mit Hilfe von Linearkombinationen aus Teilen von g4 darstellen. Eine Ap-
proximation der quadratischen Funktion durch ein oder mehrere ReLLU NNs entsteht
durch eine approximative Realisierung der skalaren Multiplikation durch ReL.u NNs.
Ersichtlich wird dies durch die Identitéit des Parallelogramms zz = 1 ((z+2)?—(z—2)?)
fir z,z € R.

Intuitiv ist durch die exponentielle Konvergenz in (1.3) zu sehen, dass die Grofle des
NN, welches die skalare Multiplikation auf [—1,1]? bis zu einem Fehler ¢ > 0 approxi-
miert, O(log,(2)) ist. Beweis folgt in Kapitel 6.

2. Danach kann die Approximation der skalaren Multiplikation benutzt werden, um
mithilfe von ReLLU NNs eine Approximation fiir einen Multiplikationsoperator fiir Ma-
trizen zu bekommen. Wie in [23] gezeigt wird, kann eine Matrixmultiplikation der
GroBenordnung dxd mit weniger als d> Operationen berechnet werden. Hier wird der

Fall betrachtet, indem sich eine Multiplikation zweier Matrizen, dessen Eintrédge durch
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die 1 beschréinkt sind, durch NNs der Grofie O(d®log, (1)) mit einer Genauigkeit von
€ > 0 durchfiihren ldsst. Genauer wird darauf in Proposition 3.7 eingegangen. Dort
werden mit Hilfe von 3.6 und der spéter definierten Parallelisierung von KNNs Ei-
genschaften beziiglich der Schichten und der Gewichte eines NNs gezeigt. Auf die
gleiche Weise kann gezeigt werden, wie ein NN konstruiert wird, das Matrix-Vektor-

Multiplikationen imitiert.

3. Da ein NN ein Tupel aus vielen Matrix-Vektor-Multiplikationen bestehend ist, ist
es moglich, durch die Verkettung dieser Matrixmultiplikationen, ganz einfach Matrix-
polynome zu implementieren. Genauer gesagt, fiir A € R4 so dass ||Af, < 1-§
fiir manche ¢ € (0, 1), kann die Abbildung A — > / A® annéherungsweise approxi-
miert werden durch ein ReLU NN mit einer Genauigkeit von € > 0 und einer Grofie
von O(mlogj(m)d® - (log(L) +logy(m)), wobei der zusitzliche log,-Term in m dadurch
entsteht, dass jede Approximation der Summe mit einer Genauigkeit von = ausgefiihrt
wird. Bekannt ist, dass die Neumann Reihe ) ' ) A® exponentiell gegen (Idgs — A)™*
konvergiert fiir m — co. Unter geeigneten Bedingungen ist es daher moglich, ein NN,
@™ fiir die Matrix A zu konstruieren, welche den Inverseoperator approximiert, also
die Abbildung A — A™', mit einer Genauigkeit von e > 0. Fiir eine Konstante ¢ > 0
hat das NN eine GréBe von O(d®logf(1)) [25]. Dies zeigt Theorem 3.8 genauer, indem
zu erst angenommen wird das die Norm jeder Matrix durch % beschrinkt ist und durch
Anpassen der entsprechenden Konstante und der Behauptungen angenommen wird,

dass die Normen der Matrizen durch ein beliebiges Z > 0 beschrankt werden kénnen.

4. Wenn ein Lineares Gleichungssystem (LGS) existiert, kann durch die Existenz von
¢ und durch das Imitieren von approximativen Matrix-Vektor-Multiplikationen an-
genommen werden, dass ein NN existiert, dass eben genau dieses LGS approximativ
16st. Als néichstes werden zwei Annahmen getroffen, die in vielen Anwendungen erfiillt

sind:

e . Die Abbildung der Parameter auf die zugehorigen Steifigkeitsmatrizen der Ga-
lerkin - Diskretisierung der parametrischen PDE in Bezug auf eine reduzierte

Basis kann durch NNs gut approximiert werden® [25, 1.2.2 (4)].

e . Die Abbildung von den Parametern auf die rechte Seite der parametrischen
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PDEs, die gemafl der reduzierten Basis diskretisiert sind, kann durch NNs gut
approximiert werden® [25, 1.2.2 (4)].

Mit diesen Annahmen, der Existenz von ¢"* und einem ReLU NN, welches eine
Matrix-Vektor-Multiplikation imitiert, ist es nicht schwer zu erkennen, dass es ein
NN gibt, das ndherungsweise die Abbildung von einem Parameter auf die zugehorige
diskretisierte Losung mit Bezug auf die reduzierte Basis implementiert. Angenommen,
die reduzierte Basis hat die Groie d und die Implementierungen der Abbildung, die die
Steifigkeitsmatrix und die rechte Seite ergeben, seien ausreichend effizient, dann hat
mit der Konstruktion von ¢ das daraus entstehende NN die Grofe O(d®logd(1)).
Definiere dieses NN mit ¢7 [25].

5. Fiir den letzten Schritt ist das zuvor bereits konstruiertes ¢™® wichtig, um das Er-
gebnis aus 1.3.1 abzuschlieen. Begonnen wird mit der Gréfle der HFD. Wenn diese
grof} genug ist, angenommen D, kann approximativ jedes Element aus der reduzierten
Basis mithilfe der HFD dargestellt werden. Impliziert wird dadurch, dass anstatt ei-
ner Approximation ein Basenwechsel vorgenommen werden kann, indem eine lineare
Abbildung V € RP*? auf einen Vektor der zuvor erzeugten reduzierten Basis ange-
wendet wird. Die erste Aussage von Unterabschnitt 1.3.1 folgt nun direkt aus der
Betrachtung des NN V o ¢'*. Wihrend des Prozesses wichst die Grofe des NN auf
O(d®log4(1)) + dD). Der vollsténdige Beweis wird im Beweis von Theorem 4.3 vorge-
stellt.

1.4 Méogliche Auswirkungen und Erweiterungen

Die Verfasser hoffen, dass die Ergebnisse dieses Artikels das Potenzial besitzen, die

Forschung iiber NNs und parametrische Probleme auf folgende Weise zu beeinflussen:

o Theoretische Grundlage: Das Endergebnis des Artikels ist so zu verstehen, dass,
wenn es moglich ist, ein NN richtig zu trainieren, also die Approximation ex-
akt genug werden zu lassen, diese genau so effizient wie RBMs bei der Losung
parametrischer PDEs sind, wenn sie annehmen, dass die Komplexitdt der NNs
in Form ihrer freien Parameter gemessen wird. ,,Die Reduzierte-Basis-Methode
ermoglicht eine effektive Modellreduktion bei der numerischen Losung von para-
metrisierten partiellen Differentialgleichungen. Hierbei stellen die approximati-

ven Losungen der Differentialgleichung mit hoher Genauigkeit (z.B. die Losung

10
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einer hochdimensionalen Finite-Elemente-Methode) fiir eine kleine Anzahl an
Parameterwerten eine reduzierte Basis des Losungsraums auf. Mit Hilfe dieser
reduzierten Basis kénnen N#herungslosungen fiir weitere Parameter sehr kos-
tengiinstig berechnet werden. Entscheidener Bestandteil der reduzierten Basis
Methode ist eine Abschitzung fiir den auftretenden Fehler, die ebenfalls mit ge-
ringem Rechenaufwand bestimmt werden kann“[28]. Durch die Anwendung des
,Deep Learnings“ in Kombination mit der Approximationstheorie fiir parame-
trische PDE-Probleme kénnte es moglich sein, noch komplexere Probleme anzu-
gehen bzw. bestehende Losungen noch exakter zu berechnen mit weniger hohem
Aufwand, um diese wiederum in anderen Bereichen anzuwenden. Dies konnte
dazu fithren, dass neue Ergebnisse erzielt werden, dessen Berechnung zuvor zu

aufwendig und dadurch nicht realisierbar waren.

e Die Rolle der Umgebungsdimension verstehen: Durch NNs ist es moglich, Ap-

proximationsraten zu erhalten, die sich im Vergleich zu anderen Methoden bei
zunehmender Dimension weniger stark verschlechtern [5].
Dafiir wird als entscheidende Grofle die Dimension der Losungsmannigfaltigkeit
betrachtet. Sie lidsst direkt auf die Approximationsraten schliefien, die NNs er-
reichen kénnen, wenn es um parametrische Probleme geht. Denn umso weniger
Parameter zur Verfligung stehen, desto genauer werden die Approximationen. Da
fiir jede Rechenoperation ein Fehler entsteht, welche sich summieren. Diese Rate
gilt es herauszufinden und nach Moglichkeit so klein wie moglich zu gestalten,
damit die Methode effizient gestaltet werden kann. Der Zusammenhang zwischen
den Approximationsraten den die NNs erreichen und der Umgebungsdimension
wird detaillierter in Abschnitt 5 besprochen.

o Indentifizierung geeigneter Architekturen: Es ldsst sich nicht genau sagen, wie
das perfekte neuronale Netz fiir das jeweilige problem aussieht. Also die Anzahl
der Schichten oder auch die Anzahl der Gewichte innerhalb des Netzes, konnen
zuvor nicht genau bestimmt werden. Es wird nur klar, dass Netze, welche die
entsprechenden Strukturen haben, sehr gute Approximationen ausgebe kénnen,

es wird aber nicht deutlich, wie grofl diese Netze mindestens sein miissen.

Im Originalartikel ist es den Verfassern gelungen, einen Schritt auf dem Weg zu einer
Theorie der auf ,,Deep Learning“ basierenden Losungen fiir parametrische Probleme
zu machen. Jedoch muss aufgrund der Komplexitdt dieses Feldes noch viel folgen, um

es abzuschlieflen. Nachfolgend sind einige Fragen, die sich bei diesem Thema auftun:

11
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o Generelle parametrische Probleme: Es werden lediglich koerzive, symmetrische
und lineare parametrische Probleme angesprochen und es werden Fille betrach-
tet, in denen endlich viele Parameter zur Verfiigung stehen, alles andere wiire
nicht dem Ziel dieser Arbeit dienlich. Wie sehen diese Anwendungen aber aus,
wenn die Fille nicht auf diese Eigenschaften beschrankt wiren? Wenn das Inter-
esse besteht, sich noch tiefer mit dieser Thematik zu beschéftigen, kénnen in [7]

und [8] noch weitere Fille betrachtet werden.

e Begrenzung der Anzahl von Snapshots: Der bereits erwiahnte empirische Verlust
liegt sehr nahe am erwarteten Verlust. Das liegt daran, dass durch die Interpre-
tation des parametrischen Problems als statistisches Lernproblem verschiedene
Techniken angewendet werden konnen, wodurch die Anzahl der Stichproben N
begrenzt wird. Es kann also angenommen werden, dass der Fehler beim Mini-
mieren wihrend des Lernprozesses so klein ist, dass unsere Funktion f, welche
als Vorhersage dient, sehr gut funktioniert. Hier wird der Fehler in einer Norm
gemessen, die durch die Verlustfunktion und die zugrunde liegende Wahrschein-
lichkeitsverteilung induziert wird. Mit diesen Techniken ist es moglich, die An-
zahl der fiir die Offline-Phase erforderlichen Snapshots zu begrenzen, um eine

vermeintlich bessere Genauigkeit in der Online-Phase zu erreichen [25].

e Notwendige Eigenschaften neuronaler Netzwerke: Es ist schwierig zu sagen, wie
die ideale Architektur eines NNs aussehen soll, also wie viele Schichten, wie viele
Parameter sinnvoll oder auch wie viele Neuronen auf den einzelnen Schichten
optimal sind. Man spricht hier wie bereits erwahnt lediglich iiber Approximatio-
nen und kann nicht exakt sagen, wie genau unsere Ergebnisse sind. Allerdings
ist schon herausgefunden worden, dass NNs jede stetige Funktion approximieren
konnen. Voraussetzung dafiir ist, dass diese mindestens eine , hidden layer* be-
sitzen und auf einem beschranktem Raum operiert wird. Wenn diese dann auch
noch geniigend Neuronen besitzen, konnen diese Funktionen mit belibiger Ge-
nauigkeit approximiert werden. Trotzdem gilt auch hier die Aussage, dass dies
keinen Aufschluss iiber die Grofle des benotigten NNs gibt.

o Allgemeine Matrizpolynome: Oben wurde schon erwéhnt, dass ndherungsweise
Implementierungen von Matrix-Polynomen fiir die Ergebnisse genutzt werden.
Natiirlich kann diese Konstruktion verwendet werden, um ein ReLU NN basier-
ten Funktionskalkulus zu definieren und zu konstruieren. Mit anderen Worten,

fiir jedes d € N und jede stetige Funktion f, die durch Polynome gut approxi-
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miert werden kann, kénnen wir ein ReLLU NN konstruieren, welches die Abbil-
dung A — f(A) fiir jede entsprechend beschrinkte Matrix A approximiert.
»Ein spezielles Beispiel fiir eine solche Funktion ist gegeben durch f(A) :=
et t > 0. Sie ist analytisch und spielt eine wichtige Rolle bei der Behandlung
von Anfangswertproblemen®[25, Kapitel 1.3].

1.5 Vorgehen

»In Abschnitt 2 wird die Art der parametrischen PDEs, die wir in dieser Arbeit be-
trachten beschrieben, und es wird an die Theorie der RBs erinnert. In Abschnitt 3
wird ein NN-Kalkiil eingefiihrt, das die Grundlage fiir alle Konstruktionen in die-
ser Arbeit bildet. Dort konstruiert man die NNs, die eine Matrix auf ihre ungefihre
Inverse in Theorem 3.8 abbilden. In Abschnitt 4 werden NNs konstruiert, die parame-
trische Abbildungen approximieren. Zunéchst approximiert man in Theorem 4.1 die
parametrischen Abbildungen nach einer HFD. Diese Eigenschaften gelten in Anwen-
dungsbeispielen oft als Voraussetzung.

In Abschnitt 5 schlieflen wir mit einer Diskussion unserer Ergebnisse im Hinblick auf
die Abhéngigkeit der zugrundeliegenden NN-Komplexitét in Bezug auf die herrschen-
den Groflen diese Arbeit ab. Alle Beweise werden erst in Kapitel 6 gezeigt, um den

Lesefluss so gut wie moglich zu erhalten®[25, Kapitel 1.5].

1.6 Notation

Sei N = {1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen und definiere Ny := N U {0}.
Fiir a € R setzen wir |a| := maz{b € Z : b < a} und [a] := min{b € Z : b >
a}. Sei l,n € N. Sei Idg~ die Identitéit und Og~ der Nullvektor auf R™. Fiir A €
R™! bezeichnen wir A7 als transponierte, o(A) das Spektrum von A, mit ||Al|z die
Spektralnorm und mit [|Allp := #{(¢,7) : Ai; # 0}, wo §V die Kardinalitét einer
Menge V', die Anzahl der nicht Nulleintrige von A, angibt. Aulerdem fiir v € R"
beschreiben wir mit |v| die euklidische Norm. Sei V ein Vektorraum, dann ist X C* V,
falls X eine lineare Teilmenge von V ist. Dariiber hinaus, falls (V,|-||;,) ein normierter
Vektorraum ist, X ist eine Teilmenge von V und v € V' dann beschreibt dist(v, X) :=
inf{|lx — v, : * € X} den Abstand zwischen v, X und dem topologischen Dualraum,
also die Menge aller skalarwertigen, stetigen, linearen Funktionen, ausgestattet mit der
Operatornorm durch (V*, ||-[|;,.). Fiir eine kompakte Menge € C R" beschreiben wir
mit C"(Q),r € Ng U {00}, den Raum der r mal stetig differenzierbaren Funktionen,
mit LP(£2,R™),p € [1,00] den R™- wertigen Lebesgue Raum und setzen LP(€2,R) und

13
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mit H(Q) := WH2(Q) den Sobolev Raum erster Ordnung.

1.7 Maogliche Nutzung zukiinftiger Resultate / Ausblick

In Abschnitt 1.3 wird dariiber gesprochen, inwiefern das Deep Learning anderen Me-
thoden gegeniiber von Vorteil ist, wenn es unter anderem um Bildklassifizierung geht.
Da die ganze Zeit davon gesprochen wird, dass NNs dazu in der Lage sind, komple-
xe Informationen zu verarbeiten, kann ich mir gut vorstellen, dass es in der Zukunft
moglich wire, diese Methoden in der Medizin anzuwenden. Gerade wenn es sich um
bildgebende Diagnoseverfahren handelt wie die Magnetresonanztherapie (MRT), Ront-
gen oder auch Ultraschall. Vorstellen wiirde ich mir das so, dass die angesprochenen
Parameter diese sind, die in den erstellten Bildern keine Abweichung von der zuvor
definierten Norm beschreiben. Sofern diese nicht mehr erfiillt werden kénnen, gerade
weil zu grofle Abweichen bestehen, wird dies vom Algorithmus bemerkt. Ein einfaches
Beispiel wére ein Riss in einem Knochen bei einem Bruch oder, weiter gedacht, die
Verfirbung einer Bandscheibe durch Uberbelastung. In diesem Fall wire es, sofern
sich diese Methoden dahingehend implementieren lassen, von Vorteil, dass genau diese
Bilder gesondert gekennzeichnet werden und somit auch kleinere unauffillige Verlet-
zungen schneller erkannt und behandelt werden kénnen. Im besten Fall werden die
anormalen Stellen in den Bildern markiert.

Bezogen auf die erwiihnte Spracherkennung in Abschnitt 1.3 konnte man dies gegebe-
nenfalls beim Ultraschall anwenden, besonders fiir schwangere Frauen, da die Arzte sich
dort auf die Bildgebung, aber auch auf die Akustik verlisst, gerade beim Herzschlag.
Wenn es anormale Gerdusche gibt, welche im Augenblick nur schwer zu vernehmen
sind, konnten sie durch diese Methoden auch diese wahrgenommen werden und so ggf.

schlimmeres verhindert.
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2 Parametrische PDEs und RBM

In diesem Abschnitt werden die Art parametrischer Probleme vorgestellt, die hier
untersucht werden. Es wird davon ausgegangen, dass es ein Parameterraum ) und
einen Losungsraum Z gibt. Die Probleme basieren meist auf einer Abbildung P :
Y — Z. Gesucht wird ein P(y) € Z. Nun werden mit ) ausgewéhlte Parameter
beschrieben und mit Z ein Funktionenraum oder ein Diskretisierungstheorem. Wenn
nun angenommen wird, dass es sich um parametrische PDEs handelt und man die
PDE mit dem Parameter y lost, gibt dies das gesuchte P(y) € Z.

In Abschnitt 2.1 werden mehrere Annahmen zu den PDEs, die P zugrunde liegen,
und zu den Parameterrdumen ) getroffen. Anschliefend wird in Abschnitt 2.2 ein
abstrakter Uberblick iiber Galerkin-Methoden gegeben, bevor in Abschnitt 2.3 einige
grundlegende Fakten tiber RBs rekapituliert werden.

2.1 Parametrische partielle Differentialgleichung

»Im folgenden berticksichtigen wir parameterabhingige Gleichungen, welche in variie-

render Form gegeben sind durch:
by(uy,v) = fy(v), VyeV, veH (2.1)

mit

(i) Y ist die Parametermenge, die kldren wir direkt hinterher genauer,

(ii) H ist ein Hilbertraum,

(i) b, : HxH — R ist eine stetige Bilinearform welche die Bedingungen aus Annahme
2.1 erfiillt,

(iv) fy € H* ist die parameterabhéngige rechte Seite aus (2.1),

(v) uy € H ist die Losung von (2.1). “[25, Kapitel 2.1]

Annahme 2.1. Folgende Annahmen werden im Rest der Arbeit fiir Gleichung (2.1)

verwendet.

e Parametermenge ): Angenommen, ) sei eine kompakte Teilmenge von R?
mit p € N fest, aber potentiell gro8.
Bemerkung. Weiter wird angenommen, dass ) kompakt und ein Unterraum
eines Banachraumes V ist, dann ist wie in [12, Abschnitt 1.2] gezeigt, dass je-

der Parameter aus ) durch eine Folge reeller Zahlen dargestellt werden kann.
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Genauer gesagt, lasst sich ein (v;)$°, C V finden, das, wenn eine Folge von Ko-
effizienten c, gegeben ist, welche jeweils betragsméfig durch die 1 beschrénkt
sind und zusétzlich y € Y fiir alle y gilt, so dass angenommen werden kann, das
y =09+ Y ;0q(cy)iv; gilt. Daraus ergibt sich, dass Y komplett durch Reihen von
c, darzustellen ist. Angenommen unser Raum V besitzt eine Schauderbasis. Die-
se wird in Form einer Folge (b, ),cn reprisentiert, falls jeder Vektor &, beziiglich
dieser eine eindeutige Darstellung als konvergente Reihe y = Y7 | &,b,, besitzt.
Daraus kann gefolgert werden, da Y C V, dass jedes Element aus ) mit Hilfe
einer Reihe reeller Zahlen angegeben werden kann [29]. Wenn nicht anders an-
gegeben, gilt, dass diese Reihen c, endlich mit festem, aber moglichst groffem

Support sind.

e Symmetrie, einheitliche Stetigkeit und Koerzivitit der Bilinearfor-
men: ,Wir nehmen an, dass fiir alle y € )V die Bilinearformen b, symmetrisch

sind, also:
by(u,v) = by(v,u), Vu,veH.

Auflerdem nehmen wir an, dass die Bilinearformen einheitlich stetig sind im

Sinne, dass es eine Konstante C.,,,: > 0 gibt, so dass:
by (1w, )| < Ceont ”uHH ||U||Ha VueH,veH,ye).

Schlussendlich nehmen wir an, dass die benutzten Bilinearformen koerziv in dem

Sinne sind, dass eine Konstante C..q, > 0 existiert, so dass

b
in y(u3 U)
u€EH ohne 0 HUHHQ

Zocoera VUGH,ZJE)}.

Somit sei mit dem Lax-Milgram Lemma (2.1) wohldefiniert, d.h. fiir jedes y €
und jedes f, € H* existiert exakt ein u, € H, das (2.1) 1ost und u, ist stetig
abhéngig von f,“[25, Annahme 2.1].

¢ Beschrinkt durch rechte Seite: Angenommen, es existiert eine Konstante

Crns > 0, so dass:
||fy||7.[* S CThsy v Yy S y

¢ Kompaktheit der Losungsmannigfaltigkeit: Weiter gilt, dass die Losungs-
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mannigfaltigkeit
S(Y) :={uy 1 uy ist die Loesung von (2.1),y € Y}

kompakt in H ist.

Bemerkung. ,Die Annahme S()) sei kompakt, folgt direkt aus der Stetigkeit
der Losungsabbildung y — u,. Die Bedingungen stimmen, falls V u,v € H die
Abbildungen y — b, (u,v) sowie y — f,(v) Lipschitzstetig sind [13, Proposition
5.1, Korollar 5.1] (Beweis in Kapitel 6)“[25, Kapitel 2.1].

2.2 High-Fidelity Approximation

Wie bereits beim Erklaren der Offline oder auch Trainingsphase erwdhnt, wird in die-
ser die Losung nicht fiir jeden einzelnen Parameter ausgerechnet, sondern diese nur
immer weiter approximiert. Nun kann angenommen werden, dass ein fester Parame-
ter y € )V genommen und dann fiir (2.1) die Galerkin-Methode verwendet wird. Im
folgenden wird sich an [13, Kapitel 2.4] orientiert, um diese genauer zu erkliren. Die
Vorgehensweise ist es, nicht die exakte Losung fiir (2.1) zu finden, sondern ein diskretes
Schema der Form

by(ugisc,v) = f,(v) VweUd= (2.2)

(jeder Punkt in U%*¢ hat eine Umgebung, in der kein anderer Punkt liegt) zu losen,
wo U%s¢ ¢ H mit dim(U%*¢) < oo und ugisc € U%s¢ die Losung von (2.2) sei und

auch Galerkin Approximation von u genannt wird. Fiir die Losung von (2.2) haben

wir
. 1
disc
U < — .-
H Yy H?—L — Ccoer ||f1/||7-[
Nun sei ugi‘“’ die beste Annéherung an die Losung u, von (2.1) bis zu einer gewissen

Konstante. Um es priziser auszudriicken, wird Cea’s lemma [13, Lemma 2.2] verwen-
det

)

disc

CCO’IL .
< Loinf (Juy —wly, - (2.3)

(E i
Y Y H Ceoer weUdise

U®s¢ sei nun gegeben. Falls nun N := dim(U%*¢), sei (¢;)Y, die Basis von U®s¢,

Dann existiert eine nicht singuldre (besitzt inverse) und positiv definite Matrix der
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Form

B, = (by(5,%1))j=1-
Die Losung von (2.2) erfiillt die Gleichung

N

ugisc _ Z(uy)2<p27

=1
mit
u, := (B,) 'f, e RY

und £, = (f, ()Y, € RV, . Ublicherweise beginnt man mit einer hochgradigen Dis-
kretisierung des Raums 4, d. h. man wahlt einen endlichen, aber potentiell hochdi-
mensionalen Unterraum, fiir den die berechneten diskretisierten Losungen ausreichend
genau fiir jedes y € Y sind“[25, Kapitel 2.2]. Um noch genauer zu sein wird folgendes

angenomimen:

Annahme 2.2. ,Angenommen es existiert ein endlich dimensionaler Raum U" c* H
mit endlicher Dimension D und Basis (¢;)2 ;. Dieser Raum nennt sich HFD. Defi-
niere mit BZ = (by(wj,cp,;))szl € RP*D die Steifigkeitsmatrix der HFD fiir y € ),
mit fZ = (fy(¢:i))2, die diskretisierte rechte Seite und mit u, := (B,)"'f, € RP
den Koeffizientenvektor der Galerkinlosung mit Bezug zur HFD. Dariiber hinaus be-
schreibt u;‘ = Zil(u};)i@i die Losung fiir Galerkin. Angenommen fiir jedes y € ) gilt
sup ||uy - “ZH 2y S € fiir ein beliebig kleines, aber festes ¢ > 0. Im Folgenden wird nicht
yey

zwischen H und U" unterschieden, es sei denn, die Unterscheidung ist notwendig*[25,
Annahme 2.2].

Folgendes Problem kann bei diesem Ansatz auftreten. Und zwar das des zu hohen Re-
chenaufwands. Um u/? & u, zu berechnen, werden verschiedene Parameter gebraucht,
um die beste Approximation zu erhalten. Das bedeutet, dass unser Raum U" po-
tentiell hohe Dimensionen annimmt, denn dieser enthélt die relevanten Parameter.
Nun ist die Aufgabe der RBM dafiir zu sorgen, dass moglichst wenig Basisvektoren

(0i)E., bestehen bleiben. Denn fiir jeden dieser Vektoren muss ein LGS geldst werden,

h
Y

die Kolmogorov N-Breiten hilfreich, welche im néchsten Abschnitt eingefiihrt werden.

um den gewiinschten Koeffizientenvektor u;’ zu erhalten. Dabei sind unter anderem
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Nachdem gleich noch zusétzliche Notation fiir den Rest der Arbeit eingefiithrt wur-
de, wird im n#chsten Teil mehr auf die eben genannten Methoden eingegangen. Sei
G = ((¢i, pj)n)ii=1 € RP*P, die symmetrische, positiv definite Gram Matrix der
Basisvektoren (;)2 ;. Diese beschreibt die Matrix von einer Menge von Vektoren eines
inneren Produktraumes, welche die hermitische Matrix der inneren Produkte darstellt
[27].

Mit einem Koeffizientenvektor v beziiglich der Basis (¢;)2; hat man fiir jedes v € U":
[13, Gleichung 2.41]

1
Vg = |GEv] = [l (2.4)

2.3 Theorie der reduzierten Basen

In diesem Unterabschnitt wird, sofern nicht anders angegeben, [13, Kapitel 5] und
den dortigen Verweisen gefolgt. Die Hauptmotivation fiir die Theorie der RBs liegt in
der Tatsache, dass unter der Annahme 2.1 die Losungsmannigfaltigkeit (Menge der
Losungen) S()) eine kompakte Teilmenge von H ist. Diese Kompaktheiteigenschaft
wirft die Frage auf, ob es entweder fiir jedes € # € mdglich ist, ein endlich dimensionalen

Unterraum U® zu konstruieren, so dass d(€) := dim(UL?) < D und das

su inf ||u, —wl|l, <€ 2.5
supinf |y —wl <& (25

gilt, oder dquivalent dazu, ob ein linear unabhéngiger Vektor (wi)ffl) existiert mit der
Eigenschaft, dass

d(@)
Z(cy)iwi —uyl| <€V ye)Y und Koef fizientenvektoren c, € R

i=1 u

Diese Eigenschaften werden in Theorem 2.4 nochmal aufgegriffen und spéter in Ka-

pitel 6 bewiesen. Fiir diese Theorie werden nun die Kolmogorov N - Breiten eingefiihrt.

Definition 2.3 ([14]): ,Fir N € N ist die Kolmogorov N-Breite einer begrenzten

Teilmenge X eines normierten Raums V definiert durch

Wy (X) := vinfSV sup dist(x, V)«
dim{va)<n "X
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[25, Definition 2.3].

Hiermit lasst sich am besten der einheitliche Approximationsfehler von X beschreiben,
wenn von einem hochstens N-dimensionalen linearen Unterraum V' ausgegangen wird.
In Kapitel 5 werden die oberen Grenzen fiir Wy (S())) besprechen. Das Ziel dieser
RBMs ist es, einen Raum U? b zu konstruieren, so dass die Menge des Supremums
sug dist(u,, UL’) sehr nah an W) (S(Y)) liegt.

ye

Die Identifizierung der Basisvektoren (wi)?fl) von UI® findet normalerweise in der
Offline-Phase statt. Dort hat man fiir gewohnlich grofie Rechenressourcen zur Verfiigung,
und dieser Prozess basiert in der Regel auf der Bestimmung von HFD von Stichproben
der Parametermenge ). Die gebriuchlichsten Methoden beruhen auf einem (schwa-
chen) gierigen Verfahren, dieses besteht in einer iterativen Stichprobe aus dem Pa-
rameterraum, die bei jedem Schritt ein geeignetes Optimalitatskriterium erfiillt, das
sich auf die a posteriori-Fehlerschétzung stiitzt. Im Zusammenhang mit RB-Methoden
ist ein gieriger Algorithmus ein Verfahren zur Konstruktion eines Unterraums durch
iteratives Hinzufiigen eines neuen Basisvektors bei jedem Schritt, anstatt iiber alle
moglichen N-dimensionalen Unterrdume zu optimieren. Mit anderen Worten, bei je-
dem Schritt ist der Punkt, an dem man ankommt, das Element der Lésungsmenge,
das am schlechtesten durch die aktuelle RB-Approximation approximiert wird (sie-
he z. B. [13, Kapitel 7] und die dortigen Verweise). Oder auf echten orthogonalen
Zerlegungen (POD). Das ist eine Technik zum Reduzieren der Dimension von Daten-
mengen oder auch von Systemen, indem diese auf einer Orthonormalbasis dargestellt
werden, welche im Sinne der kleinsten Quadrate optimal ist. Dabei werden die ur-
spriinglichen Variablen in eine neue Menge von unkorrelierten Variablen transformiert
(POD-Modi oder Hauptkomponenten), wobei die ersten Komponenten idealerweise die
meiste Energie der urspriinglichen Variablen behalten. Durch das Kiirzen der neuen
auf die erwdhnten ersten Komponenten wird die neue Datenmenge mit geringerer Di-
mension als zuvor gewonnen(siehe z. B. [13, Kapitel 6] und die dortigen Verweise). Im
letzten Schritt wird ein Orthogonalisierungsverfahren (z.B. Gram-Schmidt-Verfahren)
durchgefiihrt, um eine orthonormale Menge der Basisvektoren (%)?Sl) zu erhalten. In
der anschliefenden Online-Phase werden fiir gegebene Eingaben y die entsprechenden
niedrigdimensionalen Steifigkeitsmatrizen und -vektoren gesammelt, mit welchen die
Galerkin-Losung durch das Losen eines niedrigdimensionalen linearen Gleichungssys-
tems berechnet wird.

Meist wird zwischen 3 verschiedenen Arten von RB unterschieden: die Lagrange RB,
die Hermiten RB und der Taylor RB. Fiir das Versténdnis dieser Arbeit sind die Einzel-
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heiten dieser Methoden nicht wichtig. Wichtig ist nur, dass spiter angenommen wird,
es existiere eine kleine RB (wi)?fl) , welche durch beliebige lineare Kombinationen von
High-Fidelity Elementen generiert wurde und dass alle 3 Typen der genannten RBM
diese Annahme erfiillen.

Die niichste Aussage liefert eine (im Allgemeinen scharfe) obere Schranke, die die
Moglichkeit der Konstruktion von kleinen Ausziigen von RBs direkt mit der Kolmogorov-

N-Breite in Zusammenhang bringt.

Theorem 2.4 [15, Theorem 4.1.]). ,Sei N € N. Fiir eine kompakte Teilmenge

X eines normierten Raums V' definieren wir die innere N-Breite von X durch:

Wn(X):= Vng}\CAN 522 dist(z, Vn),

wobei My = {Vy C*V : Vy = span(x;)Y,,z1,...,ox € X}. Dann ist

Wi (X) < (N +1)Wy(X) (2.6)

(Beweis folgt in Kapitel 6). Hier angewendet sagt Theorem 2.4, dass fiir jedes N € N

Losungen u”(y") ~ u(y?),i = 1,..., N fiir (2.1) existieren, so dass:

sup inf ~ Huq, - w||H S (NJF 1)WN(S(y))“

yey wespan(u”(y?))iL,

[25, Theorem 2.4].

Bemerkung 2.5.  Wir stellen fest, dass diese Schranke fiir allgemeine X,V scharf
ist (gibt die hochste Laufzeit eines Algorithmus an.) Allerdings ist sie nicht unbe-
dingt optimal fiir bestimmte Instanzen von S()). Wenn beispielsweise W (S(Y))
polynomial zerfillt, zerfillt W (S())) genau so schnell [15, Theorem 3.1]. Falls nun
Wi (S(Y)) < Ce=N fiir manche ¢, C, 8 > 0 ist, bekommen wir Wy (S(Y)) < Ce=eN”
fiir einige & C > 0425, Bemerkung 2.5].

Mit dem gerade Erwiihnten als Rechtfertigung wird angenommen, dass fiir jedes € > ¢
eine RB U® = span(wi)ffl) existiert, welche die Gleichung (2.5) erfiillt. Seien nun die
&)

linear unabhéngigen Basisvektoren (wi)?fl lineare Kombinationen der high-fidelity

Basisvektoren (p;)72, in dem Sinne, dass eine Matrix V; € RP*4(®) existiert, so dass
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gilt
5 d(e)
d(e
W) = | D (Va)sups
g=1 i=1

mit d(€) < D so klein wie moglich gewihlt und trotzdem noch
(S(V),UL*) < Wy (S(V)).-

Zusitzlich gilt die Annahme, dass die Vektoren (¢i)jff ein orthonormales System
in H bilden, welches dquivalent dazu ist, dass die Spalten von G%Vg orthonormal sind

[13, Bemerkung 4.1]. Dies impliziert

=1, Vé>e (2.7)

HG%Vg
2

und auch

d(é)
Zciwi =lc|, YceR¥®, (2.8)
i=1 v

Fiir die Diskretisierungsmatrix kann folgendes gezeigt werden (siehe z. B. [13, Ab-
schnitt 3.4.1])

B’ = (by(wjﬂ/)i))i(f) =VIB! . V: eRUOO vy ey

Nun kénnen die zuvor erwihnten Eigenschaften der variierenden Bilinearform genutzt
und die Orthonormalitéit der Basisvektoren (1/}1);1:1) hinzugezogen werden, dadurch

lisst sich zeigen, dass [13, Bemerkung 3.5] gilt

<[], < o

rb
Ccoer < HB%g 5 C
coer

) < Ceont, wie auch , VyeY. (2.9)

cont

Damit ldsst sich sagen, dass die Steifigkeitsmatrix immer begrenzt und gleichzeitig
unabhiingig von y oder d(¢€) ist. AuBlerdem ist die diskretisierte rechte Seite beziiglich
der RB gegeben durch

fire = (f, ()2S) = VI c RI®

€ ty,€

und mit der Bessel-Ungleichheit folgt |f;b€| < |[fylly« < Crns. Die besagt, dass ein

Vektor eines Hilbertraums, die gleiche Lénge besitzt, wie seine Orthogonalprojektion
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auf einem beliebigen Untervektorraum. Dariiber hinaus sei

wl. = (B))) ')

Y,€ Y,€

der Koeffizientenvektor des RB Raumes fiir die Galerkin-Lésung. Dann kann die Ga-

lerkinlosung uzbg auch geschrieben werden als

d(é) D
rb rb _ R
Uy e = Z(uy,é)iwi - Z(Véuy,g)JSDJa
i=1 j=1
das heift, wenn nun ul’, := (BZ?")_lf‘;l)jg benutzt und f;l,’g umgeschrieben wird wie

zuvor, und letztendlich unser (B]’)~! so geschrieben wird wie nach Gleichung (2.8),

ergibt das

-1
(v () v,
“y,e:Z V"VT

und daraus resultiert, dass

). = Veul’, € RP
der Koeffizientenvektor der RB-Losung ist, wenn er erweitert wird in Bezug auf die
High-Fidelity-Basis (¢;)2 ;. AbschlieBend, wie in Gleichung (2.3), erhalten wir

cont

C

b . cont ~
Sup |[uy, — u = < sup—— inf J|ju, —w < —e¢.
yeY H Y Z/7€H7-1 yeY Ccoer weUr® || Y ||H Ceoer

€

Im folgenden wird versucht zu zeigen, dass es moglich ist, RBMs mit NNs zu imitieren.
Dafiir wird probiert, approximativ NNs zu konstruieren, mit denen die Abbildungen
ui’%,uffg approximiert werden koénnen, wobei darauf geachtet werden muss, dass die
Komplexitit nur abhéingig von der Grofie der RB ist und gleichzeitig fast immer linear
auf D ist. Erst werden kleine NNs konstruiert, um zu verstehen, wie diese funktionieren,
und dann werden deren Grenzen Schritt fiir Schritt weiter hoch gesetzt, bis diese
beliebig > 0 abgeschétzt werden konnen. Das gelingt durch das Implementieren einer
approximativen Matrixinversion mithilfe der Richardson-Iteration. Danach wird sich
darauf konzentriert, dass die Realisierungen der konstruierten NNs, also die Funktionen

rb . h

die daraus resultieren, die Abbildungen u’?%, u”; approximieren.
;

)
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3 Berechnungen mit neuronalen Netzen

»Das Ziel dieses Kapitels ist die Emulation der Matrixinversion durch NNs. In Ab-
schnitt 3.1 werden grundlegende Begriffe im Zusammenhang mit NNs eingefiihrt, so-
wie einige grundlegende Operationen, die man mit diesen NNs durchfithren kann. In
Abschnitt 3.2 werden Ergebnisse iiberpriift, welche die Existenz von NNs zeigt, dessen
ReLU Realisierungen eine Matrix A € R%? ||A||, < 1 als deren Input nimmt und eine
Approximation, basierend auf ihrer Neumannreihen Erweiterung, von (Idgs — A)~!
berechnet. Die Beweise werde ich am Ende der Arbeit angeben, um den Lesefluss nicht
zu storen®[25, Kapitel 3].

3.1 Grundlegende Definition und Operation

Nun folgen einige Definitionen, die spéter bei den Beweisen in Kapitel 6 verwendet
werden. Anschliefend kénnen Operationen wie Parallelisierung oder Verkettung dazu
genutzt werden, kleine, leicht verstédndliche NNs zu komplexeren zusammen zu setzen.
In diesem Kapitel wird sich sehr stark an dem Originalartikel orientiert, da es sich
hier hauptséichlich um Definitionen und Theoreme handelt. Im Originalartikel wird
»NN“ als eine Familie von Gewichten bezeichnet. Allerdings ist hier das gesamte
Konstrukt der neuronalen Netzes gemeint und alles was dazu gehort. Sprich der In-
put und Output, sowie die Architektur; Anzahl Schichten und Neuronen innerhalb des
Netzes, sowie die Gewichte. Anders wiirden alle Verwendungen die bis jetzt in Kapitel
1 erwdhnt wurden, nicht durchfithrbar sein, denn nur mit den Gewichten kann nichts
berechnet werden, ohne das diese auf gegebenen Input und die Aktivierungsfunktion
auf die Neuronen wirken kann. Die Gewichte selber sind im folgenden noch gesondert
definiert. Dann gibt es noch die Realisierung. Das ist Die Funktion, die letztendlich

von dem neuronalen Netz implementiert wird.

Definition 3.1. ;Sei n, L € N. Ein NN ® mit Inputdimension dim;,(®) :=n und L
Schichten ist eine Reihe von Matrix-Vektor Tupeln

® = ((A1,b1),(As,bo),....,(AL,by))

mit Ng = nund Ny, ..., N;, € N und wo jedes A; eine NyxN;_; Matrix ist und b; € RM.
Falls ® ein NN ist wie oben beschrieben, sei K C R™ und falls o : R — R beliebig
ist, kann die zugehorige Realisierung von ® mit Aktivierungsfunktion o iiber K (p-
Realisierung von ® iiber K) als die Abbildung Rff (@) : K — RNZ definiert werden,
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so dass:

Ry (®)(x) = 1,

e

wobei x, aus dem folgenden Schema resultiert,

o = T,
xp = oAz +by), fuerl=1,.,L-1,

xp:=Arxr_1+bg,

wo ¢ komponentenweise agiert, also o(v) = (o(v1, ..., 0(Vi)) fiir jedes v = (vq, ..., Vi) €
R™.

Sei N(®) :=n+ Zle N; die Anzahl der Neuronen des NNs und L = L(®) die Anzahl
der Schichten. Fiir [ < L sei M;(®) := ||Ayl|, + ||bi]|, die Anzahl der Gewichte in der
I-ten Schicht, und definiere M (®) := Zle M;(®) als die Anzahl der Gewichte von ®.
AuBerdem sei dimy,:(P) := Ny, als Outputdimension von ®.

Wichtig zu wissen ist, dass sich 2 NNs wie folgt verketten lassen“[25, Definition 3.1].

Definition 3.2. ,Seien L, Ly € N und seien ®' = ((A},b}),..., (AL, by )), ®? =
((A1,b}),...,(A7,,b7,)) zwei NNs, so dass die Inputschicht von ®* die selbe Dimen-
sion hat wie die Outputschicht von ®2. Dann beschreibt ®' e®? das folgende L;+Lo—1
schichtige NN:

o' 0 &% := ((A],b}), ..., (A7, _1,b7, 1), (AAT,, AbT, +b1), (A3, by), ..., (AL, b))

Dies wird die Verkettung zweier NNs genannt.

Im Allgemeinen gibt es keine Begrenzung fiir M (®! e ®2), welches linear ist in M (®!)
und M (®?).

Von nun an wird festgelegt, dass ¢ durch die ReLLU Aktivierungsfunktion gegeben ist
mit o(x) = max{z,0} fir z € R. Im folgenden wird klar, dass es moglich ist, Ver-
kettungen einzufiithren, welche dabei helfen, die Anzahl der Nicht-Null Gewichte zu
kontrollieren. Das folgende Ergebnis zeigt, dass man NNs konstruieren kann, dessen
ReLU Realisierungen die Identitétsfunktion von R™ darstellen[25, Definition 3.2].

Lemma 3.3. ,Fiir jedes L € N existiert ein NNV @LC}L mit Inputdimension n, Out-

putdimension n und hoéchstens 2nL Gewichte, die ungleich null sind und die Werte
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{—1,1} annehmen, so dass
RE¥" (9M)) = Idg~.

Es wird noch eine weitere Form der Verkettung eingefiihrt, die Sparse-Verkettung (also
die Verkettung von diinnbesetzten Matrix-Vektor Tupeln, dementsprechend auch von
diinnbesetzten NNs)“[Lemma 3.3].

Definition 3.4. ,Seien ®!, ®2 zwei NNs, so dass die Outputdimension von ®2 und
die Inputdimension von ®! gleich n € N sind. Dann ist die Sparse-Verkettung von ®!
und ®? definiert als

'O 0% =3 e 0] 0 D2
Spéter in Lemma 3.6 werden die Eigenschaften einer Sparse-Verkettung néher gezeigt.

Jetzt noch eine weitere Operation fiir NNs, die Parallelisierung[25, Definition 3.4].

Definition 3.5 ([16]). ,Seien ®!, ..., ®¥ NNs mit gleicher Inputdimension, so dass
gilt: ® = ((A%,bY),..., (A%, b%) fiir manche L € N. Dann wird die Parallelisierung
von ®', ..., ®F wie folgt definiert

Ay by Al b}
P((I)17 . D(I)k) = ) 9 9 )
AT} \b] AL \bj
(3.1)
Sei nun ® ein NN und L € N, so dass L(®) < L. Dann definiere das NN mit
o, falls L(®) =L
Ep(®) = (32)

Qe (@) L—1(e) © P, falls L(®) < L.

Zuletzt seien @1, ..., ®* NNs mit derselben Inputdimension und sei

L := max{L (<i>1> R (i)k)} (3.3)
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Dann definieren wir

Wir nennen P <<i>17 s ék> die Parallelisierung von <i>1, s F.

Folgendes Lemma wurde in [17, Lemma 5.4] eingefiihrt und priift die Eigenschaften
der spirlichen Verkettung wie auch die der Parallelisierung der NNs“[25, Definition
3.5].

Lemma 3.6([17]). ,Seien ®!, ..., ®* NNs.

(a) Falls die Inputdimension von ®!, welche wir mit n; beschreiben, der Outputdi-

mension von ®2 gleicht, und die Inputdimension sei ny, dann gilt

RE" (') o RE™(9?) = RE™ (0! 0 @?)

und
(i) L(®' © @%) < L(D') + L(?),
(1)) M (2! © %) < M(®') + M(D?) + M1 (D) + My (a2)(P?)
< 2M (1) +2M(9?),
(iid) My (P! © <I>2) M;(9?),
(V) Mp(a1002)(2" © D?) = Mp(a1)(D").

(b) Falls die Inputdimension von ®' n der Inputdimension von ®7 fiir alle i,j,
gleicht, gilt fiir das NN P(®!, ..., ®*) und alle 1, ..., x;, € R”

RE (P(@', ..., %)) (21, oo i) = (Rﬂj”(@l)(xl),Rﬂj"(@?)(@),...,Rﬂj”(@k)(xk))
so wie auch

()L(P(®', ..., %)) = maz;_1.. s L(?),

(i) M(P(®, ..., ®*)) < 2 (25;1 M(cbi))+4 (2;1 dz‘mout(qﬂ)) mazi_y... xL(®7),
(i6) M(P(®", ..., %)) = 25| M(®7), falls L(®!) = ... = L(®"),
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(iv)f\ﬂ(P(q)1 or)) =Y 1M1(<1>)

(V)Mpper,... (P(‘I’la BF)) < S maw{2dime (), My @ (97},

(vz)ML(p(q>1 ,,,,, ))(P(<I>1, L)) = S My (9), falls L(®Y) = ... =
L(<I>k). “[25, Lemma 3.6]

3.2 Ein Netzwerk-basierter Versuch der Matrixinversion

»,Das Ziel dieses Abschnittes ist es, das Inverse der Quadratmatrizen mit Realisierungen
der NNs zu imitieren, welche verhéltnisméBig klein sind. Theorem 3.8 zeigt, dass fiir
deN,e€ (0,%) und § € (0,1), NNs & %4 konstruiert werden kénnen, dessen ReLU

mnuse

Realisierungen die folgende Abbildung

S : <1-— — s — R — =
AcR™:|Al,<1—-6} = R™ A (Idg — A)7! AF
k=0

bis zu einem Fehler ||-||, von € approximieren.
Um in der NN-Umgebung zu bleiben werden vektorisierte Matrizen genutzt. Dies sieht
dann wie folgt aus. Sei A € R%*!, dann

VeC(A) = (Al,la '~'7Ad,17 ~~7A1,la ...,Ad’l)T S Rdl.

Dies geht aber auch in die andere Richtung, ndmlich gibt ein Vektor (v 1, ..., Va1, -, Vi,ds -+, vd’l)T S

R¥ uns
matr(v) := (Vij)i=t,..dj-1.... € R™.

Zusétzlich wird fiir d,n,l € N, Z > 0 eine Menge festgesetzt, durch die spéter die

Matrizen in ihrer Norm beschrénkt werden koénnen
K7, = {(vec(A),vec(B)) : (A,B) € R®"xR™ ||All,,|B], < Z}
wie auch
K7 = [vec(A) : A € R, |||, < Z}.

Der Grundbaustein fiir die Konstruktion von NNs, die eine Matrixinversion simulieren,
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ist das folgende Ergebnis {iber NNs, die die Multiplikation von zwei Matrizen simulie-
ren“[25, Kapitel 3.2].

Proposition 3.7. ,Sei d,n,l € N;e € (0,1), Z > 0: dann existiert ein NN der Form
pZedinl
mult;e

eine absolute Konstante C,;+ > 0 die folgenden Eigenschaften gelten:

mit n - (d+1) dimensionalem Input und dl dimensionalem Output, so dass fiir

()1 (®Z50) < Coute - (logy (1) + logy (nVl) +logy(maz{1, 7})),
()M (@757 ) < Conate - (loga(L) + logy (nV/dl) + logy(maa{1, 2}) ) dnl,
(iii) My (@700 ) < Conaaedil, wie auch My (gzany (@780t < Conundnl,
(“)) Sup(vec(A),vec(B))GK‘fml

<e
2

)

AB — matr <R£{d‘"’1 (@Z’d’"’l) (vec(A),vec(B)))

mult;e

(v) fiir alle (vec(A),vec(B)) € K7, | bekommt man

<et Al IBll, <e+ 22 <1+ 2%

z
Hmatr (Rfd’”‘l’ (@Z’d’”’l) (vec(A),vec(B)))
2

mult;e

Der Beweis ist in Kapitel 6 zu finden. Die dort konstruierten NNs werden dafiir ge-

nutzt, um das folgende Resultat zu beweisen“[25, Proposition 3.7].

Theorem 3.8. ,Fiir ¢,6 € (0,1) definieren wir

m(e, 6) == [lloogg;((l(m?)-‘ '

Dann gibt es eine Konstante Cjy,,, > 0, so dass fiir jedes d € N,e € (0, 1) und jedes
§ € (0,1) ein NN @ % existiert mit d? dimensionalem Output und den folgenden

1NV;E

Eigenschaften:

()L (D101 < Cuno loga(me,8)) - (logy (1) + loga(m(e, ) + ogy(d)),
()M (®151) < Cinume,8) logh (m(e, 6))d? - (10, (L) + loga(m(e, ) + logy(d)),
(Idgs — A)~! — matr (Ré*‘; (@175"1) (Vec(A))) H2 <e,

inv;e

(iii)SUpvec(A)eK;*“
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iv) fiir alle vec(A) € K17% bekommen wir
d

1

1
— <+ —.
1—[[Afl, Y

iNV;E

Hmatr (Ré_‘S (<I>1_6’d) (vec(A))) H2 <e+ ||(Idpa — A) M|, < e+

Im Beweis von Theorem 3.8 approximieren wir die Funktion, die eine Matrix auf ih-
re Inverse abbildet, durch die Neumann-Reihe und ersetzen dann diese Konstruktion
durch NNs. Dies liefle sich auch mit Chebyshev Matrixpolynome durchfiihren. Aller-
dings wird der geringere Grad der Approximation dadurch nicht die Nachteile {iber-
spielen wie beispielsweise die Notwendigkeit groflerer Netzwerke oder Koeffizienten,

die exponentiell mit dem Grad des Polynoms wachsen“[25, Theorem 3.8].
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4 Neuronale Netze und Losungen von PDEs bei

Nutzung der reduzierten Basen

In diesem Kapitel wird sich auf die Approximative Schitzung der Inversen Matrix aus
Abschnitt 3.2 berufen, um die parameterabhéangige Losung der parametrischen PDEs
durch NNs zu approximieren. Anders gesagt, fiir € > ¢ werden NNs konstruiert, die
die folgende Abbildung approximieren:

YoRP iy, und Y —» RYE 1y ull

Hier hingen die Grolen der NNs im Wesentlichen nur von der Approximationsgenauig-
keit € und der GroBe d(€) einer geeigneten RB ab, sind aber unabhiingig oder héchsten
linear in der Dimension der High-Fidelity-Diskretisierung D. In 4.1 wird zunéchst un-
ter einigen allgemeinen Annahmen zum parametrischen Problem ein NN konstruiert,

das die Abbildungen ﬁfg und u’? imitiert.

4.1 Bestimmung der Koeffizienten der Losung

Es wird jetzt eine Konstruktion eines NNs vorgestellt, dessen implizierte Funktionen
dazu genutzt wird, die Abbildungen ﬁ,}fg und u?"fg zu approximieren. Am FEnde des
Abschnitts wird deutlich, dass der Approximationsfehler mit der Norm | - |g — norm
gemessen wird, wenn es um die NN Approximation fiir ﬁﬁ:g geht, da die Norm ein
direkten Bezug zu der H-Norm in (2.4) hat. Verglichen dazu wird der Approximati-
onsfehler der zweiten Abbildung u’% anhand der |- | — norm gemessen, wenn man sich
an Gleichung (2.8) orientiert.

Im folgenden werden viele Argumente beziiglich der Matrix B;ljg aus Theorem 3.8 ver-
"> neu skalieren lisst. Dazu ist nur

Y,€

eine Konstante o := (Crper + Ceont) ! notig, welche zugleich unabhingig von y und

wendet. Es ldsst sich beweisen, dass die Matrix B

d(€) ist. Wenn das erfiillt ist, kann folgende Annahme getroffen werden:

b
|1dgeo — aBy;

<l-6<1.
2

,» Wir setzen die Werte von « und § fiir den Rest der Arbeit fest. Als néichstes nennen
wir zwei abstrakte Annahmen iiber die Approximierbarkeit der Abbildung B;i’g, die
wir spéter bei Betrachtung konkreter Beispiele in Unterabschnitt 4.2 benutzen“[25,
Kapitel 4.1].
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Annahme 4.1. [Wir nehmen an, dass fiir jedes € # €,e > 0 und eine entsprechende
RB (wi)fiel) ein NN &2 existiert mit p-dimensionalem Input und d(€)*-dimensionalem

Output, so dass

sup HO‘BZ{)% — matr (RZ (@2) (v)) H <e.
yey

Wir setzen By(€,€) := M (®2,) € Nund B (é,€) := L (®2,) € N“[25, Annahme 4.1].

Annahme 4.2. /Wir nehmen an, dass fiir jedes € # €,e > 0 und eine entsprechende
RB (1/12):151 ein NN @{k existiert mit p-dimensionalem Input und d(€)-dimensionalem

Output, so dass

sup [£7%: — RY (L) (y)| < e.
yeY

Wir setzen FL(€,€) := L(®L,) und Fyr(€,€) = M(®L).

€€

Jetzt konnen wir NNs konsturieren deren ReLU-Realisierungen die Koeffizientenab-
bildungen ﬁfg, u_ﬁ% approximieren®[25, Annahme 4.2].
Theorem 4.3. ,Sei € # € und € € (0, F - min{l, Ceoer }). AuBerdem definieren € =

€ " e mo._ 3., 2 — 1
o € T3 “Ceoer, € =5 -€aC, und K := 2max {1,C’Ths, S }

coer

Zuséatzlich gehen wir davon aus, dass Annahmen 4.1 und 4.2 gelten. Dann existie-
ren NNs @2’;1’ und ", so dass die folgenden Eigenschaften gelten:

€’

(i) sup
yey

wjl = RY (27) ()] < & wnd sup fa — RY (221) ()] < e
Yy

(ii) es existiert eine Konstante C} = C}(Ceoer; Ceont, Crns) > 0, so dass
u,rb u,h
L ((I)éeT ) < L ((I)E,eL)

< CPmaz{logs <1092 (1)) (1092 (1) +logs (logg (1)) + logs (d (e)))

+ BL (ga 6/”) 7FL (ga 61’)};
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(iii) es existiert eine Konstante C}; = C¥y(Ceoers Ceont, Cris) > 0, so dass

M (@L{g"’) < O%d ()

- (d (8) logs (1) loga <l0g2 <1)> <l092 (1) + logs (log2 <1)>

+logs (d (7)) .. + By, (g, e)

+Fy (g, e)) + 2By (e, e) +Fy (g, e”) ,

o v (021) <2010 20 (0227,

v) sug RY (‘I)z’erb> (y)‘ < K2+ ¢, und Sug); RY (@Z’Eh> (y)’G < K? + £¢[25,
S Yye
Theorem 4.3].

Bemerkung 4.4. ,Im Beweis zu Theorem 4.3 konstruieren wir ein NN ¢Bn);€,e7 des-

sen € (B;b)*1 approximiert. Dann kénnen die NNs aus Theorem 4.3 explizit wie folgt

konstruiert werden:

5 d(e 1d
(I)?,’erb = (I):Cn,jl(t;)éd( M © P (q)gw'é e (I):‘rw'é e”) ® (((IdRP> ,O]}p;;))
i€ 3€, RP

und % = ((Ve,0z0)) © 927"
[25, Bemerkung 4.4].

Bemerkung 4.5. ,Im genannten Beweis lésst sich, sehen dass besonders in den letzten
beiden Abschétzungen die Konstanten C}, C}; wie folgt abhéngig von den Konstanten
Ceoers Ceonty Cris sind (zur Erinnerung: 2%# <i= % < %)

cont

e ('} ist affin linear abhéngig auf

log (é) 1 1
2 o212/ - - -
©82 <log2(1 - 5) + logz (Ocoer + Ocont) » log2 (max {1, Crhs, Ceoer })
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o (7}, ist affin linear abhéngig auf

log 1 log, (3) log? log, (3)
2 Ccoer + Ccont 710g2(1 - 5) 2 10g2(1 - 5) ’

1
10g2 (max {7 Crhsa %}) “
[25, Bemerkung 4.5].

Bemerkung 4.6. Mit Hilfe von Theorem 4.3 die Annahme getéitigt werden, dass es 2

NNs von angemessener Groflie gibt, deren implizierten Funktionen eine Approximation
fiir die folgenden diskretisierten Losungsabbildungen darstellen:

Y-oRP iy ﬁgg, und Y — RYE 1y ﬁ;{’g. (4.1)

Nun kann auch die Approximation einer parametirisierten Losung der PDE in Form ei-
ner Abbildung dargestellt werden. Das bedeutet, dass die Abbildung YxQ2 — R : (y,z) —
uy(x) auf genau den Raum abbildet, fiir den unsere PDE definiert ist. Jetzt ist bekannt,
dass sich mit den durch die Realisierungen von NNs implizierten Funktionen sowohl
Elemente der reduzierten Basis als auch die der High-Fidelity Basis approximieren

lassen.

d(€) D

uy(z) ~ Z(u;lfg)i%(l‘) = Z(ﬁz,e)i@(x)

i=1 i=1

Tatséchlich kann fiir die Approximationen der beiden Gleichungen aus (4.1) in etwa der
gleiche Aufwand betreiben werden wie fiir die Approximation der Abbildung (y, x) —
uy(x). Mithilfe der implizierten Funktionen ist es moglich, viele der Basiselemente zu

approximieren.
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5 Diskussion: Abhangigkeit der Approximationsraten

von den genannten Dimensionen

»In diesem Abschnitt werden wir unsere Ergebnisse im Hinblick auf die Abhéngigkeit
von den beteiligten Dimensionen diskutieren. Wir méchten betonen, dass sich die re-
sultierenden Approximationsraten (die sich aus Theorem 4.3 ableiten lassen) deutlich
von alternativen Ansétzen unterscheiden und oft wesentlich besser sind als diese. Wie
in Abschnitt 2 beschrieben, gibt es drei zentrale Dimensionen, die die Hérte des Pro-
blems beschreiben. Das sind die Dimensionen D des HF Diskretisierungsraums U”, die
Dimension d(€) des reduzierten Basisraums und die Dimension p vom Parameterraum

Y¥“[25, Kapitel 5].

Abhingigkeit von D: Grundlegend kénnen Approximationsraten ermittelt werden,
welche hochstens linear abhéngig von D sind. Allerdings ist diese nicht an die Abhéngig-
keit von € gekniipft.Es kann versucht werden, direkt die Losung der linearen Systeme
zu berechnen. Wenn lediglich die spérlichen Eigenschaften einer Matrix verwendet
werden, erhiilt man eine Komplexitit der Approximationsrate der Ordnung O(D?)
und hinzu kdme noch der Aufwand zur Erstellung einer Steifigkeitsmatrix. Tatséchlich
kann behauptet werden, dass die verwendeten Approximationsraten aus Theorem 4.3
deutlich besser sind, vorausgesetzt D >> d(€).

Abhingigkeit von d(€): Angenommen, es will eine bereits gefundene reduzierte Basis
mit dem Galerkin-Schema gelost werden. In der Regel werden hierfiir ein Rechenauf-
wand der Ordnung O (d(€)?) plus des Aufwands zum Finden der reduzierten Basis
benétigt. Bekannt ist, dass es moglich ist, NNs zu konstruieren, die dieses Verfah-
ren simulieren kénnen und im Wesentlichen die gleiche Approximationsrate mit einem
Faktor C(e) haben, welcher polylogarithmysch auf der Approximationsgenauigkeit e
beruht.

Wichtig ist hier, dass die NNs vielseitiger einsetzbar sind als das Galerkin-Schema und
je nach Komplexitit der Rechnung immer vorteilhafter werden im Vergleich zu ande-
ren Methoden. Auflerdem kénnen die NNs auch verwendet werden, wenn die relevante

PDE génzlich unbekannt ist, vorausgesetzt, es stehen genug Snapshots zur Verfiigung.

Abhingigkeit von p: Wenn die Ergebnisse mit den naiven verglichen werden, sind
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diese deutlich besser. Bei dem naiven Ansatz ist es notwendig, dass gewisse Glatt-
heitseigenschaften fiir die Abbildung y — ﬁ,'f ¢ gelten, bei dem Ansatz, den wir gewéhlt
haben, ist dies keine Voraussetzung, und es sind trotzdem die Annahmen 4.1 und
4.1 erfiillt. In diesem Fall ist es moglich eine Approximation bis zu einem Fehler €
fiir NNs mit beschriankter Anzahl von Gewichten zu bekommen. Wie auch zuvor ist
die Abhéingigkeit von D linear, dieses Mal ist sie aber gekoppelt mit einem potentiell

—_P
schnell wachsendem Term e .

Abschlielend ist klar, dass diese Methode gegeniiber allen anderen gegeniiber mehr
Vorteile mit sich bringen, da entweder genauere Approximationen ausgegeben werden,
oder, wenn die Genauigkeiten gleich sind, der Aufwand geringer ist, da weniger Vor-

arbeit geleistet werden muss und vieles automatisch lauft.
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6 Beweise

Bis auf die Beweise von Proposition 3.7, Theorem 3.8 und Theorem 4.3, welche ich
durch zusétzliche Rechnungen und Erkldrungen vereinfacht habe, sind alle Beweise
von mir selbst aus anderen Artikeln hinzugefiigt und falls notwendig auch mit zusétz-
lichen Zwischenschritten ausgestattet. Das soll das Versténdnis fiir die Beweise er-
leichtern und dementsprechend auch die generellen Aussagen und das Endergebnis des

urspriinglichen Artikels.

6.1 Beweise des ersten Abschnitts

Beweis Proposition 2 aus [4]:

Zuerst die Poposition.

Die Funktion f(z) = 2% auf dem Intervall [0,1] kann durch ein ReLU-Netzwerk mit
einer Tiefe und Anzahl von Gewichten und Recheneinheiten der Ordnung O (ln (%))
abgeschitzt werden und das fiir jeden Fehler € > 0.

Beweis Betrachte die Ségezahnfunktion (wie bereits in 1.3.2) ¢ : [0.1] — [0, 1], fiir g

gilt dann wie schon zuvor

N

—

&

-~

I
Nl N

Mit einem weiteren Beweis von Telgarsky kann gezeigt werden, dass diese Funktion
2571 gleichméBig verteilte Zihne hat. Jede neue Funktion hat doppelt so viele Zihne

wie die vorherige:

25 2&’ 25
gs(w) =
28(%{:_1‘)7 T e 2];:17375 7k:17 725_17

also hat ¢ die Spitze seines ,Zahns“ in [0,1] bei 0,5, g; hat 2 Z&hne bei 0,25 und
0,75 usw. Die Zahne der Funktionen g5 lassen sich sehr gut mit zweidimensionalen
Vektoren darstellen, da sie zwischen ihren Hoch- und Tiefpunkten gradlinig verlaufen.

Das lisst vermuten, dass die Quadratfunktion f(z) = 22 durch Linearkombinationen
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der einzelnen Funktionen approximiert werden kann. Wird angenommen, dass f,, eine
stiickweise lineare Interpolation von f ist und dementsprechend 2™ + 1 gleichméBig
verteilte Stiitzpunkte %71{ =0,...,2™ hat, gilt:

k k2 .
ES I

Diese Funktionen approximieren f mit einem Fehler €, = 272™~2, Nun ist zu beach-
ten, dass die Verfeinerung der Interpolation von f,, nach f,,_; einer Approximation

durch eine Funktion proportional zu einer Sdgezahnfunktion gleichkommt:

fm-1(x) = fm(x) = gm(2)

22m.

Somit

ula) =2 =305

Bekannt ist bereits, dass Funktionen mit Hilfe von endlichen ReLLU Netzwerken imple-
mentiert werden kénnen. Anhand der Argumente in diesem Beweis ist zu sehen, dass
fiir die Konstruktion von f,,, nur O(m) lineare Operationen und Kompositionen von g
bendétigt werden. Das wiederum zeigt, dass f,,,, welches aus g besteht, durch ein ReLU
Netzwerk mit einer Tiefe, Anzahl von Gewichten und Recheneinheiten der Ordnung m
implementiert werden kann. Und aus der Erkenntnis folgt dann die Behauptung von

oben und der Beweis ist beendet. O

6.2 Beweise des zweiten Abschnitts

Beweis Gleichung (2.6): Sei Vy der optimale Kolmogorov-Raum fiir X mit Dimen-
sion n. Sei nun ¢y, ..., ¢, eine Orthonormalbasis fiir Viy und sei P die Projektion auf
VN. g, 21, ... ist eine unendliche Reihe, wobei definiert ist, dass x,, = 0 fiir m > N.

Darum gilt fiir jedes € X mit dem Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren

n

Pz = Z<xv¢j>¢jv

Jj=1

und ||z — Pz|| < Wy(X),z € X, gibt die kiirzeste Strecke zwischen = und dem

Kolmogorov-Raum an. Fir jedes {z1,...,2,} C X beschreibt man die Determinan-
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te mit D(z1, ..., zp) = det({z;, ¢;)). Wahle z1, ..., z,, so, dass sie den absoluten Betrag
der Determinante maximieren. Jetzt kann Pz = Y | o; Px; fiir jedes z € X so ge-
schrieben werden, da o; = (x,®;) und weil sich P als eine Linearkombination der
Vektoren aus unserer ONB darstellen lisst. Das o kann dementsprechend wie folgt
dargestellt werden

D(Pxy,...,Px;—1,Px,Pxit1,.... Pry)  D(T1, ., @im1,T,Tit1, ., Tn)

ai: =

D(Pzy, ..., Pxy) D(xzq,...,zp)

Da P ein orthogonaler Projektor ist (P projiziert x in einem 90 Grad Winkel auf Vy,
also gibt dies die minimale Distanz zwischen x und Vy an). Da «; die Eintréige einer
unteren Dreiecksmatrix darstellt, gibt einem mit der Definition von x4, ..., x,, dass
|a;] < 1. Da die Basisvektoren jeweils nur in der j-ten Zeile einen Eintrag eins haben
und alle anderen Eintriige 0 sind. Nun kann also || — Pz|| < Wy (X) umgeschrieben

werden zu

x—zn:aixi :x—Px—i—iozi [Pz; — x;].
i=1 i=1

Daraus folgt
|z — Xn:aixi < (n+1)Wn(X),
i=1
wie in der Behauptung [15, Theorem 4.1]. O
Beweis S(Y) ist kompakt (Proposition 5.1 aus [13]): Sei b(-,;y) eine Bilinearform

und f(-;y) eine Linearform und beide Lipschitzstetig beziiglich y. Dann ist auch die

Losung u(y) von (2.1) Lipschitzstetig, es existiert also ein L, > 0, so dass

HU(y) —u(y)

<1

y—yH Vyy €l

ist.

Beweis: Setze zu erst u = u(y) und v’ = u(y'), dann gilt

’

b(u,v;y) = f(viy), b(u',v;y) = fluiy) YveV

Ziehe nun diese beiden Terme voneinander ab und addiere 0, ergibt das zusammen mit
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Definition 5.1 aus [13]
b(u, viy) — b(u',v;y) + b(u',viy) — b viy) = f(viy) — f(viy)
nun gibt uns ([13], Def. 5.1)

b(u,viy) = bu,viy)| < Lol el [y=o| Yoy €y wvev
) = )l < Lyl v =] voy' ey vev
womit sich folgende Abschiitzung tétigen ldsst
blu—'sviy) < Ly olly ||y =o' + Zo|u| ety Ju—v|
wiihlt man jetzt v = u — v’ bekommt man mit ([13], (2.5) — b(v,v) # « ||v||?/)
Blloly < Ly lolly ||y = v'|| + Lo |u’| ety Ju—v|
jetzt dividiere durch ||v]|,:

/

Bllolly < Ly |y -y + Lo«

E

Nun wird die Stabilitidtsabschitzung ([13], (3.10)) verwendet und es ergibt sich

=

’ /

Hf(y’)
y—y

L, v’
M Bo(y')

ﬂ(y)HU*u

<L; H —y
y S Wy —y

Zum Schluss wird L,, = Flo (Lf + Ly 'z—i) gesetzt und das gibt uns die Behauptung. [

6.3 Beweise des dritten Abschnitts
6.3.1 Beweis Lemma 3.6:

(a) Fiir die Behauptung definiere zu erst i € {1,2},L; € N,N{, .., N} , (Al,b}) €
RNfXfolxRNLi,Z € {1,...L;}, so dass ' = ((Aﬁ,b’i) S ey (AlL,blL)) . Aulerdem seien
(Ay,by) € RNxNi—ixRNL [ € {1, ..., L1+ Lo} die Matrix-Vektor Tupel, welche & ©®, =
((A1,b1) ey (AL, +1,,bL,+1,)) erfilllen und seien r; : RNo — RN [ € {1,...,L; + Ly}
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die Funktionen, fiir die fiir jedes 2 € R0 gilt

o* (A1 +by) =1
7‘1(.%') =4 0" (Alrl_l(x) + bl) c1<l< L+ Lo
(Al’f'l_l(li) + bl) =11+ Lo.

Zu beobachten ist, dass fiir alle l € {1,..., La—1}, (4;,b;) = (Al2, bl2) gilt. Das Impliziert

fiir jedes x € RNo
AR rr,—1(2) + b1, = [Ry (22)] (2)

Da 1l << Ly + Lo, gibt das in Kombination mit (5.7) [17]

A2 b7
ri,(x) = 0" (ALyrp,—1(x) + br,) = 0° _;22 rra-1(2) + _;22
Lo Lo

und mit [ € {1,..., Ly — 1}, (A;,b;) = (A7,b7) und der Gleichung zuvor gibt das

:f<<ﬁymmm+%>):<wm%@mw»>
—A3 1,1 (2) + 07, —0" ([Re (22)] (2))
Zusitzlich gilt fiir jedes d € N,y € {y1,...,yq} € R?

0" (y) — " (=y) = (e(y1) — e(=w1), -, 0(ya) — e(=va)) =y
Das, (5.7) und (5.16) [17] ergibt dann, dass fiir z € R™o gilt

0" ([Ry ()] (x)
wwmA%mw)+“ﬁl

= A10" ([Ry (2)] (2)) — Alo" (= [Rg (P2)] (2)) + bros1
= A1 [Ry (®2)] () + b1

TLy+1(z) = AL, (

Und das ist wiederum mit Definition 3.2 und da die Anzahl der Schichten < L1+ Lo—1
(5.14)[17] ist, die Verkettung der beiden NNs und damit folgt die Behauptung.

Um (i) dieses Lemmas zu zeigen, benutzen man nun ([17], (5.7)). Sei also

A (CHUIEE CYRUB)
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und daraus resultiert
0@ = ((ALBY) o (AL, 0) © (A3,82) .o (42,,02,)

nach ([17], (5.7)) ist dies das gleiche wie

ol o b2 — (A2 b2) (A2 b2 ) A%Z bQLz
1591 ) 505 Lo—1>YLo—1) > _A2 ’ _b2 ’
Lg L2

(A1 —A1).b1) s (AL, b))
und damit folgt
L(®'od%) <L(P) + £(9?)

(ii), (iii) und (iv) werden mit der gleichen Formel bewiesen. Da fiir M(.) > 0 fiir al-
le NNs, gilt M (@' ® ?) < M (®') + M (9?). Wird nun [17] (5.7) verwendet, wird
deutlich, dass M;(®") und My g2)(®?) = 0 sind. Damit wére (i) bewiesen. (iii) folgt
direkt aus der Anordnung bei einer Verkettung von NNs nach [17] (5.7). (iv) folgt
genau so aus ([17], (5.7)). O

(b) Zuerst beweisen wir die Behauptung
Ro (Eria) (7)) = Ro (¢7) -
Es lésst sich schreiben
Ry (€ (7)) =R (P (ELia) (1) 1 L) (7))

und erhélt damit, wenn (5.10) aus [17] und die Voraussetzung von ® genutzt werden,

R (Ei@) (7)) = Ro (P (Evw) (¢7) - Enay (87))) -

Fiir den néichsten Schritt wird (5.12) aus [17] verwendet und dann gilt mit 3.6(b) (iii)
die Behauptung

=Ry (P (6", 6") = Ry ().
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(i) gilt, da durch die Parallelisierung nicht die Anzahl der Schichten der einzelnen
NNs beeinflusst wird. Dementsprechend entspricht die Anzahl der Schichten dieser
Parallelisierung, der Anzahl der Schichten des NNs, welches die meisten Schichten hat.
(iv) folgt direkt aus, dass keine Gewichte in der Parallelisierung beziehungsweise durch
die Interaktion der einzelnen NNs verloren gehen. Darum hat die resultierende erste
Schicht der Parallelisierung alle Gewichte der ersten Schichten der einzelnen NNs.
AuBerdem zeigt (3.1), dass fiir jedes m € N,¢; € R,i € {1,...,m} mit V ii €
{1,.om}: L() =L (qﬂ’) gilt:
k
M(P(®',..,0F) =) M(2'), (6.1)

i=1

sofern fiir zwei verschiedene beliebige NNs gilt, dass sie gleich viele Schichten haben.
Das beweist (iii) und (vi). Wenn nun (3.2) benutzt wird und d, L € N so gewihlt ist,
so dass M (q)é’dL) < 2dL. Das impliziert, dass fiir jedes j € {1,...,n} gilt

M (E(@)) (#7) < 2M (Paim,,, (0),£(0)—£(p)) + 2M ()
< Adimgys ((pj) L (<I> +2M (gpj)) .

Wende darauf jetzt (6.2) an und beachte, dass ® = P (o', ...,¢"), zusitzlich (i) und
(3.2) genutzt werden, dann gilt (ii). Zusétzlich resultiert mit ([17], (5.8), (5.9)) und
(3.2), dass fiir jedes j € {1,...,n} gilt

Me@)y (Ec) (¢7)) < maz{2dimou (7)), Mz (#7)}-

Wird dies nun mit (3.1) kombiniert, beweist das (v). O

6.3.2 Beweis Proposition 3.7:

»Zu erst beweisen wir einen Spezialfall in welchem M (' o ®2) durch
maz{M (@), M (®?)} abgeschéitzt werden kann.

Lemma A.1. Sei ® ein NN mit m — dimensionalem Output und d — dimnsionalem
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Input. Sei a € R*™ dann gilt fiir alle [ = 1,..., L(®),
Mi((a,0) o ®) < Mi(®).

Genauer gesagt gilt M((a,0) e ®) < M(®), auBerdem falls D € R¥*" so dass fiir jedes
k < d es hochstens ein [, < n gibt mit Dy, # 0, dann gilt fiir alle [ = 1, ..., L(®),

M (® o (D, 0ga)) < M;(®).
Auch hier impliziert dies wieder M;(® o (D,0g4)) < M(®).

Zum Beweis. Sei ® = ((A1,b1),....,(AL,br)), und a, D wie im Lemma A.1. Dann

bekommen wir die Behauptungen des Lemmas, falls gilt
laALlly + [labll, < [|ALlly + (bl
und
|A1Dlly < [[Adllo-

Klar ist, dass ||aAr ||, kleiner ist als die Anzahl der Nicht-Null Spalten von A, welche
durch die Norm [|A ||, beschrénkt ist. Dasselbe Argument kann man fiir [jabl|, <
IIbz||, verwenden und erhélt damit die erste Behauptung.

Jetzt gilt, dass fiir zwei Vektoren p,q € R¥, k € N und fiir alle p, v € R:

lep +vpllg < 1) [[pllo + 1(nu) [[allg

wo I(y) =0 falls vy =0 und =1 sonst. Auch gilt natiirlich

)

4Dl = [prat] =3 | (D7a?)
=1 0

l,—

wobei das [, — die I-te Reihe bedeutet. Jetzt kann man fiir alle [ < n noch sagen, dass
d
praf), =2 (07),, (A1)

( Y- z:: LNk

B 1 >

— - zd:Dk’l (AlT)k; -
k=1 ’
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Wenn wir nun die beiden letzten beiden Aussagen kombinieren und dann noch unsere

Definition fiir I verwenden, kénnen wir folgern

|ADlly <)

d
=> I(Dyy,)

(A7),

)

0

[25, Lemma A.1]. O
Jetzt kann Proposition 3.7 bewiesen werden.

Ohne Verlust der Allgemeinheit wird angenommen, dass Z > 1. Wird [17, Lemma 6.2]
genutzt, existiert ein NN xZ mit Inputdimension 2 und Outputdimension 1, so dass
fir ®, := xez

L (®.) < 0.5l0g (@) +logs (Z) + 6, (6.2)

M (®,) <90 <1092 <”{a> + 2logs (Z) +6> , (6.3)

My (@) <16, wie auch My ) (Pe) < 2, (6.4)

2 €
sup ‘abeR o, a,b‘g .
lal,[b|<Z e (2 {e0) nv/dl

Beweis dieser vier Gleichungen: Dazu wird Lemma 6.2 [17] bewiesen. Fiir diesen
Beweis wird die Umgebung von Annahme 5.2 [17] angenommen. Definiere eine Menge

NNows Nyl | (RNlXlelxRNl) und R=U ren ./\/'LNO""’NL,Qi € R. Sei © 6./\/11’1,
No,...,NL,

das neurale Netz (0,0) und sei « € N22’6’3 das neurale Netz gegeben durch

1 1 0

-1 -1 0
1 1.0 0 0 O
o) = 1o 0 L()01100

1 — _1070723 ) )

00 0 0 1 1

0 1 0

0 -1 0

und sei Y- € N' das neurale Netz gegeben durch 3 = (((2B? —2B? —2B?),0)).

Sei mit Lemma 6.1 ein NN (0) ¢ (g o) C R, welches (i)-(iv) dieses Lemmas erfiillt. Sei

€c
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nun (f4).¢(g,00) C R das neurale Netz, fiir das gilt

) 2
Z@P(O’@,O’@,O’@)@a :e< B
© 1 e > B2

He =

Jetzt 1dsst sich mit Lemma 6.1 und der Realisierung des neuralen Netzes ) (wenn wir

das nach den jeweiligen Komponenten machen) sagen, dass fiir jedes € € (0, 00) gilt

Lo 5o | [Re (o)) (55|
2
- o (B an [ ()] ()]

= 9282

oo [ = [[Ra (o] 0]

Das und (A.46) [17] gibt fiir alle € € (0, B?)

sup [zy — [Ry (1e)] (2, 9]

z,y€[—B,B]

= s et - -7 - R (u)] (o y>\
z,y€[—B,B]

S e

=3T3T37°¢

Damit wiire (6.5) gezeigt.
Nun kann, um die erste Behauptung zu zeigen, anhand der Definitionen gesehen wer-
den, dass L(a) = 2,L(>_) = 1 ist. Fiir die erste Ungleichung wird 3.6(a)(i) und fiir

die zweite Lemma 6.1(i) [17] verwendet, danach werden nur noch die Rechenregeln fiir
den Logarithmus verwendet.

£ () = L) + L) + £ (575)

1 € 1 682
=2t gl ) 1= 5 4
+ +2 0g2 652 + 20g2 c +

1 1
3 <l092 <€) + 2loge(B) + 3) +4

1 1
51092 <€> + log2(B) + 6.

A

IN
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Fiir die zweite Behauptung lasst sich mit den Definitionen der neuronalen Netze sagen,
dass M(a) = 14, M(3>_) = 3. Nun gilt fiir alle € € (0, B) folgendes: Die erste Unglei-
chung verwendet 3.6(a)(ii) und die dritte das Lemma 6.1(ii) [17], danach werden wieder

die Rechenregeln fiir den Logarithmus angewendet und ese wird zusammengefasst:

Oe

M () <2 (M) +3M (755) + M(@)

I CIE)

1
< 45logs () + 90logs(B) + 259.
€

Zuletzt zeigt sich, dass fiir € € (B2, 00) gilt £ (pue) = 1 und M (pe) = 0. Mit Lem-
ma 5.3 und 5.4 aus [17] und per Konstruktion von pu. gilt, dass fiir e € (0,00) gilt
M (pe) = My (o) = 8, My (e) = M(D2) = 3. Dies beendet den Beweis. O

Weiter mit dem urspriinglichen Beweis. Nach Definition ||A||,, [|B]|, < Z ist fiir jedes
i=1,..,d,k=1,...,n,j =1,..,1 bekannt, dass gilt |A; x|, | Bk ;| < Z. Fiir die Mengen
i e {l,..,d}k e {1,...,n},j € {1,...,1} wird die zuvor definierte Matrix definiert
D; 1 j, so dass fiir alle A € R¥" B ¢ R™! gilt

D, (vec(A),vec(B)) = (A, By ;).
AuBerdem sei
q)iZ,k,j;e i=x7 o ((Djk,,0g2)) .
Firallei € {1,...,d}, k€ {1,....,n},j € {1,...,1} ergibt sich, dass L (@fkﬂ-;g) =L (x7)

zusammen mit Lemma A.1 die Gleichungen (6.2),(6.3),(6.4) mit @, := @fk’j;e erfiillt.
Mit (6.5) resultiert

K7 €
sup A Bij— Ry "™ (27 4,) (vec (A),VeC(B))' < :
(vec(A),vec(B))GKdZﬂM ! ¢ ( I ) n\/ﬂ
(6.6)

Definiere als niichsten Schritt fiir 1g» € R™ einen Vektor mit nur Einsen als Eintridgen
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und zusétzlich noch

Idgncarn
q)Z €= ((1R"a O)) o P (q)Z q)Z ) 70Rn2(d+l) 5

4,75 i,1,5;€7 70 Fi,n, g€

Ian(d+l)

das mit Lemma 3.6 ein NN ist mit n-(d+1)- dimensionalem Input und 1-dimensionalem

Output, so dass (6.3) gilt mit &, := <1>le e AuBerdem, wenn darauf M und A.1 doppelt

angewendet wird, also M ((a, 0) e ) < M (®) und dann (6.3), gibt das

M(@ZZ”) SM(P((I)lZl?é"' CI)ZZn,J, ))
< 90n - <l092 ("f) + 2logs (Z) + 6) : (6.7)

Jetzt wird genau so A.1 genutzt und auflerdem (6.4) dann gilt

My (975:0) < My (P (97 jier s Pl i) < 16m
und
ML(@?J ) ((I)iZ,j;e) - ML(@?J ) (P ((I)fl,j;e’ " (I)fn,j;e)) < 2n. (6.8)

Die néchste Gleichung gilt, da sich mit 3.6 b) (iii) sagen ldsst

z
RKd n,l (q)ZJ E) _ Rffd,n,l (P ((bzzl NHERE (I)ZZ»,LJ 5))
und
P((I)’fl,j;ﬁ"' (blzn,j 6)

sich umschreiben lasst zu
KZ, KZ.
(RQdW ! ((I)zzlge)a"'aR et (chan e))

und das lasst sich wiederum schreiben als

ZRKdnl q)z NN e)
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das gibt dann wiederum

KriZn 1 Z - KdZ.n l Z
RQ o ((I)i,j;e) (vec (A) , vec (B)) = ZRQ Y ((I)i,k,j;e) (vec (A) , vec (B)) .
k=1
Somit gilt durch (6.6)
sup Xn: Ak, By — Rfdz’"‘l (®7;.c) (vec (A), vec (B))| < -
(vec(A),vec(B))EK(fm_’, k=1 \/CTZ
Als letzten Schritt definiere
Ian(d+l)
o2l = P(0F . Oy O D) e : , Opain(ato
Idgnatn

Dann bekommt man mit Lemma 3.6, dass fiir &, := (I)fl’sz?’gl die Gleichung (6.3) erfiillt

ist und somit (i) bewiesen ist. Wenn jetzt Lemma 3.6, A.1 und (6.7) benutzt wird gibt

. s Z,dn,l
uns die Definition von ®77 1

Vdl
M (740! < 90din - <1092 (”) +2logy (Z) +6> :
i €
womit (ii) gezeigt ist. Jetzt lisst sich mit Lemma 3.6 und (6.8) folgern, dass
My (9Z408) < 16din und Myzaes (@750 < 2din,
) mult;é )

was den Beweis von (iii) komplettiert. Per Definition und dem Fakt, dass fiir jedes
N e R gil

INJ|, < Vdlmax |N; ],
Z)j
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erhalt man

z
AB — matr <R5d’"’l (@Z’d’"’l) (vec (A), vec (B))>

mult;é

sup

(vec(A),vec(B))eK?Z

d,n,l 2

<Vdi sup . max
(vec(A),vec(B))GK,fn’l 1=1,...,d,5=1,...,1 (69)

n zZ
ZAM, By, — wa (®7,..) (vec(A), vec (B))‘
k=1

<e

und daraus resultiert (iv) der Behauptung. Zuletzt gilt fiir fiir (vec (A),vec(B)) €
K dZ,nJ das

<e€
2

mult;é ’

Hmatr (Rfdz’"” (2Z401) (vec (A), vee (B)))

nun wird 40 gerechnet, damit sich (iv) der Behauptung anwenden ldsst und damit gilt

+AB[, <€

zZ
Hmatr (Rfd’”” (@Z’d’”’l) (vec(A),vec (B))) - AB
2

mult;é

das wiederum kann, mit der Eigenschaft ||All,,|B|l, < Z, abgeschétzt werden und

dann ergibt dies zusammen mit (iv), dass dies < ist als
e+ [|AlLIBll, <1+ 22 <1+ 2%

Dies zeigt den fiinften und letzten Part der Behauptung und beendet damit den Be-

weis. O

6.3.3 Beweis Theorem 3.8:

Bevor in diesem Abschnitt Theorem 3.8 bewiesen werden kann, werden NNs konstru-
iert, welche die Abbildung A — A" fiir & € N und Quadratmatrizen A imitieren.
Dafiir wird unter anderem Proposition 3.7 verwendet. Aus Proposition 3.7 kann direkt
die Grofle der Abschitzung der Nachahmung der Multiplikation zweier Quadratma-
trizen entnommen werden. Tatséchlich existiert eine Konstante Cy > 0, so dass fiir
deN,Z>0,ee (0,1) gilt
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(i) L (@i’szi’j) < C1 - (loga (1) + logs (d) + loga (max{1, Z})),
(ii) M ((I)i’ffii’j) < O - (logs (L) + loga (d) + logs (mazx{1, Z})) d?,

(iii) M, (@“vdvd) < Crd?, sowie M (g7 0.0 (@Zvdvdvd) < OB,

mult;e ultie mult;e

(iv) sup
(vec(A),VeC(B))GKdZ,d,d
<k¢

mult;e

z
AB — matr <R§d’d’d (@Z’d’d’d) (vec (A),vec (B)))

2

(v) fiir alle (vec (A),vec(B)) € K7, , gilt

Kfaa (g2.ddd 2 2
matr | R, @, e ) (vec (A), vec (B)) <elAl,||Bll, <e+Z° <1+ Z=
2

Es lisst sich auch das Quadrat von Matrizen nachbilden. Genauer geschieht dies im

folgenden.

Definition A.2. Fir d € N, Z > 0, und € € (0,1) definiere das NN

1d
o ottt () .0
Idg.

welches eine d?-In- und Outputdimension hat. Mit 3.6 ist leicht zu sehen, dass eine

Konstante Cyq > Cy existiert, so dass fiir alle d € N, Z > 0,¢ € (0,1)
(i) L (@iﬁ) < Cuy - (loga (1) + loga (d) + logs (maz{1, Z})),
(i) M <<I>2Z;’6d) < Cyqd® - (logz (1) + logs (d) + logs (max{1, Z})),

(iii) M (@if) < Coyd, sowie M (gz.0 (@QZ;;I) < Oyl

(iv)  sup A? — matr (Rfdz (<I>2Z;’€d) (vec (A))) H2 <,

vec(A)eKZ

v) fiir alle vec (A) € KZ bekommen wir
d

Hmatr (Rfdz (cpf;j) (vec (A))) H <e|AP<et+z2<1+ 22
’ 2
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Als niichstes will die Abbildung A — AF fiir ein beliebiges k € Ny approximiert wer-
den. Es wird angenommen, dass k£ = 2 ist und das die Norm der Matrizen durch %

beschrankt ist.

1
Proposition A.3. Sei d € N,j € N, sowie ¢ € (0,1). Dann existiert ein NN@QZJ’i

mit d?-dimensionalem In- und Output mit den folgenden Eigenschaften:
. 14 ) )
() L (@31) < Cugs - (logs (1) +logs (d)) +2Cs, - (G = 1),
.. %,d . 13 1 . 3
(i) M (95%) < Cogid® - (loga (L) +loga (d)) +4Csq - (j = 1) &,

1 . 1 .
(i) My (37) < Cuyd?, sowie auch M, (1) (®31) < Cugd®,
27 e

<e€

f— )

2

(iv)  sup
vec(A)eKd%

1
. Yooy
A? — matr <Ré<d (fl)gj;€> (vec (A)))

v) fiir jede vec (A) € K% haben wir
(v) d

1 27
1 j i 1 1 1
||matr (Rfff (@31) (vec (A))) H <e+ A <er Al <+ <2> <.
2

Jetzt zum Beweis dieser Eigenschaften. Die Aussage wird iiber Induktion tiber j € N
gezeigt, und fiir j = 1 gilt die Aussage, wenn <I>2%;’€d wie in A.2 gew#hlt wird. Angenom-
men die Behauptung stimmt fiir ein beliebiges, aber festes j € N, dann existiert ein
NN (I)é’d so dass

275e?

<e€

)

2 v (6.10)

<+12]
set |y

2

1 .
||matr <R£<d2 (@fj’i) (vec (A))) — A?Y

Hmatr <R§d§ (¢§j7i) (vec (A))>

und ®2% exfiillt (i),(ii), (iii). Nun definiere

14 1.d 1la
2 o— ’ 2
<I>2j+1;6 = (1)252 ® (1)2-7;5'
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1
Fiir vec (A) € K; und indem zunéchst 0 addiert wird, um dann die Dreiecksunglei-

chung anzuwenden, ergibt sich

1 .
Hmatr (Rf“‘2 (@éj’fl;e) (vec (A))) — A"

2

1
2

matr (Rf,(”"2 (@i’fl;e) (vec (A))) — A% matr (Rfd (@jfi) (vec (A)))

A? matr <R§d§ (‘I)Q%j’i) (vec (A))> - <A2j>2

<

2

+

2
(6.11)

Da alle Matrizen durch % beschrinkt sind und ® durch diese A’s konstruiert wird,
ldsst sich die Matrix der Realisierung von @ - vec (A) durch % abschétzen. Durch die

1
Konstruktion von <I>22j’f1;€ gilt

1 1 2
matr (Rff‘f ((bi»’fl;e) (vec (A))) - (matr (Ré{dz (‘I)éj’ix) (vec (A)))) <

2

=1 o

Dann benutze die Dreiecksungleichung und die Eigenschaft, dass ||-|| eine submultipli-

kative Operatornorm ist, dafiir, den néchsten Term wie folgt abzuschétzen

Hmatr <R§(‘2 (@Q%j’fl;e) (vec (A))) — A¥ matr <R§d2 (@fj’fl,J (vec (A)))

2

der erste Teil der Gleichung ist per Voraussetzung < % ist und der zweite Teil < %.

Darum kann dies abgeschitzt werden mit

) 2
< i + (matr (Rfdz (@gjfl.ﬁ) (vec (A))>>

— A? matr (Rfj (¢2%j7fl.e) (vec (A))>

2
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nutze nun die Submultiplikativitét

<y
— 4

matr (Rf,(f? (@éj’i) (vec (A))) — A?

. Hmatr <R§‘% (‘bii) (vec (A))>

2

2

Wenn nun (6.11) verwendet wird, gilt

et + AN <3 (6.12)
<1 e-|e 3 _46. .

Also mit der Submultiplikatitvitidtseigenschaft der Norm ergibt sich, dass wenn mit

A? multipliziert wird, gilt

HAQj matr <R§‘% (@ii) (vec (A))) - (A2j)2
2

< | matr (Ré{‘? (@i’i) (vec (A))) — A? HA2j (6.13)
) 2
€
< -.
4
Nun kann (6.11) mit (6.12) wie folgt abgeschétzt werden
K2 ( 1 2 K2 ( 1
< ||matr | Ry <<I>22_7~+1_6) (vec(A)) | — A“ matr | R, (@221.,6) (vec (A))
2
3,1 ; ;
+ || matr (Rffd (@;;fi) (vec (A))) ~A? HAQJ
) 2
1 . 1
< ||matr (Rf,(‘i2 (@éjil.e) (vec (A))) — A? matr <R§d2 (@éji) (vec (A))) + 2
das wiederum kann mit Hilfe von (6.12) abgeschitzt werden mit
3 €
Tt =c (6.14)
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damit ist (iv) von A.3 bewiesen. Direkt daraus lasst sich (v) zeigen

| matr (Rf‘% (¢§,i> (vec (A))>

| .
<c+|ar| <es Al
2 _ (6.15)

SENE! 2J<1
=17\2) =79

Jetzt wird die Groe von @éj’fl_e abgeschitzt. Mit der Induktionshypothese und Lemma
3.6(a)(i) erhélt man

3.d 1,d 3.d
(@)t ) =1 (@) + L)1),

Wende jetzt A.2 (i) und A.3 (i) an, dann kann dies abgeschitzt werden mit

<Coq- <log2 (1) + loga(d) + 1092(4)) + Csqi (lOgg <1> +logg(d)> +2C5(j — 1)

€

wenn jetzt Cy, ausgeklammert, die Gleichung zusammengefasst und loga(4) = 2 ge-

nutzt wird, bekommt man

= Oy, <(j + 1) logs (1) +(j + 1) logz (d) + 2j>

und damit ist (i) bewiesen. Fiir (ii) wird Lemma 3.6(a)(ii) zusammen mit der Induk-

tionshypothese benutzt und es gilt

3.d 1d 5.d 1d 1.d
0 (o3, 30 (050) 00 o3) 30 (050 £, . (612).

27 ;e

Das ldsst sich mit Hilfe von Definition A.2 (ii), (iii) und Proposition A.3 (ii) und (iii)

abschéitzen durch

1 1
< Cyyd® - <logz (E) +loga(d) +loga(4)> + Cyqjd® - (1092 <E> +logz(d)>

+4Cs, - (j — 1)d® + 204, d?
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um den Beweis fiir (ii) zu beenden, muss nur noch ausgeklammert und zusammenge-

fasst werden, dann gilt

= Cyqd® - ((j + 1)logs (i) + (5 + 1)loga(d) + 4j> .

Schlussendlich folgt mit Lemma 3.6(a)(iii) zusammen mit der Induktionshypothese

1
genau so wie mit 3.6(a)(iv), dass mit der Definition von <I>22j’f1~6 gilt
1d 1d
M, (<I>22H1;6) — M, (@;j;e) < Cyyd®,

sowie auch um den Beweis zu beenden

ML<<I>%'d ) (éiﬁllﬁ) - ML(@,'

20+ 1

O
Jetzt wird gezeigt, wie ein NN gebaut wird, welches die Abbildung A — A* fiir ein
beliebiges k € Ny imitiert. Es wird weiter angenommen, dass die Norm der Matrizen
durch % beschrénkt ist.

1
Proposition A.4. Seid € Nk € Ny, und € € (O, %) Dann existiert ein NN <I>,§,’6d mit

d?-dimensionalem In- und Output, welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:
(i)
L(o2") <l Ld 2
ke ) < Lloga(max{k, 2}) | L (@70 < ) + L (P i0gsomantrzn) e

< 2C,loga(maz{k, 2})] - <1092 (1) + loga(d) + 2) ,

(i)

M (1) < 50wy - ltoga(maz (k,21)] - ([logs(maz{k, 2))] + 1)

. (1092 (1) + loga(d) + 4) 7

56



6 BEWEISE Niek Maurits Jung

(iid)

oA

) < Cyq - ([loga(maz{k,2})| + 1)d® sowie

/N
A
Tl

»d 3
;e) § CS(Id ’

A" — matr (Rfd2 (fbé;’j) (vec(A)))

sup
1
vec(A)eK}?

(v) fiir alle vec(A) € Kd% haben wir
K2 3.d
‘ matr (Rg d (@E"E ) (vec(A))) ’
2

1 L 1 /1\"
< A’“H <-4 Als<S+ (=
: —€+H ,Sgtlal =g+
Nun zum Beweis. Per Induktion iiber ¥ € Ny werden die Ergebnisse gezeigt. Fiir

2

k =0,k =1, ist dies trivial, wenn die NNs wie folgt definiert werden

02" = ((0gar oz, vee (Idga))), 2= ((Idge, 0p02)) -
Fiir die Hypothese wird angenommen, dass die Ergebnisse fiir alle k' <keN gelten.
Wenn k = 2 ist, gelten die Ergebnisse mit Proposition A.3, somit kann ohne Verlust
der Allgemeinheit vermutet werden, dass k # 2 ist. Definiere j := [log2(k)], so dass
fiir t == k — 27 gilt 0 < ¢ < 27. Das impliziert A¥ = A% A!, was zu spiterem Zeitpunkt
im Beweis noch notwendig ist. Mit A.3 und der Induktionshypothese weifl man, dass
ein NN @éj’i existiert, welches die Eigenschaften von A.3 erfiillt und ein NN @é;d,

welches die Eigenschaften von A.4 erfiillt. Definiere nun das NN

1 1 1 Id
opl = et o P (eg L ep) o (((ﬁj) 0)) -
]Rd
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Um (iii) zu beweisen, wird die Konstruktion und Lemma 3.6(a)(iv) verwendet, dann

ist leicht zu sehen

ML <<I’é;;d> (q)l%;’ed) — ML <(b1,d,d,d> ((I)i;‘i’l‘ié) < qud?’.

'nLult;i

AuBlerdem, mit der Induktionshypothese und mithilfe der FEigenschaften aus Lemma
3.6(a)(iii) und (b)(iv) gilt

1d ld - id 1d 1d
My (o) = ay (P (@3 04)) = ay (@470) + 0y ()
Nun verwende A.3 (iii) und A.4 (iii), damit kann das abgeschétzt werden mit
S qud3 + (] + 1)qud3 = (j + Q)qudg.

und damit ist (iii) der Behauptung bewiesen. Um (iv) zu beweisen gehe genau so vor
wie bei (6.11). Es wird erst +0 gerechnet und dann nutze die Definition A* = A%’ A?,

um dann die Dreiecksungleichung verwenden zu konnen

Hmatr (Rfdz (@%Jj) (vec(A))) —A*

2
1

matr (Ré(‘% (@é;’éd) (vec(A))) — A% matr (Ré(‘? (@téed) (vec (A)))

2

1 ,
A? matr (Rf,(d2 (@%Ed) (vec (A))) —AYA!

2
(6.16)

1
Mit der Konstruktion von @,j;’ﬁd und Proposition 3.7(iv) ldsst sich sagen, dass
50
Hmatr (Rf){d ((I),f.’ed) (vec(A))>

— matr <R§'§ (fbi’i) (vec(A))) matr (Ré{d% ((bééd> (vec(A)))

<

FNI

2

Dadurch, dass die Matrizen mit % beschrénkt sind, ist dies < §.
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Mit (6.16) konnen wir folgende Abschétzung vornehmen

Hmatr <R§L‘2 (@%f) (vec(A))) — AF

matr (Rf,(‘% (cp,é;j) (vec(A))) — A? matr (Rfff (cpi;d) (vec(A))> H

2
1

<

1
A? matr <R§d2 (@%;d) (vec(A))) —AF
2

so wie ® konstruiert ist und mit der Definition von k ergibt sich

Mit der Submultiplikativitit der Norm resultiert dann

1

< fmate (027 (02 vt

2]

1o

2

2

1 .
: Hmatr (Rff‘i2 (@éji) (vec(A))) — A?

1
+ HAQ’ H2 Hmatr (Rff (@égd) (vec(A))) _ A
2

€
= 4 T+ 11
T+

Mit der vorherigen Konstruktion

02" = ((Tdga, 05 ))

€
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lasst sich sagen sagen, dass I gleich 0 ist fiir ¢ = 1. Das heif}t es gilt

HAQj H2 Hmatr (Rf,( (@ééd) (vec(A))) —A'

und somit dann auch

ol

=0

2

HAQj H2 . Hmatr (Ré(dé ((Idgaz,0g42)) (vec(A))) —A'
2

< i Hmatr (Rff”’? ((Idgaz,0g42)) (vec(A))) — Al
2

Mit Lemma 3.3 kann gezeigt werden, dass der erste Teil der Norm Idg,» entspricht
1
Mit dieser Eigenschaft und damit, dass vec(A) € K7, gilt

= % |matr (Idg.: - vec(A)) — AH2
1
dass I = 0 ist und damit
€

€ € 3€
I+ I1=-+1<- A < —=<e
4+ + 4+ _4+|| ||26_4_6

Durch die Beschrinktheit der Matrizen, A.3(iv) und (6.16) lassen sich I und I fiir
t > 2 wie folgt abschétzen

ChI4II

4
< Se(er Al +]a%])

3(;+<;>t+<;>2’)

€+ o
VIR

IN
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Damit ist der Beweis fiir (iv) beendet. Um (v) zu zeigen, wird wieder die Dreiecksun-

gleichung verwendet
5,
Hmatr (Rfd (@Z;’Ed> (vec(A))) — AF

= Hmatr (Ré(dé (‘E%fj) (vec(A)))

<e€
2

3

1 /1\"
k
<crlals <3+ (3)

<+ |at]
2

Und damit ist (v) der Behauptung bewiesen.

Nun wird die Gréfle von @,%;’j analysiert. Wenn nun Lemma 3.6(a)(i) und (b)(i) kom-

biniert werden und die Konstruktion Verwendung findet, gibt der erste Schritt
1 1 1
(@) <o (oyiimd) +maz{L(032) 1 (24")}.

Fiir die néchste Abschétzung verwende nun die Induktionsvoraussetzung, also die Aus-
sage von Proposition A.4 (i) fiir k¥ = 27 genau so wie fiir k¥ = t. Somit ergibt sich

folgende Abschitzung

1,d,d,d
S L ((I)mult;e)
. Ld . 1.d
+maz {(j = DL (eytid) + L (240) . G - L (epatd) + 1 (@4 )}
. 1,d,d,d 1.d
<jL(@pnd) + o (23%)

mult;e

nutze nun A.3(i) und A.2(i), dann gilt

1 1
< quj : <1092 (6> + lOgQ(d) + 2) + quj ! (ZOQQ <€> =+ lOgZ(d)> + Qqu ' (] - 1)
1
<2047 - <log2 <6> + logs(d) + 2> ,

und damit ist der Beweis von (i) abgeschlossen.

Nun zu den Gewichten des NNs, welche ungleich 0 sind. Zu erst gilt mit Lemma
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3.6(a)(ii), dass
1 1 1
M (@k;eQ, d> < (M (otind) + (o)) + M (P (05, 01 ) )
3.d g3.d
My (p(ahnabe)) (7 (20 20))

= I' + II'(a) + IT'(b).

Mit den Eigenschaften von ®1%4? A 9(ii), (iii) kann I’ wie folgt abgeschéitzt werden

mult;e?

I'=M <(I)l7d,d,d) M ((I)l,d,d,d>

mult;e mult;e

1
< Cyyd? (logg (e) + loga(d) + 2) + Cyqd?

= Cyyd® (1092 C) + loga(d) + 3)

Sei nun L < 2C,qj (logz (1) + loga(d) + 2), und mit der Definition fiir Parallelisierun-

€

gen gilt

11'(a) = M (P (031, 07"))

27€?

nun verkette das erste NN mit @551 1, damit die NNs die gleiche Anzahl an Schichten
haben und somit 3.6(b)(iii) benutzt werden kann, dass gibt uns dann
=M (P (o ooyt 0p"))
1 1
=M (o Lool) + M (@)
Id Id 3.d 3.d 3.d
<M (24,) + M (24,) + ML( 5) (@57) + a1 (237) + 01 (27)

P2
27 ;e
2 3 3.d 3.d
< 2d*(L + 1) + Cyyd® + M (@;;;E) M (‘bf;é )

wobei fiir die vorletzte Abschéitzung 3.6(a)(ii) und fiir die letzte A.3(iii) verwendet
wurde.
Mit der Definition von Parallelisierungen zweier NNs mit unterschiedlich vielen Schich-

ten erhalt man

1T'(h) = ML(P< b a) (P (@i’i@éﬁ)) < &+ Cyyd®.
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Wenn man jetzt alle 3 kombiniert, kann folgende Abschitzungen vorgenommen werden
M (@F) < Cogd? - (10 1Y ¥ toga(d & (L P + Cyod®
fee ) < Csq 92 | - +1loga(d) +3 ) +2d° - (L+1)+d°+ Csq
14 L4
+ 0 (0f) +n (27)
. 1
< Oyyd® - (1092 (6> + loga(d) + 4) +2d*- (L +2)
+ 0 (@) + M (051).
Mit der Abschéitzung
%,d 3 . 1 . .
M (<I>2j+1;6) < Coqd” | (74 Dlogz ( — ) + (7 + Dloga(d) + 4

aus A.3 und der Abschétzung fiir L kann die zuvorstehende Gleichung abgeschétzt

werden mit

< Cyy(G+ 1)d* - <1092 ( > +logs(d) + 4) 20 (L+2)+ M (97")

A= =

1
S qu(j + 1)d3 : (lOQQ ( ) + lOgQ(d) + 4) + Qqude : (lOgg (6) + ZOQZ(d) + 2)

das kann mit
.9 1 2
2C,,j5d (logg () + loga(d) + 2> + 4d
€
1
< QCSqd?’(j +1) <log2 (e) + loga(d) + 4)

d

abgeschiitzt werden und das gibt mit der Tatsache, dass @%5 (i)-(v) erfiillt und A.4

(i)

1 1
< 3C,d3(j +1) <1092 () + loga(d) + 4> +M (cp;;d)

€

< 3C,,d° <j 41420t D) : (zog2 (1) +loga(d) + 4)

= 2C A -G+ ) (1092 (1> + logs(d) +4)

[\)

€
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und beendet den Beweis. O

Bis jetzt ging es nur um Konstruktionen von Netzen, dessen Normen durch % be-
schrankt waren. Jetzt kommt eine Konstruktion, in der die Realisierung des NNs q),i’ed
die Abbildung A — A* approximiert, dessen Normen alle durch ein beliebiges Z > 0
beschrankt sind.

Korollar A.5. Es existiert eine Konstante Cpoy > Csq, so dass fiir alle Z > 0,d € N
und k € Ny ein NN <I>Z Ed existiert, so dass folgende Eigenschaften gelten:
(i) L ( ) < Cpowlogs (maz{k,2}) - (loga (L) + loga(d) + klogs (max{1, Z})),
(ii) M ( ) < Cpowlogs (maz{k,2}) d® (logg ( ) + loga(d) + klogs (maxz{1, Z})),
(iii) M ( ) < Cpowloga (maz{k,2}) d®, so wie auch ML(@ff) (fbfed) < Chowd?,

(iv)  sup A" — matr <T\’,Kd (@ged) (vec(A))) H <k,
vec(A)eKZ 2

(v) fiir alle vec(A) € K7 bekommen wir

Hmatr (sz (274 (vec(A))>H2 <e+ HA’“H2 <c+]AlL.

Nun zum Beweis. Sei ((Ay,b1),...,(AL,br)) == @2’ __ . um sich auf A4 zu

’2max

beziehen. Dann erfiillt folgendes NN die genannten Eigensc (haften

o7 = ((2ZA1,b1> J(Ag,b2), ..., (Ap_1,br_1), (2ZkAL,QZkbL)> .

Es wurden schon NNs konstruiert, welche eine Matrix als Input nehmen und eine
Potenz dieser berechnet. Mit dem Wissen kann nun Theorem 3.8 bewiesen werden.
Beweis. Mit den Eigenschaften von Partialsummen und der Neumannreihe gilt fiir
m € N und fiir jedes vec(A) € K;~°

m

(Mg — &) = Y AF| = | (1dge — &) A7 | < |(1dme — &) Al
k=0 2
Sl(ia.(l_5)m+1:w.
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Im né#chsten werden nur die zuvor definierte Notation und die Rechenregeln fiir Loga-

rithmen angewendet und dann gilt

m(e,0) = ’710915(2)1092 (Eéﬂ _ {5092(6) + loga(9) — 1} 5, loga(€) +loga(0) — 1

2 loga(1 —9) loga(1 —9)

womit folgendes gilt

m(e,8)
(Idpa — A) ' = Y A = H(Ide - A)—lAm(eﬁHlH
k=0 9 2
< || xdes — &) nagpenn
2
< ﬁ . (1 _ 5)m(e,6)+1
_ m(e,8)+1
)
d 2

diese Behauptung gilt, da sich mit den Rechenregeln fiir Logarithmen zeigen lésst

(1- (5)m+1 < (1- 5)10&75(2) log,(€6/2)
J - 5
_ 2log2(66/2) B e €

B T 25 2
Nun sei

((Alvbl) PRRS) (AL, bL))
= (((Ide2 |...|Ide2) ,ORdz))
o P (o} b )

Lstmeo=D m(€,0); 5eme =D
Idga»
o . 70]R2m(e,5)d2 5

Id,.

wobei (((Ide2 |...|Ide2) ,ORdz)) € R¥*xm(€,6)d> Nup definiere
® =00 .— (A1, by),...,(AL, by + vec (Idga))).

inv;e

Um (iv) zu beweisen, wird genau wie in den Abschnitten zuvor vorgegangen, man

rechnet erst +0 um dann die Dreiecksungleichung zu benutzen. Hier wird wieder vor-
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ausgesetzt, dass vec (A) € K;_é. Daraus lésst sich dann wie zuvor analog (v) beweisen.

inv;e

H(Ide ~A)"'— matr <R§3” (@2 (vec(A)))

2

m(e,8)
< |(Tdga — AT = Y AF
k=0
2
m(e,d) o
+ Z A" — matr (RQ 4 (‘I)}’:Uf;d> (vec(A)))
k=0 )
c m(e,8) . Kb Ly
— _ d )
< 5 + ,;2 ’A matr (Rg (ék?m) (vec(A))) )

2(m(e, ) — 1)

IN
I

; + (m(e,8) — 1) =€,
wobei hierfiir genutzt wurde, dass die Summe fiir £ = 0, 1 null ist. Damit ist der Beweis
fiir (iv) komplett.

Jetzt geht es um die Grofle des entstehenden NNs. Zu erst bekommt man durch Verwen-
dung von Lemma 3.6(b)(i) und unserer Konstruktion zu Anfang die erste Gleichung.
In der ersten Ungleichung wird A.5(i) verwendet, da unser ® alle Eigenschaften erfiillt,
danach wird m(e, §) eingesetzt und es gilt folgende Abschétzung

L(@0) = max Loyt . )
; k

=1,...,m(e,0 ;2(771,(:,5)—1
1
< Chowloga(m(e, §) — 1) - <log2 ( ) + 1+ loga(m(e,0) — 1) + logQ(d))

€
log2(0.5€d)

< N

= CpowZOQQ <l092(1 — 6)

(e (1) 1 0 (205D ),

damit ist (i) gezeigt. (ii) wird bewiesen, indem zu erst 3.6(b)(ii) benutzt und im zweiten

Schritt die Monotonie des Logarithmus und A.5(ii) verwendet wird, daraus ergibt sich
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dann

m(e,d
1-6,d )
M (‘I’mv;e> <3 Z ( W>

1
+ 4Cpoum(e, )d*loga(m(e, ) - (logg (6) + 1+ loga(m(e,0)) + logg(d)>
m(e,8)

< 3Cpow Z logs(max{k,2}) | d®
k=1

(log ( >+1+1092( (6,5))+1092(d)>
+ 5m(e, 8)d*Cpouloga(mlc, 6))

(zogQ< >+1+ZO92( (6,5))+1092(d)> =1

Da Zm(e ) 1og2 (maz{k,2}) < m(e, §)log2(m(e, §)) ergibt sich fiir eine Konstante .y, >
Cpow, dass gilt

I< Cinvm(eva)l09§(m(67 5))d3 : (1092 (1) + l092(m(67 5)) + 1092(61)) :

Das beweist (ii). Der dritte Teil der Behauptung lisst sich aus der zweiten ableiten. [

6.4 Erster Teil Beweis von Theorem 4.3

In diesem Beweis gibt es wenig mathematische Schritte, die hinzugefiigt werden kénnen,
da fast tiberall die genaue Erlduterung der Schritte dabei steht. Ich werde versuchen,
falls es sinnige Schritte gibt, diese zu ergénzen und die angewendeten Theoreme, Defi-
nitionen und Annahmen direkt auf die einzelnen Schritte zu beziehen, damit nicht der

Uberblick verloren wird. Nun weiter mit dem Beweis von Theorem 4.3.

Zuerst wird eine Beschrinkung fiir HIde@ — aBrb~ eingeﬁihrt.

Proposition B.1 Fiir alle a € (0, z——) und ¢ := ochoer € (0,1) gilt

rb
[1dzec — aBys

2§1—5<1Vyey,€>0.
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Beweis. Da Brb~ symmetrisch ist gilt nun

|1dgsc — aBys

= max |l—au|< max |1 — aul
2 MEU(B;{)g) ME[Ccoer7ccont]

=1-aCper =1-6<1,

fur alle y € Y, € > 0.
Mit einer Approximation an die parameterabhéngige Steifigkeitsmatrix beziiglich der

reduzierten Basis kann mit Annahme 4.1 eine Konstruktion der Realisierung eines NNs

-1
formuliert werden, dessen Approximation die Abbildung y +— (BZ{Q darstellt. Zu
erst werden folgende Bemerkungen benotigt.

Bemerkung B.2. Es ist nicht schwer zu sehen, dass wenn ((A b1 ) . (AL bL ))

= (I)]€3,e das NN aus Annahme 4.1 ist, dann
<I>B Id._ ((Aié, ),.. ( AEL67 b£6+vec(Ide<g)))
bekommt man folgende Abschitzung, welche spéter noch relevant wird

sup HIde( ) — aBT — matr (Rgf (@?e’ Id) (y)) H <,
yeY ’ 2

genau so wie M (@5; Id) < Bu (€ €) + d(€)%, L (@?E’ Id) = Bp(€ ¢). Nun wird sich

-1
eine Konstruktion angeschaut, die die Abbildung y — (B;Z?g) darstellt.

Proposition B.3. Sei € > ¢,¢ € (0,% ~min{1,C’coer}) und € = 860402

coer €.

Angenommen, dass die Annahme 4.1 gilt. Dann definiere ein NN
(I)Blv ;€€ = ((aIde(g) ) ORd(E) )) CI)”fv ﬂe (I)}:)’ }d,

mit p-dimensionalem Input und d(€)? dimensionalem Output. Dann existiert eine Kon-

stante Cp = Cp (Ceoer, Ceont) > 0, so dass folgende Eigenschaften gelten
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(i)
B 1
L ((I)inv;é,e) < CBlOg2 1092 g
1 1 - L
<l092 <e) + logo <logg (€>) +logs (d (e))) + Bp(é€)
(ii)
B 1 2 1 ~\3
M (®3,.:.) < Cgloga <6) logs <1092 <6>> d(é)
1 1 /
. <logg (6) + logs (1092 (€>) +logs (d (€))) + 2B (€.€)
(iii)
b\t . Y (5B
sup (By,€> matr (Rg ((binv;é',e) (y)) S €,
yeY 2
(iv)
sup ||GE V. - (Brb )_1 _ Y (B
p € Y,€ matr (Rg (q)imj;é,e) (y)) S €,
yeY 2
(v)
1
sup ||matr RY <I)EW_€E <e ,
sup matr (RY (8%,-) ()], < g
(vi)
1 1
G2V:matr (RY (®5, - . < .
3161133 H ma r( e ( e, ) (y))HQ 6Cvcoe’r

Nun zum Beweis. Zu erst gilt, dass die Matrix matr (Rg’ (@E‘E,) (y)) fir alley € Y

invertierbar ist. Das kann aus folgender Abschitzung abgeleitet werden.

amin{l, Ocoer} < aCeoer

By, — matr (RY (8, ) ()] <€ <e<
Ha ye —matr (Ry (22 ) (y) ,S€<es 1 <—

(6.17)
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Tatséchlich kann abgeschétzt werden, dass mit der umgekehrten Dreiecksungleichung
gilt

‘matr (R?f (®§€,> (y)) z

min
z€R4 (O ohne{0} |Z|
rb rb y B
. ’aB%gz ’aByygz — matr (RQ (¢€,€,> (y)) z‘
> min Emr— max
z€R4(®) ohne{0} |Z| z€R4(€) ohne{0} |Z‘

fiir die nichsten beiden Schritte nutze die Definition der 2-Norm und setze danach

Z:= (O‘le,)é) z. Daraus resultiert dann, dass dies

-1
: JoB: ;
> max — — ||aB’’. — matr (Ry (<I>~ ,> (y)) H
= 1 i > ,
zERY(E) ohne{0} ‘OéBZ?gZ € e 9
1 -1

(aB}") i’
> max _ — “aBTb~ — matr (Ry <<I>]~3 ,) )H
B zZERY(E) ohne{0} |Z| Y€ [ €€ (y) 9

> ’ (aBZf’g)_l

wenn nun die Definition von (6.17) und (2.9) genutzt wird, gibt das schlussendlich

o~ ot (2 (2. )

aCeper > 3

> aCeoer — 4 = 1

aCeoer-
Dann folgt damit

1

Ceoerar

[ (2 (0. )

Durch das addieren von 0 und der Dreiecksungleichung gilt dann

4
<=
5 3

1 -1 _9d e
~(aBy)  — matr (RY (2,117 0 621) ()

3 (0B) " (e (72 (22) )|

| (maer (R2 (32,) ) - mate (=2 (21,127 0 0224) )

2
<

=T+4+1I.
2
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Mit der Eigenschaft fiir zwei invertierbare Matrizen M,N gilt
IV =N, = M (N - M) N, < IV N [V [N,

und fiir I gibt das durch das Benutzen von Annahme 4.1, (2.9) und der Gleichung fiir

()| (2 02) )

zwel invertierbare Matrizen

1< oy~ matr (R (a2,) )

1 4 1 €
<ZeC? —— -
o 86a coer accoer 3 Ccoera 2

2

2

Jetzt berechne I1. Als erstes kann mit der Dreiecksungleichung und Bemerkung B.2

.

angenommen werden, dass fiir alle y € Y gilt

(5 (52 ) ), < e 5 (02 0) - 1)

Idgu: — aB™"

+H I T ABye|,
ge'+1—5§1—6+%§1—6+@

0 1)
<1l1—-§0+-=1——.
< + 5 2
aCeoer
Danun 55 = —-— = % < % < i. Somit wird mit Hilfe des Beweises von Korollar

A.5(iv) gezeigt, dass 1 < 5 ist. Zusammengesetzt gibt das dann I + /1 < <. Durch
die Konstruktion von ® kann direkt daraus geschlossen werden, dass (iii) gilt. Nutze

nun Gleichung (2.7) und multipliziere sie mit (iii), daraus resultiert

G2V; (B;l”g)_l — G?V:matr (Rz,} (@5 ,.c0) (W)

inv;é,e

<e

— )

2

sup
yey

und somit ist (iv) bewiesen. Fiir jedes y € Y gilt nun folgende Abschéitzung

HG%ngatr (Rz} (®%U;E,e) (y)) H

2

< Hgévg. ((B;’jg)_l — matr (RY (¢5,.:.) (y)))

2

1
<e+ .

2 coer

1 b -1
+ HGng (B;,g)
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und haben damit (vi) bewiesen. (v) beweist man einfach indem man (iii) + (B;l’)€>_
rechnet und umstellt wie in den Abschnitten zuvor. Nun zu (i) und (ii). Mit der Kon-
struktion fiir @ gilt L (

AuBerdem, wenn nun erst Lemma 3.6(a)(i) benutzt und dann Theorem 3.8(i) und Be-

lI'L’U € 6) 1Mnv; 6 € ’LTL’U,E

merkung B.2 verwendet wird, lidsst sich (i) der Behauptung beweisen.
L(@8,.) <L (@00) + 1 (eP)7)
< Cinvlogs (m (2604’ g))
(1o () 1002 (1 (0 5) ) + togata@) ) + Bre .

Um (ii) der Behauptung zu beweisen, gehe genau so vor, mit dem Unterschied, dass

immer die zweite Annahme von 3.6 und 3.8 genutzt wird.

1NV;E, €

0 <30 (01 F7) 30 (H2) 3, ) (425

€€

< oM <<I> ;)) ToM (@fjd)
€ 0 € 0
< ; — = 2 _— ~\3
= 2Cznvm (204’ 2) 1092 <m <2O[7 2)) d(E)
2 5 !’
: (zog2 (:‘) + logs (m (;a 2)) + loga(d(E ))) +2d(8)? + 2B (&, ¢).

Zusétzlich durch die Definition von m(e, §) in Theorem 3.8 gilt fiir eine Konstante
C > 0,m (2 ,g) < Clogg( ) Somit folgt, wenn eine passende Konstante Cp =
CB (Ceoers Ceont) > 0 gewiihlt wird, resultiert dadurch (ii) der Behauptung. O
Beweis von Theorem 4.3

Zu erst wird (i) bewiesen, nur der Part fiir <I>z’€h, denn fiir <I>2’:b funktioniert dies
genau so, nur ohne dass wir (2.7) nutzen. Also, fir y € ) und durch zweimaliges

+0 rechnen (mit Hilfe der Konstruktion von ® aus Bemerkung 4.4), anwenden der

72
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Dreiecksungleichung und der Definition aus Kapitel 2 fiir 1 bekommt man

~h u,h
u;,e - Rg (‘I’g,e ) (y)

=I+II+1II.

Nun berechne diese drei Gleichungen. Mit (2.7), (2.9), Annahme 4.2 und der Definition
von € fiir alle y € Y gilt
1 €Cooer €

1< = —.
- Ccoer 3 3

Nun ldsst sich schnell sehen, dass mit Annahme 4.2 und der Definition von f folgende

Abschitzung gelten muss

sup ‘Ry ( )( < e+ Cppe. (6.18)
yeyY
Wegen der Definition € = m < €. Durch Benutzen von Annahme 4.1 und

(6.18) gibt das in Kombination mit Proposition B.3(i) und der Submultiplikativitéts-

eigenschaft
H:‘G%V ((B”’ RY (@f,) v)

 mate (2 (08,..) ) R2 (04, )
<H () - mate (2 (02, ) W) | [R2 (#5.) )
ECcoer) < €Crhs €Ceoer 2 € 2 €

’

S € - <Crhs +

<=z
3 maz{6, Crps} + maz{6,Crps}3 ~— 6 3’

wobei Ceper€ < Ceoerg < 1 genutzt wurde. Um die dritte Gleichung abzuschétzen,

wurde die Konstruktion von ® aus Bemerkung 4.4 verwendet. Wenn noch zusétzlich
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Proposition B.3(v) benutzt wird, ergibt das

matr (RY (@8,.0) )], < e+ 57— <1+ 57— <K

coer CCOET

und mit (6.18)

= (04

Und damit kann dann, wenn die beiden Abschétzungen zuvor genommen werden, 17

< 6/, + Crhs < GCCOET + Crhs < 1+ Crhs < K.

berechnet werden

11T = ‘G% . (ngatr (Rg (cpgw;g,e) (y)) RY (@26“) ) - RY ((I)z,eh) (y)) ’

< ‘G% (VeKK) —/c‘

<Joiv

K = Kl

Wenn K nun richtig gewihlt wird, gibt dies wie gewiinscht I7] < £ und damit ist
(i) bewiesen. Eigenschaft (v) der Behauptung lidsst sich ganz leicht aus (i) beweisen
und wird deshalb hier nicht weiter ausgefiithrt. Nun wieder zur Gréfle des NNs. Zu erst
(ii). Mit der Definition von <I>z’:b, @z;h sowie Lemma 3.6 (a)(i), Proposition 3.7 und
Prop B.3(i) im dritten Schritt und einer passenden Konstante C%¥ = C%(K,¢ ,Cp) =
C¥(Crhsy Ceoers Ceont) > 0, erhalten wir

L(er) <n(ef)) <1+ r(afi @) o (P (B, L 0f L))

1, P -
1nv;E, € INU;E,€

< 1+ Cone - (1092 (2) + Stoga(at@) + Lona (1)
+ mazx {L (Qﬁv;gvﬁ,) , Fp, (g, e//)}

< ctmar o (1 (1) (o (£) o (s (1)) st
() )
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Halte fest, dass wenn (iii) bewiesen ist, (iv) direkt daraus folgt. Um jetzt (iii) zu

beweisen verwendet man Lemma 3.6(a)(ii) in Kombination mit Proposition 3.7

M (02r) < on (O wons (P (0B 0f o))

- 3 3 ~
< 20, d(€)? - (log2 <e) + Qlogg(d(e)) + logg(lC)>
+ 2M (P ((wa ;€ e (I)fnv'g e”)) :

Der zweite Teil der Gleichung wird wie folgt berechnet. Zu erst wird Lemma 3.6(b)(ii)
in Kombination mit Proposition B.3 benutzt und dann die Annahmen 4.1 und 4.2,

dann gilt

M(P (<1>‘,3 et ))
inv;E,e inv;E,e

<M (@B )+ (af

Z’I’L’UEE Z’I’L’UEE

')
+ 8d(€)*max{C}logs (1092 (3)) (logg <> + loga (1092 (:)) + lOg2(d(€))>
eBu () (5
< Catons (2 0 (00 (1) )0 (0 (£ 100 (1o () + 1ot
+ 8d(€)*max{C}logs <z092 C)) loga () + loga (1092 (1>> + logg(d(g))>
e (5) (1 () ()
< ot (aanon () o (1 () (1 (2) 1 (1 (1))

+

+ log2(d(€))) ... + B (e,e /) + Fp, (e,e )) 2By (é,e /) + Fuy (E, e”)
indem wie zuvor eine passende Konstante

oy = CY, (e’,cB, cg) = % (Cris, Cooers Coont) > 0 gewiihlt wird. Das zeigt letzt-
endlich die Behauptung und beendet auch diese Arbeit. (I
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