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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Aufbau

Wir werden zunéchst einleitend zur Beleuchtung der Problemstellung kurz den histori-
schen Kontext betrachten und informell einige Definitionen sowie Beispiele anfiihren.
Grundlage dieser Arbeit bildet dabei die Arbeit von Mielke, Montefusco und Pe-
letier ([24]), wir werden also die Modellierung von Gradientenflisssen mithilfe von
Gradientensystemen(Q, &, R.) sowie deren Konvergenz betrachtet. Es werden die "TEDP-
Konvergenz’ sowie die beiden neuen Konvergenzkonzepte 'Tilt-EDP-Konvergenz’ und
"Kontakt-EDP-Konvergenz’ vorgestellt welche uns im Limitiibergang erlauben sollen die
Struktur des Gradientenflusses zu erhalten. Die beiden neuen Konzepte lassen sich bereit
in fritheren Arbeiten wie beispielsweise [2]&[10] finden, die fiir die Kontakt-EDP relevante
Idee die Kontaktmenge zu betrachten tritt sogar bereits in [5] auf.

Wir werden die drei Konzepte in Kapitel 2 in einem formellen Kontext einbetten und

abschliefend in Kapitel 3 in der Anwendung an einigen Beispielen betrachten.

1.2 Gradientenfluss

Partielle Differentialgleichungen(PDEs) lassen sich in vielen Feldern, insbesondere der
Physik und Ingenieurwissenschaften, finden um eine Vielzahl von Vorgéangen zu model-
lieren. Das Konzept PDEs in der Variationsrechnung mithilfe von Gradienten zu lésen
findet sich dabei bereits in [13]. Aufgrund der damals eingeschrinkten Rechenleistung
fand diese Methode, sowie ihre Diskretisierung im Gradientenverfahren jedoch keine weite
Anwendung. Bei dem Verfahren iiber einen Gradientenfluss versteht man den Fluss der

von einem Funktional & {iber die Gleichung :

q¢=—VE(q)
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induziert wird zu nutzen um das Funktional zu minimieren.

Entlang einer Losung, einer Kurve des steilsten Abstiegs, nimmt, da -£&(q(t)) = VEG =
—|VE|? = —|¢|?, der Wert des Funktionals ab. Es lassen sich also bei gegebener Anfangs-
bedingung ¢(0) = gy (lokale) Minimierer des Funktionals finden.

Wichtige Arbeit in diesem Bereich kam von DeGiorgi [31] der mit dem Konzept der I'-
Konvergenz erlaubte die Konvergenz einer Familie von Energiefunktionalen &, gegen ein
Limitfunktional F' zu betrachten, sodass die Minimierer von &£, ebenfalls gegen Minimierer
von F' konvergieren. Wir werden sie in Abschnitt 2.3 definieren. DeGiorgi selbst stellte
bereits die Frage ob diese Konvergenz sich auch so einschrianken liefle, dass man ebenfalls
die Losungen der Gradientenfliisse von & gegen den von F' sicherstellen kann. Diese Frage
fand in der wichtigen Arbeit von Sandier&Serfaty ([11]) eine Antwort. Dort betrachten

sie die Ginzburg-Landau Funktionale

1 1 — |u]?)?
) = 5 [ v+ B8 e — nftogo

[[v113
2|log €|

fiir Ordnungsparameter u. : 2 — C sowie R (v) = und fiihren einen Konvergenz-

begriff ein der ebenfalls die Konvergenz der Gradientenfliisse sichert.

1.3 Gradientensysteme

Unter einem Gradientensytem verstehen wir ein Tripel (Q, £, R) bestehend aus einem Zu-
standsraum Q zusammen mit dem Funktional £ und einem Dissipationspotential R. Da
sie ein Funktional mit einer Dissipationsstruktur verbinden bieten Gradientensysteme sich
beispielsweise fiir Modellierung um Energie oder Entropie(2. Gesetz der Thermodynamik)
an, bei denen wir die physikalischen Eigenschaften in unserem Modell erhalten wollen. Wie
wir im Folgenden sehen werden tragen Gradientensysteme nédmlich zusétzliche Informa-
tion. Im Zuge der Arbeit von Jordan, Kinderlehrer und Otto ([15] und weitere) in der
sie mithilfe der Wassersteinmetrik gezeigt haben dass sich die Fokker-Planck-Gleichung
als Gradientenfluss des Entropiefunktionals interpretieren lasst, wurde ein weites Feld an
Diffusionsgleichungen auf diese Weise ebenfalls als Gradientenfluss betrachtet ([3]).

Kurz erwihnt seie hier auch das GENERIC(General Equations for Non-Equilibrium Re-
versible Irreversible Coupling). In diesem Modellierungsansatz werden reversible und dis-
sipative Dynamiken in ein GENERIC-System (X, £, S, £, K) mit Zustandsraum X", Ener-
giefunktional £, Entropiefunktional S, Poissonstruktur £ und geometrischer Dissipations-

truktur zusammengefasst fiir die wir die folgende Evolutionsgleichung erhalten:
i = L(x)DE(x) + K(x)DS(x)

Wir kommen nun zuriick zu Gradientensystemen und verweisen fiir weitere Information
zur Modellierung mit GENERIC auf [22] und darin enthaltene Referenzen.



1.3 Gradientensysteme

Betrachten wir nun also eine Gradientenflussgleichung zusammen mit einem Gradien-
tensystem so sagen wir sie tragt die Gradientenstruktur (Q,E,R) Ein Gradientensys-
tem mit quadratischem R mit R(g,v) = 3 < G(u)v,v > nennen klassisch. Hierbei ist
G : T,Q — T;Q vom Zustand abhéngig, positiv-semidefinit und symmetrisch.
Betrachten wir G als Riemann-Metrik, so erhalten wir den Gradienten von £ iiber das
Inverse K(¢q) = G™!(g) durch v = —K(q)DE(q).

K definiert iiber £ — K(q)§ = v kinetische Relationen zwischen Kriften ¢ und Raten
v und wir nennen es den Onsager-Operator in Referenz auf seine Arbeit zu reziproken
Relationen in thermodynamischen Prozessen.

Nicht-klassische Systeme nennen wir es generalisierte Gradientensysteme. Beispiele fiir
generalisierte Gradientensysteme sind Prozesse die, wie in [19], auf dem Prinzip grofler
Abweichungen aufbauen oder aber, da ein quadratisches R keine Unabhéngigkeit erlauben
wiirde, von der Rate unabhéngige Systeme. Dies wiren Prozesse wie Elastoplastizitét,
Hystereseverhalten in magnetischem Material oder auch Phaseniibergédnge in Formge-

déchtnislegierungen, siehe [12] und die darin enthaltenen Referenzen.

Wir erhalten fiir unser Gradientensystem nun also die Gradientenflussgleichung:
DyR(q(t),4(t)) + DE(q(t)) = 0 (1.1)

bzw. fiir generalisierte Gradientensysteme mithilfe von Fenchel-Legendre Transformation
von R(q,v) die folgenden dquivalenten Formulierungen([16]):

(I) Prinzip maximaler Dissipation:

DéE(q) € argmax (< §,v > —R*(¢,€))
¢ET, O

(IT) Rayleigh Prinzip:

v € argmin (R(q,v)— < DE(q),v >)
veETZQ

(III) Gleichgewicht in R:
R(q,v) + R*(q, =DE(q)) = (=DE(q),v) (1.2)
(IV) Gleichgewicht in 7 Q:
0 € 9,R(q,v) + DE(q) € T; Q
(V) Ratengleichung in T}, Q:
v € R (q,—DE(q)) € T,Q

Wie die Modellierung eines Gradientensystems und dessen Kodierung der Gradienten-

flussgleichung aussieht wollen wir nun an einem Beispiel demonstrieren.



4 Einleitung

1.3.1 Beispiel 1: Das Van-Roosbroeck-System als Semikonduktormodell

Wir folgen [20] und betrachten eine simple Version des Van-Roosbroeck-System, ein
Reaktions-Diffusions-Modell fiir Semikonduktoren. Hier haben wir zwei verschiedene Ty-
pen von Ladungstrigern, Elektronen mit Dichte n und Locher mit Dichte p. Da ein
Loch-Elektron-Paar nur erzeugt oder ausgeloscht werden kann nennt sich die Reaktion
"Rekombinierung’.

X, +X,=0

Um das Modell so simpel wie moglich zu halten setzen wir die meisten Materialparameter
gleich 1. Der Zustand des Systems ist nun durch die Dichten n,p beschrieben und eine
Dichte nn = (n,p) :  — (0, 00)? erzeugt ein Potential ¢, als die einzige Losung der linearen

Potentialgleichung mit gegebenem Dotierungsprofil § : {2 — R:
—Np=0—n+p inQ und @ = Gpirichier N OS2 (1.3)

Die verschiedenen Vorzeichen von n, p symbolisieren, dass Locher und Elektronen verschie-
den geladen sind. Die Entwicklung der Dichten n unterliegt nun Diffusion, Drift durch V¢,
sowie Rekombinierung nach der Erzeugung-Ausléschung-Reaktion.

Mit den Materialparametern(Mobilitdten und Reaktionsrate) welche wir gleich 1 gesetzt

haben erhalten wir nun das Drift-Diffusions-System:
n=div(Vn+nVe,) — (np — 1)

p=div(Vp+pVe,) — (np — 1) (1.4)

Um nun eine Gradientenstruktur herzustellen definieren wir die die Evolution treibende

Gesamtenergie £ sowie die Gesamtladung L:

1 1 —
E(n) = / L V6, P +nllogn — 1) + pllogp — )dz mit s = DE@) = [ " T
Q2 logp + ¢y

L(n) = /95 —n+pdr mit DL(n) = <_11>

v 9 v fir x £y
Mithilfe von I(x,y) : (0,00)2 = (0,00); I(z,y) = { 8718

Y firx =y
definieren wir nun das duale Dissipationspotential:
] n p I(np, 1)
R (1, D; s i) = / 5 | Vi P45 I Vi P+ + pp)* = —de
Q
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Mit R*(n; u + ADL(n)) = R*(n; p) fiir A € R und
(o _ (—div(nV(=logn + ¢y) + Unp, 1)(—log(np))
Rl =Deta) (—diV(pV(— log p + ) + I, 1)(— log<np>>>

sehen wir also, dass wir durch 1 = DR*(n; —DE(n)) also die duale Gradientenstruktur
des Van-Roosbroeck-Systems aus Gleichung (1.3), (1.4) gegeben haben.

Wie wir gerade beobachtet haben ist die Gradientenflussgleichung die von einem Gra-
dientensystem erzeugt wird eindeutig. Umgekehrt ist die Anzahl der Gradientensysteme
welche eine gegebene Gradientenflussgleichung iiber (1.2) induzieren wie wir am folgenden

Beispiel zeigen unendlich.

1.3.2 Beispiel 2: Simples Feder-Dampfer System

Der Zustand des Systems ist die Auslenkung der Feder ¢ € R, nach Hookeschem Gesetz[17]

lasst sich die Energie die sie tragt durch & (q) = %kq2 beschreiben wobei es sich bei
k um die Federkonstante handelt. Die Feder iibt der negativen Ableitung der Energie
entsprechende Kraft ¢ aus. Der Dampfer sei durch die Relation pv = £ definiert.

Somit erhalten wir die Evolutionsgleichung

g = —kq (1.5)

Abbildung 1.1: Feder-Dampfer-System mit Federkonstante k, Auslenkung q sowie Dampferkon-

stante u

Die Zuordnung von Gleichung (1.5) als Gradientenfluss-Gleichung des Systems (R, &1, R1)
lasst sich vollziehen indem wir Kapitel 2 von [27] in der Beobachtung folgen, dass die
Beziehung pv = ¢ auch durch das Dissipationspotential Ry := pv?/2 und dessen Legendre-
Dual R(€) == £2/2u dargestellt werden kann.

Eine rigorose Definition erfolgt in Kapitel 2, zur Einfithrung nutzen wir vorerst folgende
Definition der Legendre-Transformation Rj(§) = sup,{(,v) — R(v)} und stellen fest,
dass die notwendige Bedingung pv — & = 0 genau die zuvor erwédhnte Beziehung des

Dampfers charakterisiert.
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Jedoch lassen sich mit folgendem Schema unendlich viele Gradientensysteme (R, Ry, &)
erzeugen deren Gradientenfluss ebenfalls durch Gleichung (1.5) beschrieben ist.
Dazu suchen wir uns eine Funktion A : R — R welche in 0 mit A(0) = 0 minimiert ist und

uns erlaubt R, zu definieren:

Ra(q,v) = )\(__kq)

Aq)

Wenden wir nun v = D¢R*(¢q, §) mit £ = —DE(q) an erhalten wir Gleichung (1.5) zurtick.

Dazu betrachten wir zwei Beispiele:

8 4 2 8 4 2

i v avt v . v avt v

@y ra@peits T ) M e S
k

Rs = 1 (8" —v—=1) fir M(¢)=p8"—v—1 wobeiff>1

1 —log(8)8"#"

Wenden wir nun die Definition der Legendre-Transformation an, so erhalten wir die kine-

tischen Relationen:

" + avd +v)
YD +a(th? +1

fiir R5 bzw. &3 = kq(log 46" — 1) fiir R3

(log 88" — 1)

2=

Fiir beide Beispiele Ry, R3 erhalten wir kinetische Relationen die eine Abhéngigkeit von
der Federkonstante k£ in der Charakterisierung des Dampfers enthalten, etwas das unse-
rem physikalischen Verstdndnis des Modells widerspricht. Zudem potenzieren wir § mit
einem (im physikalischen Sinne) nicht dimensionslosen Argument sodass wir bei einer Di-
mensionsanalyse Probleme finden wiirden. Wir werden im néchsten Beispiel sehen, dass
die simple EDP-Konvergenz im Limitiibergang in einigen Fiéllen ebenfalls ein Limitsys-
tem produziert, dessen Dissipationspotential wir im Falle einer isolierten Betrachtung der
Limitgleichung nicht wéhlen wiirden, da es d&hnliche Probleme wie R, und R3 aufweist.

Wir sehen hier also, dass das Gradientensystem in der kinetischen Relation weitere In-
formation gegeniiber der isoliert betrachteten Gradientenflussgleichung tragt. Von einem
Modellierungsstandpunkt kommt also nun die Frage auf wie wir fiir eine Familie von Gra-
dientensystemen (Q, &, R); deren Limitverhalten wir untersuchen wollen einen Konver-
genzbegriff finden der auch im Limitsystem eine ’sinnvolle’ kinetische Relation definiert.
Im klassischen Ansatz eine Evolution zu untersuchen wird hier zunéchst die Konvergenz
der Gradientenflussgleichung untersucht und ex-post dieser ein Gradientensystem zuge-
ordnet. Sofern wir also im Limit eine sinnvolle Gradientenstruktur erhalten wiirde der
Ansatz mit einer Familie von Gradientensystemen zu beginnen und deren Konvergenz di-
rekt zu betrachten eine Alternative Methode darstellen. Es seie jedoch betont, dass diese

Vorgehensweise nicht zwangsldufig einfacher zu modellieren ist.
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1.4 Energie-Dissipations-Prinzip

Wir werfen nun einen Blick auf das Grundprinzip auf dem unsere drei Konvergenztypen
aufbauen, das Energie-Dissipations-Prinzip von DeGiorgi. Dies sagt aus, dass wir mithilfe

des Dissipationsfunktionals:

D(g) = / (R(q,v) + R* (¢, ~DE(g)))dt

eine Aquivalenz zu den Gleichungen (1.2) haben, und zwar in:

£((T)) + D(g) = £(¢(0)) [+ [ ase q>dt}

Diese Balance driickt aus, dass die Energie zu einem Zeitpunkt 7" zusammen mit der Dis-
sipation bis zu diesem Zeitpunkt gleich der Anfangsenergie ist. [Der Term in Klammern,
welchen wir im Hauptteil der Arbeit allerdings ignorieren werden, driickt fiir direkt zeit-
abhéngige £ die Arbeit externer Krifte aus welche diese Balance beeinflussen.
Auf dieser Balance bauen unsere Konvergenzkonzepte auf indem sie verschiedene An-
forderungen an das Funktional ® sowie dessen Konvergenz stellen. Diese werden wir in
Kapitel 2 vorstellen, erwdhnen an dieser Stelle aber noch dass die stiarkste Konvergenz-
form, die Tilt-EDP-Konvergenz, Ahnlichkeit mit dem Ansatz von Sandier&Serfaty ([11])
besitzt welcher einen Spezialfall darstellt.
Dort wird das Dissipationsfunktional ® in primalen ®7™ und dualen D% Anteil aufge-
teilt und es wird neben der Wohlgestelltheit des Problems die seperate lim inf-Abschétzung
beider gefordert:

hgiglf@f” > = /Reffdt
lim infDF"*! > Dy’ = / Ry pdt

Dies ist wie wir nachher sehen werden eine Forderung welche stérker als alle unsere Kon-

vergenzarten ist, da diese Forderungen nur an die Summe 9 stellen.
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1.5 Beispiel 3: Oszillierende Dissipation

In Abschnitt 3.1 werden wir einen genaueren Blick auf Gradientensysteme der Form
(R,&,R.) mit glattem & werfen fiir die mit gy € C°(R?) l-periodisch und positiv das
Dissipationspotential R, wie folgt definiert ist:

q,4/€
Ro(g.v) = LLUC,

Wir erhalten mit Gleichung (1.1) die Gradientenflussgleichung;:

1(q,q/€)qg = —DE(q)

und werden zeigen, dass die Limitgleichung fiir ¢ — 0 folgende Form annimmt:

A(q)d = —DE(q) mit Ti(q) = /0 (g, y)dy (1.6)

Wir betrachten zur Illustration mit Anfangsbedingung ¢(0) = 1 das relativ simple System:

(1 + % sin(27rq/€)) qg=—q

Durch (1.6): 7i(q) = fol(l + 158in(27y))dy = 1 vereinfacht sich die Limitgleichung zu
G = —q sodass wir mithilfe der Anfangsbedingung ¢o(¢) = exp —t erhalten.

In unserer Simulation sehen wir nun, dass die Losungen abhéngig von der Grofle von
pe(q) = 1+ &sin(2mq/e) € [0.3,1.7) um die Losung der Limitgleichung schneller oder

langsamer oszillieren:

1 2 1 9

Abbildung 1.2: Simulation der Loésung qo der Limitgleichung sowie der Losung g,
mit € = 0.5(links) bzw e = 0.2(rechts)



1.6 Der Tilt

Betrachten wir nun also die Limitgleichung unabhéngig von (R, &, R.) so wiirde sich eine
Gradientenstruktur (R, £, R.yr) anbieten mit R.sr = ﬂ(q)%. In der Tat werden wir sehen,
dass wir (Q,&,R,) coPDP
im Gegensatz zum Limit der simplen EDP-Konvergenz (R, £, Ro), gegeben durch:

(Q,&,Resr) haben was die Interpretation deutlich vereinfacht

Ro(q,v) = Mo(q, v, —DE(q)) — Mo(q,0,—DE(q))

Wobei My mit z : [0,1] = R, 2(1) = 2(0) + sign(v) definiert ist durch:

. Vo (q. 2(s) (v2/(s)) £
Mo(q,v,&) = inf {/s:() ( 5 - 2u(q,z(s))> dS}

1.6 Der Tilt

Fiir das vorherige Beispiel werden wir zeigen, dass das Gradientensystem sowohl fiir
Ry als auch fiir Rers die Gradientenflussgleichung erzeugt. Da wir fiir die simple EDP-
Konvergenz, wie M zeigt, eine Abhéngigkeit von & vorliegen haben wiirde sich das Kon-
vergenzverhalten dndern fiir eine leicht perturbierte Version von £ und wir wiirden ein
anderes Dissipationspotential erhalten.

Betrachten wir nun also fiir alle 7 € C'(Q) die Gradientensysteme (Q, &, + F, R.) und

fordern gleichzeitige Konvergenz:
(Q756+F7R6)—> <Q750+]:aR0) (17>

Durch diese Forderung wird die direkte Abhéngigkeit von Ry von der Energie verhindert
und wir sollten in Ry ein Dissipationspotential erhalten das eine effektive kinetische Rela-
tion definiert. In Lemma 2.17 werden wir verifizieren dass sowohl Kontakt-EDP als auch

Tilt-EDP-Konvergenz die Eigenschaft aufweisen dass:

tiEDP coEDP

(Q,ge,Re) EEm— (Q,(C:Q,Ro) bzw. (Q,ge,Re) —_— (Q,g(),R(])

die Eigenschaft Gleichung (1.7) implizieren. Hierbei nennen wir F den Tilt des Gradien-

tensystems.
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1.7 Effektive kinetische Relationen und die Kontaktmenge

Wir haben kinetische Relationen bereits eingefiihrt als Abhéngigkeit zwischen der Kraft
¢ und der Anderungsrate v. Diese Relationen lassen sich in der Physik an vielen Stellen
beobachten, bspw in Stokes Gesetz, dem Fick’schen Gesetz oder dem Fourier’schen Gesetz.

Wir wollen nun die Kontaktmenge C definieren durch:
C=Crar(q) ={(v,§) € @ x Q[R(q,v) + R(q,§) =< &, v >} = graph D,R(q; -))

Damit enthélt C also alle Paare (v,£) die die Bedingung (III) aus Gleichung (1.4) erfiil-
len und definiert so die kinetische Relation des Systems. Hierbei ist es nicht axiomatisch,
dass kinetische Relationen die Form eines (Sub)Differentials eines Dissipationspotentials
tragen miissen, hier schrianken wir uns jedoch auf genau diese ein, da sie uns wie wir in
Abschnitt 2.2 sehen werden eine Charakterisierung fiir Gradientenfliisse liefern. Wir wer-
fen nun einen Blick auf effektive kinetische Relationen. Diese bilden, wie beispielsweise in
[22]&]27], die Grundlage dissipative Systeme effektiv zu modellieren. Hierbei verstehen wir
unter effektiver Relation fiir eine Familie kinetischer Relationen die durch € parametrisiert
sind, dass diese auf mikroskopischer Skala ein Verhalten aufweisen das aggregiert auf der
makroskopischen Skala die kinetische Relation des ganzen Systems beschreibt indem die
mikroskopische Skala gegléittet wird. Die drei oben genannten Beispiele sind von dieser
Form. Man betrachtet beispielsweise die Partikel eines Systems und gléttet ihr mikrosko-
pisches Verhalten um auf der makroskopischen Ebene das Gesamtsystem zu beschreiben.
Hier erlaubt der Ubergang € — 0 dann eine Charakterisierung des Limit-Systems.

Im Licht des vorherigen Beispiels wollen wir uns die Kontaktmenge noch ansehen fiir ein

Ro = R_pe(q)(q,v) das Abhiingigkeit von £ aufweist. Die Kontaktmenge liefert uns dann:

(6. ~DE@) €Cr_, o
Hier sehen wir, dass die Abhéngigkeit auf die Kontaktmenge iibergeht welche uns dann
nur Informationen iiber Paare bei denen £ = —DE(q) gilt liefert. Fiir alle anderen Fille
miissten wir dann jeweils einen Tilt auf die Energie anwenden sodass wir zu dem Schluss
kommen, dass auf diese Weise keine sinnvolle kinetische Relation gegeben ist. Wie wir
fiir das vorangegangene Beispiel aus Abschnitt 1.5 sehen werden ist die Kontakt-EDP-

Konvergenz darauf ausgelegt dies zu beachten und wir erhalten mit

Cao(q) = {(v,€) €R? | Mo(q,v, ) = &u} = {(v,fi(q)v) | v € R}

Eine einzige Menge die alle Paare (£, v) charakterisiert und somit eine kinetische Relation

verniinftig definiert.
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1.8 Beispiel 4: Oszillierende Energie

Betrachten hier ein klassisches Beispiel einer oszillierenden Energie. Dieses geht auf Arbeit
von Prandtl([28]) und Tomlinson([32]) zuriick und beschreibt ein Modell fiir die Entste-
hung von Hysterese-Effekten. Spétere Arbeit wurde von James([14]) angestofien.

Abbildung 1.3: Prandtl’s Gedankenmodell in [28]. Wir sehen die durch die Bewegung von Z

beschriebene Hysteresekurve.

Wir nutzen die Beschreibung durch Gradientensysteme (R, &, R) mit:

’U2

R(a0) = grse €)= 2(0) — g+ W(a, )

und erhalten die Gradientenflussgleichung;:

v

m = —DP(q) — U(t) — ed,W(q,q/€) — I,W(q, q/¢)
Wir betrachten in Abschnitt 3.2 die Ergebnisse von [2] und werden feststellen, dass fiir
simple EDP-Konvergenz wieder ein Dissipationspotential Ry vorliegt das Abhéingigkeit
von der Limitenergie &, aufweist.

Fiir die vorliegende Kontakt-EDP-Konvergenz konnen wir jedoch etwas interessantes be-

|v] w2
Repp(v) = /0 \[Alg)* + ;dw

Wie wir sehen erhélt auch unser effektives Dissipationspotential hier durch A(g) eine

obachten:

(implizite) Abhéngigkeit von der Familie von Energien &, nicht allerdings von & =
®(q) — I(t)q. Diese Tatsache widerspricht allerdings nicht unserem Verstandnis effekti-
ver Relationen, da zwar die Energien &, im Limit die Abhéngigkeit von A verlieren, die
potentialwiederherstellenden Kréfte —DE, jedoch einen oszillierenden Term 9,V(q, ¢/¢)
behalten und somit nicht konvergieren. Diesen in das effektive Dissipationspotential zu
integrieren fiihrt also dazu, dass wir als Limit klassischer Gradientensysteme auch ein
generalisiertes Gradientensystem erhalten konnen. Diese Beobachtung werden wir in Ab-
schnitt 3.3 selbst fiir Tilt-EDP-Konvergenz machen kénnen.

Es folgt nun die formale Einfiithrung.
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Kapitel 2

Gradientensysteme und deren

Konvergenz

2.1 Definitionen

Definition 2.1

(Gradientensystem und Dissipationspotential)
Teile der folgenden Annahmen sind stérker als notwendig um Gradientensysteme darzu-

stellen (siehe [3]). Wir nutzen sie um nicht von technischen Details aufgehalten zu werden.

Wie in der Einleitung bereits erwédhnt handelt es sich bei einem Gradientensystem um ein
Tripel (Q,&,R). Dabei ist:

e Q glatte, endlichdimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit, hiufig @ = R". (Generell

o £ : Q — R stetig differenzierbare Funktional welches die Evolution treibt, hiufig

als "Energie’ bezeichnet
e R:TQ — [0,00] ist das Dissipationspotential. Das bedeutet Vq € Q

- R(g,-) : T,Q — [0, 00] ist konvex und links-halbstetig
- R(Q? 0) = min R(Qa U) =0

veTZQ

Das duale Potential R* : T*Q — [0, oo] erhalten wir durch Legendre-Fenchel Transforma-
tion:

R*(q,€) = sup (& v) —R(q,v) (2.1)

veT,Q
Hier sind 77Q und T*Q Tangential bzw Kotangentialriume mit lokalen Normen | - |. TQ

lisst sich dabei als Raum der generalisierten Anderungsraten/Geschwindigkeiten auffas-
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sen, T*Q als die generalisierten Krifte.
Mit T'O @ T*Q bezeichnen wir ihre direkte Summe:

TQOT Q= {(q,v,8)|lg € QueTQ,§cT Q}

Fiir die Subdifferentiale von R und R* im Bezug auf ihre zweiten Argumente v bzw. &
schreiben wir d,R bzw. 0¢R*.

OR(W) ={neTQ |VweTQ: R(w) >R(W)+ <nw—v>}CTQ"
Mit analoger Definition fiir 0;R*. Aus diesen Annahmen fiir R folgt fiir R*

Konvexitét, da wir fiir domR # () affine Funktionen haben die ihre Konvexitéit an

das Supremum iibergeben. Hier ist domf = {v € Q | R(q,v) < oo}

Links-Halbstetigkeit folgt wie Konvexitit aus der Ubergabe der Eigenschaft an das
Supremum. Argument bspw. {iber Durchschnitt der Epigraphen

e R*(q,-) >0, da fiir v = 0 die untere Schranke (£,0) — R(q,0) = 0 gilt
e R*(q,0) = 0 folgt direkt

Fiir eine ausfiihrlichere Behandlung der Fenchel-Legendre-Transformation, siehe Kapitel
12ff in [29].

Lemma 2.2

Mit den Annahmen aus Definition 2.1 haben wir folgende Aquivalenz:
1. V¢ € T;Q ist das Subdifferential 9:R*(g, &) nicht leer

2. Die Abbildung v — R(q,v) ist superlinear, dh lim |v|"'R(q,v) = oo

|v]—00

Bewezs:

71 — 2”7 Umstellen der Definition der Fenchel-Legendre-Transformation liefert die
Ungleichung R(q,v) > (§,v) — R*(q,§). Da R*(q, &) fiir alle £ endlich ist wachst die
rechte Seite der Ungleichung fiir |[v| — oo mit Rate £ gegen unendlich. Da dies fiir

alle & gilt muss R(q, v) superlinear in v sein.

71 < 27 Die Superlinearitidt impliziert |1|im R(q,v)/ (£, v) = oo sodass fiir das
v|—00
Supremum nur eine beschrankte Teilmenge in Frage kommt auf welcher dieses dann

angenommen wird. Das Subdifferential ist folglich nicht leer. O
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2.2 Gradientenflussgleichung definiert durch Gradienten-

system

Die Gradientenflussgleichung, induziert durch das Gradientensystem hat die dquivalenten

Formen:
v € R (¢, —DE(q)) (2.2a)
0 € 9,R(q,v) + DE(q) (2.2b)
R(g,v) + R*(¢. —DE(q)) = (—DE(q), v) (2.2¢)

Die Aquivalenzen folgen aus den Fenchel-Aquivalenzen (siche [6] oder §3.2.2 in [23]):
(1) £ € 0¥ (v) <= (i) W(v) + ¥*(§) = (£, v) <= (idi) v € OV* ()

Diese gelten in reflexiven Banachrdumen X fiir alle Paare (v,§) € X x X*. Hier ist
U : X — R, konvex, linkshalbstetig und besitzt eine nichtleere Definitionsmenge.
Gleichung (2.2¢) erlaubt eine zusétzlich Formulierung. Fiir absolut stetige Kurven
q:1[0,T] = Q (g € AC(]0,T], Q)) definieren wir das (De-Giorgi)-Dissipationsfunktional:

D7(g) = / R(q.v) + R*(q, ~DE(q))dt (2.3)

Lemma 2.3

(Abschdtzung der Energie)
Unter unseren Annahmen, darunter die Kettenregel aus 3.8 in [21], l4sst sich die Energie

wie folgt abschétzen:
E(q(T)) +D"(q) > E(q(0)), Vg € AC([0,T1], Q) (2.4)

Beweis:
Integration der Fenchel-Young-Ungleichung mit £ = —DE(q) ergibt:

R(q,v) +R*(q,8) > (£, v) (2.5a)

Mit der Kettenregel fiir die Gateux-Ableitung von £ haben wir
LE(q(t)) =< —DE(q(t)),v >, folglich:

97(g) > / (~DE(q). v) dt = — / DEg(t))dt = £(q(0) — E@(T))  (2.5b)

Die Fenchel-Young-Ungleichung ergibt sich direkt aus der Definition von R* 0
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Satz 2.4

(Energie-Dissipations-Prinzip)
Fiir ¢ € AC([0,T], Q) haben wir die folgende Aquivalenz:

1. Fiir fast alle t € [0, 7] erfiillt Q die Bedingungen aus (2.2)

2. Die Kurve q erfiillt die Dissipationsabschéatzung:
E(q(T)) +D7(q) < E(q(0)) (2.6)

Gelten diese Bedingungen so ist das Energie-Dissipations-Prinzip(Gleichheit in Glei-
chung (2.6)) erfiillt.

Der Beweis dieses Satzes ist, da wir das Energiefunktional hier ohne Zeitabhéngigkeit
eingefiithrt haben, eine Vereinfachung des Beweises von Satz 3.3.1 in [23]. Hierbei folgt
1) — 2) direkt durch Integration von Gleichung (2.2c). Fiir 2) — 1) erhalten wir durch
Integration der Fenchel-Ungleichung, Anwendung von 2) und anschliefender Anwendung
der Kettenregel die untenstehende Ungleichung aus wir die Gleichheit schlieen. Somit
folgt Gleichung (2.2c) und durch die Fenchel-Aquivalenzen der Rest. O

T T T
/ —<§,v>dt§/ R(q,v)—l—’R*(q,—{)dtS/ — < &ou>dt
0 0 0

Anmerkung 2.5

(Einordnung in physikalischen Kontext)

Die Annahme dass v — R(g,v) in v = 0 minimiert ist und R(g,0) = 0 definiert die
Eigenschaften von ’Dissipation’. Mit Gleichung (2.2b) sehen wir, dass die Dissipation der
Energie mit Rate ¢ durch (9,R(q,q), ) gegeben ist.

Offensichtlich folgt, dass bei nicht vorhandener Bewegung keine Energie dissipiert. Wie
wir sehen ist nicht einmal dissipative Kraft vorhanden.

D.h. §=0=0¢€ 0,R(q,v) (bzw. 0 = 0,R(q,v) im Falle der Differenzierbarkeit).

Haben wir in v = 0 zusétzlich den einzigen Minimierer folgt auch 'Bewegung erfordert
Dissipation’, d.h. ¢ # 0 = (9,R(q,q),¢) > R(q,q) > 0.

Das Gradientensystem (Q, £, R) kann fiir jedes ¢ € Q als Tréger der kinetischen Relation

betrachtet werden durch die Kontaktmenge:

Cram-(q) = {(v,§) € T,Q x T,Q" | R(¢q,v) + R*(¢,€) = (£, 0)}

Wir sehen hier die 'Natur’ eines Gradientenflusses auch in der Eigenschaft, dass die kine-
tische Relation selbst dissipativ ist, d.h. (£,v) > 0 V(v,€) € Crar+(q). Dies folgt direkt

aus Definition 2.1, da in diesem Fall fiir v # 0 sowohl R als auch R* nicht-negativ sind.
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2.3 I'-Konvergenz

Definition 2.6

(I'-Konvergenz)
Sei (X, | - ||) ein Banachraum. Die Familie (7;)eso von Funktionalen J, : X — R™

konvergiert im Sinne der I'-Konvergenz falls:
ue = u = Jo(u) < lim ionfj;(ue)
€E—

Vu 3(u.)e — u sowie Jo(u) = lim S&lpi(ﬂe)
€E—
und wir schreiben J, = Jo. Dieser von Ennio de Giorgi ([31]) zuerst unter anderem Na-
men eingefithrte Konvergenzbegriff erlaubt uns den Limit-Ubergang bei Betrachtung von
Minimierern der Funktionale (J;)¢>o. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung von (schwacher)I'
Konvergenz sowie Mosco-Konvergenz, welche dquivalent zu gleichzeitiger schwacher und
normaler I-Konvergenz ist, verweisen wir auf [4] sowie [18].
Die limsup Bedingung wird h#ufig durch die, sofern die liminf Bedingung erfiillt ist,

dquivalente Bedingung der Existenz einer Wiederherstellungsfolge ersetzt:

V@ (@) G — @ sowie J.(G) — Jo(@)

Satz 2.7
In einem separablen, reflexiven Banachraum X mit Dissipationspotentialen
U, : X — [0, 00] gilt:
NI (PEENE (N A
Wobei - die schwache I'-Konvergenz und ¥} die dualen Dissipationspotentiale bezeich-

nen. Fiir eine Skizze des Beweises verweisen wir auf [21].
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2.4 Simple EDP-Konvergenz

Definition 2.8

(Simple EDP-Konvergenz)
Eine Familie von Gradientensystemen (Q, &, R.) konvergiert gegen ein Limit (Q, &, Ro)
falls folgende Bedingungen gelten:

L&D E&MQ
2. Fiir jedes T > 0 gilt 7 5 DT in C([0, 0c]; Q)

EDP

Wir schreiben (Q, &, R.) — (Q, &y, Ro)

Bei © handelt es sich um das Limitfunktional:
T ~ ~
of sar [ Rola.d) + R g, ~DEa))dt 2.7
0

Lemma 2.9
Falls (Q, &, R.) EDP, (Q, &, 7%0) folgt aus den Konvergenzen von:
e ¢. — qoin C([0,7T], Q).
o £c(q(0)) = &(g0(0))
Dass qq eine Losung des Gradientensystems Q, &, R, darstellt.
Hier sind ¢. € AC([0,T], Q) Losungen von (Q, &, R.)

Bewezis:

Die I'-Konvergenz aus Definition 2.8 impliziert:
Enlao(T)) + D% (@) — En(00(0)) < lim infE.(¢.(T)) + D7 () — £.(qu(0)) = 0

Zusammen mit Gleichung (2.6) folgt dass gy eine Losung zu (Q, &, Ry) ist. O
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2.5 Tilt der Gradientensysteme

Wie in der Einleitung beschrieben kann die simple EDP-Konvergenz dazu fiithren, dass wir
Dissipationspotentiale mit 'unnatiirlichen’ Eigenschaften erhalten. Um dies zu vermeiden
parametrisieren wir eine Familie aus Folgen von Gradientensystemen (Q, & + F, R.) mit
Funktionalen F € C'(Q, R) und versehen somit die Energiefunktionale £ mit einem "Tilt’.
Dieser verdndert nicht die I-Konvergenz. (Q, &, R,) ist in dieser Familie eingeschlossen

und wir haben also:
E D &= E+FLHE+F firalle F e CY(QR).

Mit dem Dissipationsfunktional D7 erhalten wir neue, nicht-triviale Information durch
das Betrachten der Energien mit Tilt. Seie M.(q,v,§) = Rc(q,v) + R(q,§)

D7 (g, F) = / M.(, 4, ~DE.(q) — DF(q))dt

Unter der Annahme dass das I'-Limit von ®(-, F) existiert, also:

r

T
OT(,F) ST F): g / Ni(g.d4,~DF(q))dt VF € CY(Q,R)
0

versuchen wir die Integralstruktur der ©7 in den M, zuriickzuerhalten.
Mit Mo(q,v,€) = No(q,v,& + DE(q)) erhalten wir also:

ol (¢. F) = / My(q.4. ~DE(q) — DF(q))dt

Annahmen 2.10

Wir nehmen an die Familie (Q, &, R.) erfiillt folgende Bedingungen welche die vorherige

Diskussion prézisieren:
r .
1. & = & in Q,

2. VT > 0 existiert ein Funktional D : AC([0,T], Q) x CY(Q,R) — [0, 00], sodass
VF € C'(Q,R) in der Topologie auf C([0,T], Q) gilt:

D7(, F) = D[ (-, F)
3. Es existiert eine von T unabhiingige Funktion Ny : TQ & T*Q — [0, o] fiir die gilt:
VFeCYHQR):  DF(q,F) = [ Nola(t),v(t), ~DEF(q))dt

Die Abbildung v — Ny(gq, v, §) ist konvex und linkshalbstetig fiir alle (¢,&) € T*Q.
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Wir definieren My : TO®T*Q — R
MO(Q7/075) = NO(Q7U7€+DSO<Q)) (28)

4. Mo(q,v,§) =2 (§,v) V(g v, §) eTQRHTQ
Ist Konsequenz aus der Fenchel-Young-Ungleichung und erlaubt uns wie in Lemma

2.3 die Energie fiir & und D! abzuschitzen:

&o(e(T)) + D4 (q) = &(q(0)), Vg € AC([0,T1, Q) (2.9)

5. Mo(q,v,§) > Mo(q,0,§) V(q,v,8) €eTQDT*Q

Dies ist positive € erfiillt, da aus den Anforderungen an Dissipationspotentiale fiir
alle ¢,v Rc(q,v) > Re(q,0) = 0 folgt, sodass:

M(q,v,8) = Re(q,v) + RE(q,€) > Re(q,0) + R (q,£) = Mc(q,0,€).

Da R.(q,v) > R(q,0) = 0 inhérente Eigenschaft von Gradientensystemen ist kann
Annahme 5. als Erhalt dieser Eigenschaft in Mg betrachtet werden. Wir zeigen nun,
dass wir durch die Forderung nach Stetigkeit von Ay diese Anforderung auch durch

[-Konvergenz erreichen kénnen.

Lemma 2.11

Falls Punkt 5 aus den Annahmen 2.10 durch Stetigkeit von Nj ersetzt wird, so gilt fiir
alle (¢,v,) e TQ®T*Q:

No(g,v,§) = No(q,0,8) sowie Mo(q,v, &) = Mo(q,0,¢) (2.10)

Beweis:

Wir fixieren ein ¢° € Q. Indem wir mit lokalen Koordinaten arbeiten und ein T wihlen
das klein genug ist, ldsst sich eine Kurve qq : [0, 7] — Q wihlen fiir die gilt go(t) = ¢° + tv
filr ein v € T Q.

Genauso lésst sich falls T klein genug ist F so wéhlen, dass —DF konstante § € T, Q auf
der affinen Kurve ¢y darstellt.

Aus der Stetigkeit von A folgt nun dass D (go, F) endlich ist. Wir kénnen also eine Folge
¢e — qo fiir DL (-, F) finden.

Nun definieren wir umparametrisierte Kurven r.(s) := ¢g.(s/A) fir s € [0, \T| welche in
AC([0,AT], Q) gegen 1o(s) = qo(s/A) konvergieren. Fiir alle (¢q,v) € TQ, A > 1 folgt
dann aus der Konvexitit von R, in v, da fir ¢t € [0,1] gilt: Re(g,tv + (1 —¢) x0) <
tRe(q,v) + (1 —t)Re(q,0):

Re(g, Av) > ARe(gq,v) > Re(g,v)
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Wir erhalten also mit Anwendung der Definitionen und Substitution von ¢ durch %:

/0 No((90(2), Go(t), =DF (q0(t)))dt = lim i Ne((ge(t), Ge(t), —DF (qc(t)))dt
_ FL%% [ Nl(re(s), M), ~DF(rs))ds
1 AT
> it [ AL, (6), ~DF () s
> 1 N (ro(s), ols), —~DF(ros)))ds

=SV

:/D No((g0(t), Go(t) /X, —DF (qo(t))) dt

Hierbei ist N, (¢, v,n) = M(q,v,n—DE(q)) sodass wir N.(q, \v,n) > N(q,v,n) erhalten.

Nutzen wir nun die Stetigkeit von Nj sehen wir fiir A\ — oo :

1 [T 1 [T
— [ No((¢°+tv,v,8)dt > — [ No((¢° +tv,0,8))dt
T Jo T Jo
Nun erhalten wir mit dem Limit 7" — 0 die erste Ungleichung von (2.10).
Da dies fiir alle (¢,v,§) € TQ ® T*Q gilt folgt die zweite Ungleichung aus der Definition
von Mg in den Annahmen 2.10 O
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2.6 Primale und Duale Abbildungen

Wir betrachten nun fiir festes ¢ € Q Eigenschaften der Abbildung (v, &) — My(g,v,§).
Sei im Folgenden X ein reflexiver Banachraum. Wir werden die Ergebnisse fiir festes
g € Qauf X =T,0 sowie X* = Ty Q anwenden. Wir erinnern an Definition 2.1, insbe-
sondere dass ein Funktional R : X — [0, c0] ein Dissipationspotential ist falls es konvex,
linkshalbstetig sowie nichtnegativ erfiillt und R(0) =0

Definition 2.12
Fir M : X x X* - RU {oco} sodass: M(v,§) > (&, v).

1. So nennen wir M duale Dissipationssumme falls ein Dissipationspotential R existiert,

sodass
M(v,€) = R(v) + R*(€)

Wir schreiben dann M = 7% fas) ﬁ*

2. Wir sagen M hat kontakt-dquivalentes Dissipationspotential falls ein Dissipations-

potential R existiert, sodass fiir die Kontaktmenge Cy; gilt:
Cur =A{(v,§) : M(v,§) = (§v)} = graph(IR) (2.12)

3. Wir sagen M hat kraft-abhdingiges Dissipationspotential falls V€ € X* ein Dissipa-

tionspotential ﬁg existiert sodass:

M(v,€) = Re(v) + Re(€)

Lemma 2.13

Es gelte fiir M : X x X* — RU{oo} sodass M(v,&) > (£, v).

e In jedem der Fille aus Lemma 2.13 ist das Dissipationspotential eindeutig durch M

charakterisiert.

e Falls M duale Dissipationssumme R @ R* ist so ist R auch kontakt-dquivalentes
Dissipationspotential fiir M. Die Bedingungen der Kraftabhingigkeit sind von R
ebenfalls erfiillt auch wenn keine tatséchliche Abhéngigkeit von & besteht. Wir haben
also 1) = 2) sowie 1) = 3)

e Wir nehmen an M habe ein kontakt-dquivalentes Dissipationspotential R und er-
fiille:
VE e X*: M(+,€) ist linkshalbstetig und konvex, (2.13a)
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M(v,&) > M(0,§) Vv e X (2.13b)

Dann folgt falls R superlinear ist, dass M ebenfalls ein kraftabhéngiges Dissipati-
onspotential R besitzt fiir das nicht notwendigerweise R = R, gilt.
In diesem Falle gilt also 2) = 3)

Beweis:
Um Eindeutigkeit zu zeigen betrachten wir zundchst 1). Haben wir zwei Dissipationspo-
tentiale ﬁl, 7/€2 so gilt:

Ri(v) — Ra(v) = R5(€) — Ri(E) V(v,€) € X x X~

Es folgt dass beide Seiten konstant sind und da R;(0) = 0 sind beide Potentiale identisch.
Der Beweis fiir 3) folgt analog, wir betrachten also 2):

Auch hier gilt, falls zwei Dissipationspotentiale M darstellen so haben sie dieselben Sub-
differentiale. Diese sind wieder bis auf eine Konstante ¢ gleich und aufgrund der Normali-
sierung in 0 ist auch hier ¢ = 0. Teil zwei folgt aus der Definition sodass wir uns nun Teil
drei des Lemmas widmen.

Wir sehen mit Lemma 2.2 und der Superlinearitét, dass es fiir alle £ € X* zugehorige
ve € OR(E) gibt. Da Cyr = graph(OR) folgt also M (v, &) = (€, ve).

Nun definieren wir fiir jedes £ € X* die Funktion R¢ : X — [0, 00] durch:

Rg(’l]) = M(Uvg) - M(O7£)

Mit Gleichung (2.13b) sehen wir M(0,&) < M(ve,§) = (€,ve) < o0, sodass die obige
Differenz wohldefiniert ist. Mit Gleichung (2.13a) und (2.13b) haben wir in R eine konvexe,
links-halbstetige Funktion fiir die R¢(0) = 0 = min, Re(v) gilt.

Um nun ﬁz zu berechnen beobachten wir, dass die konvexe Funktion v — M (v, &) — (£, v)

durch ve mit Wert 0 minimiert wird, sodass:

Re(€) = sup (€, 0) = Re(v) = sup[{¢,v) — M (v,€)] + M(0,€) = M(0,€)

veX veX

Es folgt also M(v,&) = Re(v) + ﬁz (€). Dass R und R nicht zwangsliufig identisch sein

miissen sehen wir spéter, beispielsweise in Abschnitt 3.1 0
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2.7 (Kontakt-)EDP-Konvergenz mit Tilt

Definition 2.14

((Kontakt-) EDP-Konvergenz mit Tilt)

Unter Annahmen 2.10 konvergiert die Familie von Gradientensysteme (Q, &, R.)

1. im Sinne von EDP-Konvergenz mit Tilt, kurz tilt-EDP-Konvergenz gegen ein Limit
(Q, &, 7/@0), falls fiir alle ¢ € Q der Integrand M(q, -, ) eine duale
Dissipationssumme mit dem Potential ﬁo(q, -) ist. Wir schreiben:

(Q.E.R) “525 (Q. &, Ro)

2. im Sinne von Kontakt-EDP-Konvergenz mit Tilt, kurz Kontakt-EDP-Konvergenz
gegen ein Limit (Q, &y, Ress), falls fiir alle ¢ € Q der Integrand My(g,-,-) ein
Kontakt-dquivalentes Dissipationspotential R.f(q, -) besitzt. Wir schreiben:

coEDP

(Q, Ee, Re) — (Qv &o, Reff)

Lemma 2.15

Falls unter den Annahmen 2.10 fiir alle ¢ € Q die Funktion My(q, -, -) ein kraftabhéngiges
Dissipationspotential besitzt, so konvergiert die Familie (Q, &, R,) im Sinne der simplen

EDP-Konvergenz aus Definition 2.8

Beweis:

Nehmen wir an (Q, &, R.) erfiille Annahmen 2.10 und M, habe kraftabhéngiges Dissi-
pationspotential ﬁg. Der erste Punkt von Definition 2.8 ist durch Annahme 1. bereits
erfiillt.

Fiir den zweiten Punkt nehmen wir F = 0 in der Aussage iiber die I'-Konvergenz von D7

und erhalten somit I'-Konvergenz in Punkt 2. Die Kraftabhéngigkeit von ﬁg impliziert:

-/VE)(% v, 0) = MO(q7 U, —Dgo(q)) = R—D&J(Q)<% U) + }_{:D&)(q) (Q7 _D50<Q))

Damit folgt dass D7 als Summe R_pg,(q) B E*_Dgo(q) darstellbar ist und somit Definition
2.8 erfiillt. 0O

Anmerkung 2.16

Die Umkehrung der Aussage von Lemma 2.15 gilt nicht. Aus der EDP-Konvergenz
folgt zwar dass ein Dissipationspotential Ro mit My(q, v, —DE(q)) = Ro(q,v) +
Ri(q, —DEy(q)) existiert, jedoch bendtigen wir fiir ein kraftabhiéingiges Potential Infor-
mationen iiber My(q, v, ) fir alle £ und nicht nur fiir £ = —DEy(q)
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2.8 Eigenschaften von Tilt-EDP und Kontakt-EDP Konver-

genz

Lemma 2.17

(Unabhdngigkeit vom Tilt bei Kontakt-EDP und Tilt-EDP Konvergenz)
Es gelte

tiEDP coEDP

(Q,(%,RJ —_— (Q,go,Ro) bzw. (Q,EE,Re) —_— (Q, 50,7?,0)

Dann folgt fiir alle F € C'(Q)

tiEDP coEDP

(Q, 6. +F,R) —= (Q,& + F, Ry) baw. (Q.&,R) L5 (9,60, Ro)

Hier ist R, dasselbe Dissipationspotential fiir alle F

Beweis:

Die Konvergenz der Familie (Q, &, R.) gegen (Q, &y, Roy) bedeutet, dass die Annahmen
2.10 fiir sie erfiillt sind. Daher iiberpriifen wir nun ob die Familien (Q, &, + F, R,) diese
ebenfalls erfiillen. Seie also (Q, & + F, R.) eine solche Familie.

Die I'-Konvergenz, Teil 1. der Annahmen, folgt direkt aus Stetigkeit von F und den Ei-
genschaften der I'-Konvergenz.

Seie also fiir F € C1(Q), dann:

T
Dc(q. F) = / [Re(q.q) + Ri(q, =D(E + F)(q) — DF(q))dt = DL (¢, F + F)
0
Demzufolge D7 (-, F) 5 DT (-, F+F) und wir haben mit Ny(¢,v,n) = No(q, v,n—DF(q)):
~ ~ T ~
o1 (0.7 +F) =90 7) = [ Nla.d.~DF(a)at
0

Demnach gilt mit Z)~6T, DT sowie Ny Teil 2. und Teil 3.
Wir sehen dass Teil 4. sowie Teil 5. erfiillt sind, wenn wir mithilfe der Definition
Mo(q,v,€) = Ny(q,v, & + DEy(q) + DF(q)) beobachten, dass:

Mo(q,v,8) = No(q,v,&§ +DE(q)) = Mo(q,v,€) (2.14)

Somit sind die Annahmen 2.10 erfiillt.
Die Gleichung (2.14) My, = M, bedeutet, dass die Familie (Q, &, + F,R.) das gleiche
Konvergenzverhalten zeigt wie die Familie (Q, &, R.) ohne Tilt O
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Lemma 2.18

Wir haben
Tilt-EDP-Konvergenz mit ﬁo —> Kontakt-EDP-Konvergenz mit R.ss = ﬁo

sowie
Kontakt-EDP-Konvergenz

—> simple EDP-Konvergenz
Refs superlinear Vq
Falls also Tilt-EDP-Konvergenz hilt, so gelten alle 3 Konvergenzen und ﬁo =Ress = Ro
Beweis:

Beide Pfeile sowie die Aussage folgen direkt aus Lemma 2.13 OJ

Lemma 2.19

(Alternative Charakterisierung der Tilt-EDP-Konvergenz)
Fiir eine Familie von Gradientensystemen (Q, &, R.) sowie ein festes Gradientensystem

(Q, &, Ro) sind folgende Aussagen dquivalent:

tiEDP

1. (Q,&,R) —— (Q,&,Ro)

2. Fiir alle F € C1(Q) gilt (Q,&. + F,R) 225 (9, & + F, Ro)

Die Probleme simpler EDP-Konvergenz kénnen nicht dadurch gelost werden, dass wir
sie fiir alle Versionen mit Tilt des Gradientensystems fordern was nach diesem Lemma
dquivalent zur Forderung nach Tilt-EDP-Konvergenz ist. Da nach Lemma 2.18 im Falle
der Tilt-Konvergenz die Dissipationspotentiale der drei Konvergenzarten iibereinstimmen
werden hier also alle Systeme ausgeschlossen bei denen simple EDP-Konvergenz proble-
matisch ist in dem Sinne, dass ein von der Kraft abhéngiges Potential geliefert wird.

Hier ermoglicht uns die Beschrankung auf Kontakt-EDP-Konvergenz eine Abschwichung
der Forderung die jedoch den wichtigen Teil, ndmlich die kinetische Relation, erhilt. Dies

werden wir uns an den ersten beiden Beispielen im folgenden Kapitel ansehen.
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Kapitel 3

Anwendung

3.1 Kontakt-Konvergenz fiir Beispiel 3: Oszillierende Dissi-

pation

Wir kommen zuriick zu unserem Beispiel aus der Einleitung und betrachten eine Familie
von Gradientensystemen (Q, &, R.), e > 0 deren Energie unabhéngig vom Parameter € ist

wihrend das Dissipationspotential in q oszilliert. Fiir u € C°(R?) mit u(q,v) = u(q,v+1)

RE(Q7 U) — p“(QaQQ/E) U2,

w ist dabei durch 0 < m < u(q,v) < M < oo beschrankt und wir setzen:

ist also:

B(q) o ©— !
Regs(g,v) = —5=v" wobei zi(q) = | - pu(q,)dy
0
Mit dem folgenden Satz sowie Lemma 2.9 folgt nun die Konvergenz von ¢., den Lésungen

von:
0 = p(qe, ge/€)ve + DE(qc)

gegen die Losung q des Gradientenflusses:

0 =7(q)v + DE(q) (3.1)

Satz 3.1

Wir haben mit (R, &, R.) coBDP, (R,E,Ress) ein klassisches Gradientensystem, dh.

Resr(q,-) ist quadratisch.

Auflerdem ist das effektive Dissipationpotential unabhéngig £.

Fiir nicht konstante y(q, -) haben wir keine Tilt-EDP-Konvergenz und das Dissipationspo-
tential Ry (g, -) der EDP-Konvergenz die vorliegt ist abhiingig von £ und nicht-quadratisch.
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Wir wollen nun zeigen, dass die Gradientenflussgleichung welche aus EDP-Konvergenz
hervorgeht mit derjenigen aus Kontakt-EDP-Konvergenz Gleichung (3.1) tibereinstimmt.

Dazu betrachten wir:

Dies lédsst sich genauer ausdriicken indem wir die explizite Form von M, in Glei-
chung (3.4c) betrachten und feststellen, dass Moy(q, -,-) nur von v? £ abhingig und in
beiden Variablen linear homogen ist:

Mo(g,v,€) = (€ — lg)*v*) ¢ (qa W)

¢ : R x [0,1] — R ist hierbei eine stetige Funktion fiir die gilt:

p2(a) 1 1 S0

gb(q,O) = 2ﬁ(Q)2 ) ( /2) ( ) ¢<Qa 1) = M7 ¢(Q7 8) Z ﬁ(Q)

wobei die letzte Relation aus My(q,v,§) > v mithilfe der effektive kinetischen Relation
und max {/s — s? | s € [0,1]} = 1 folgt. Hier sind:

p1/2(q) == (/0 \/u(q,y)dy) sowie  fumax(q) := max{u(q,y) [y € 0,1]}  (3.3)

Nun ldsst sich somit, indem wir der Konstruktion im Beweis von Lemma 2.13 folgen, das

kraftabhéngige Dissipationspotential darstellen als:

Rela.0) = (€ +70) 6 (0 oo ) — €00a.)

Wenn wir nun also Ro(q,v) = R_ pe(g) (¢, v) einsetzen wird aus Gleichung (3.2):

0 = 27i(q)* vty (q7 Dg(ql)zgiqﬁ)(q)%?) +DE(q)

(g, s) = (g, s) — s050(q, 5)
Die Aquivalenz von Gleichung (3.1) und Gleichung (3.2) folgt nun, da d,¢(g, 1) = 0, aus
¢(q, 2) ¢(Q7 2) - 2N1(q)'

Wir finden also fiir EDP-Konvergenz die untenstehende kinetische Relation vor, welche

wobei:

die bereits erwidhnten Unnatiirlichkeiten illustriert. Sie ist nicht linear und abhéngig von
der Energie £, somit also 'unnatiirlicher’ als die durch Kontakt-EDP-Konvergenz erlangte,

simple Relation. v — & = Ti(q)v

v € = 0,Molq,v, —DE(q)) = 2fi(q)*v¥ (DS( DE(q)’ )

q)? + 1i(q)*v?
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Beweisskizze fiir Satz 3.1:

if(Qf):/O Nc(q,4,—=DF(q))dt mit Nc(q,v,n) = Re(q,v) +Ri(q,n — DE(q))

Bezeichne das Dissipationsfunktional mit Tilt. Wir erhalten nun:
2

M(Q7U77]> = ﬁ(Qv Q/é?,Uﬂ? - ,DE(Q)) mit J{\/(q?yﬂ)ug) = M(q27 y>v2 + 2,u(q y)

Da unser Gradientensystem wie sich leicht zeigen lieBe die Annahmen (2.14) aus [2] er-

fiillt und der Integrand N die gleichméfige Stetigkeit aus der dortigen Gleichung (3.3),
lassen sich lim inf-Abschéitzung sowie die Wiederherstellungsfolge analog zu den beiden
Propositionen (3.6)&(3.7) konstruieren.

Somit erhalten wir das Limit-Funktional D7 (-, F)(dort J):

T
Dg(q,f)Z/o No(q,4,—DF(q))dt mit  Ny(q,v,n) = Mo(q,4,n — DE(q)),

wobei My durch Homogenisierung gegeben ist:

Mo(g, v, &) = inf { / ;/V(q,z(s),vz'(s),o ds |z € H},} (3.4a)

I N R G A D
_ f{/s()( ] +2M<W(S)))dy eHv} (3.4b)

— inf { /y io (” <2qb’ (3;);2 + ;L(E/q)i)) dy | b(y) > 0, /0 1 b(y)dy = 1} (3.4¢)

Hier ist H. := {z € H*((0,1)) | 2(1) = 2(0) + sign(v)}.

Wie in [2] finden wir eine starke Abhéngigkeit von der 1-Periodizitéit von p sowie der

Tatsache, dass ¢ = y skalar ist.

Wir wollen nun zeigen, dass wir in mit M, eine Struktur vorliegen haben die nicht durch
eine duale Dissipationssumme R @R, gegeben ist. Dazu werten wir Mo(q, -, -) entlang

der Achsen £ = 0 sowie v = 0 aus:

Mo(q,v,0) = Ml/;(Q)UZ mit  jiy2(q) = (/01 \/mdy>2

1
Pmax ()

Mo(q,0,€) = £ wobei  fimax(q) := max{u(q,y) | y € [0,1]}

Das Ergebnis entlang der Achse & = 0 sehen wir indem wir in Gleichung (3.4c) b nahe



3.1 Kontakt-Konvergenz fiir Beispiel 3: Oszillierende Dissipation 29

von Maximierern von p(q,-) konzentrieren, fiir die Achse v = 0 betrachten wir Glei-
chung (3.4b) und minimieren fol p(z)2"dz unter der Einschrinkung z(1) = 2(0) + 1.
Hier léasst sich nun sehen, dass fiir nicht konstantes (g, -) also keine Tilt-EDP-Konvergenz

vorliegt, da sich in diesem Falle ji1/2(¢) und fimax(q) unterscheiden.

Die Kontaktmenge Crq, = {(v,&) | Mo(q,v,&) = (£, v)} lisst sich wie folgt konstruieren.

Fiir v = 0 folgt mit unserer vorherigen Auswertung My(q,0,§) = Mmalx(q) €2 = 0, somit

also & = 0. Ist v # 0 existiert nun durch Koerzitivitit ein Minimierer « € H} fiir Glei-

chung (3.4b). Die Kontaktbedingung lautet nun also:

(s @) e N
Mila.0.6) = | ( ! +2M<qu(5>)>d e [ Wl (35)

Nun folgt allerdings die Abschitzung nach unten My(q,v,€) > £v mithilfe von :

(g, 2(5)) (v7'(s))” L& > [v]2(s)€ (3.6)

2 2u(q, 2(s))

fiir Gleichung (3.4b) und Integration iiber s € [0,1] (Hier gilt die Gleicheit nur genau
dann, falls p(g, 2(s))v|2'(s) =€)

Das bedeutet nun, dass ¢ fiir fast alle s € [0,1] die Bedingung pu(q,c(s))|v]i(s) = &
erfiillen muss, sodass wir mit Integration iiber s in Gleichung (3.6) nun also v = £ sowie

die Kontaktmenge finden:

Cato(q) = {(v, &) € R* | Mo(q,v,€) =&} = {(v,filq)v) | v € R}

Hier ldsst sich nun die gesuchte kinetische Relation ablesen und wir erhalten das quadra-

tische Dissipationspotential: R.sf(q,v) = @02
Fiir das Dissipationspotential der EDP-Konvergenz (siehe Lemma 2.18) schliefen wir dar-
aus, dass fiir Ro(q,-) == Mo(q, v, —DE(q)) — Mo(q,0, —DE(q)) eine Abhingigkeit von &

vorliegt, da wir M nicht als Dissipationssumme darstellen konnten. Offensichtlich ist

auch v — Ro(g,v) nicht quadratisch.

Um die Betrachtung dieses Beispiels abzuschliefen wollen wir noch die folgenden beiden

Anmerkungen machen:

Anmerkung 1

Falls Tilt-EDP-Konvergenz vorldge hitten wir die duale Dissipationnssumme

Mess(q,v,8) = Repp(q,v) + Ripp(q,§). Da diese nicht vorliegt wollen wir iiberpriifen ob
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die Abschétzung My < R.ss + Ress aus Kapitel 5.4 in [2] hier halt.
Setzen wir dazu in Gleichung (3.4¢) by .= y — u(q,y)/fi(q) ein so erfiillt by die Anforde-

rungen an b per Definition und wir erhalten:

LR N ) S W () e Sl Nt R
witan©) < [ (0 + i) 0= H5 + g = Renla) + Ry

Die Energiedifferenz Resr + R T M > 0 illustriert die Relaxation der Kontakt-EDP-

Konvergenz im Vergleich zur Tilt-EDP-Konvergenz. Fiir das Funktional M, skalieren wir

durch Homogenisierung R und R* um. Der Effekt wird insbesondere in der Anforderung
an z in Gleichung (3.4b) deutlich wo dessen Endpunkt vorgegeben ist.

Das bedeutet, dass eine Minimierung auBerhalb der Kontaktbedingung Mg(q,v,§) =
(v, &) nicht zwangsldufig eine Losung 2 des Gradientenflusses darstellen muss. Hier sehen
wir warum Kontakt-EDP-Konvergenz eine natiirliche Wahl darstellt: fiir die relevanten
Paare (v, &) ist die Minimierung im mikroskopischen Bereich der Definition von Mg mit
makroskopisch vorgegebenen Rate v eine Gradientenfluss-Losung und wir erhalten ein

effektives Dissipationspotential.

Anmerkung 2

Folgen wir der Diskussion in Kapitel 4.4 sowie 4.5 in [2] so kénnen wir zeigen, dass
Mo(q, -, &) sowie My(q, v, ) konvex und somit Bipotentiale sind.
Betrachten wir My(q,v,-): Wir ignorieren hier die Abhéngigkeit von ¢ und mit v > 0

definieren wir W(, h) = fol /&% + 2hpu(y)dy und erhalten:
Mo(v,&) =vW(E H(v,§)) — H(v,&), wobei 1 = vDyuaW(E H(v,§))

Hier ist also H(v, &) implizit definiert und mithilfe des Satzes der impliziten Funktionen
erhalten wir(vgl. Lemma 4.13(d), [2]):

v 2
DiMo(v.€) = 75— ((DgDH(v,s)W) — DV + DH(v,s)W)
H(v€)
Dies ist nicht-negativ, da WV konvex in £ und konkav in A ist.
Die beiden einzelnen Konvexitdten bedeuten jedoch nicht, dass eine gleichzeigtige
Konvexitat in v,& vorliegt. Um dies zu sehen koénnen wir M, fiir die drei Punkte

(vo,0), (0, Fivy), (3v0, 37ivo) betrachten:

2 — 2 — 9
H1/2v _ v 1 1 v
Mo (v0,0) = 1/22 07 Mo (0, iwg) = (2'[’: o) , My (5007 Q,uvo) = _,u40

Fiir die letzte Gleichung nutzen wir, dass (%vg, %ﬁvo) die Kontaktbedingung erfiillt. Da er

sich zwischen den beiden anderen Punkten befindet haben wir Konvexitdt nur vorliegen,
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falls:

g _ 1 (vaé , (w)”

- <~ U < 7)) max
ey 5 2umax> i< page + (1)

Wiihlen wir g nun passend, bspw pu(y) = a + |2y — 1|7 fir y € [0, 1], so finden wir einen

Widerspruch wenn « klein genug und v grof§ genug ist.

3.2 Das Beispiel oszillierender Energie aus [2]

Wir kommen nun zu unserem in der Einleitung als Beispiel 4 (1.8) angefiithrten Modell.
Wir betrachten dazu Gradientensysteme (R, &, R) wobei die Energie definiert ist durch:

Ed(t,0) = ®(a) = D)g + W(g, ) (37)

Dabei bezeichnet ® den makroskopischen und VW den mikroskopischen Anteil der Energie,
[ist die Kraftausiibung.

Die Untersuchung dieses Modells in [2] hat die Konvergenz des Modells gegen (R, &, Reff)
im Sinne der Kontakt-EDP-Konvergenz gezeigt, die Tilt-EDP-Konvergenz ist jedoch eine

zu starke Forderung.

Wir geben fiir YW, R nun ein explizites Beispiel an um das Resultat aus [2] ebenfalls in

expliziter Form darzustellen:

W(q,y) = A2<7§) sin(2ry)  und  R(q,v) = 2#(2(1) (3.8)

wobei A, u € C°(R) positive untere und obere Schranke besitzen.

Satz 3.2

Fiir die durch Gleichung (3.7) und Gleichung (3.8) definierte Familie von Gradientensys-
temen (R, &, R) gilt:

e Im Sobolev-Raum H'([0, T]) haben wir schwache I'-Konvergenz von
D1(q) := fOT (R(q,v) + R*(q, —DE(q)) dt gegen
DT g [ Mo(q,v, (t) — DP(q))dt mit:

Mg =t [ (LD M A o )

wobei H! := {z € H'((0,1)) | 2(1) = 2(0) + sign(v)}

e Fiir alle ¢,v,£ € R gilt My(q,v,§) > v sowie:

Mo(q,v,€) = v€ <= v = psign(€)/max{¢2 — A(q)?,0}
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e Mit der Limit-Energie & und dem effektiven Dissipationspotential R s

o] w2
Eo(t,q) =P(q) — (t)g und Repr(v) = /0 \JA(g)? + m dw

coEDP

haben wir Kontakt-EDP-Konvergenz (R, &, R) —— (R, &, Reff)
e Wir haben keine Tilt-EDP-Konvergenz fiir (R, &, R)

Der Beweis erfolgt in d&hnlicher Weise wie fiir Satz 3.1 und wir verweisen wieder auf Kapitel
3&4 in [2].

3.3 Anwendung von EDP-Konvergenz fiir partielle Diffe-

rentialgleichungen

Nun betrachten wir die Anwendung des Konzeptes im Kontext von PDEs am Beispiel einer
1-dimensionalen Diffusionsgleichung mit einer diinnen Schicht sehr niedriger Diffusivitét.
Unter passenden Annahmen an die Skalierung von Diffusionskoeffizient und der Weite
der Schicht erlaubt uns dieses Modell im Limit ein Membranmodell zu erhalten. Eine
ausfiihrlichere Behandlung findet sich in [26].

U = O0y(ac(x)(Opu + ud,V(x))) in Q = (—1,1)

Oyu(t,z) +u(t,z)0,V(z) =0 fir v = —1,1 (3.9)

Mit Ag(z) = zlog(z)—z+1 sehen wir, dass die Gradientenfluss-Gleichung (3.9) vom Gradi-
entensystem (P(2), &, RY) erzeugt wird wodurch sie eine Wasserstein-Gradientenstruktur
erhélt. Hierbei sind:

Ec(u) :/Q)\B (56(8)>w6(x)dx sowie RI(u,&) = %/Qae(x)u(x)(axf(x))Qda:

Hierbei ist w, die Gleichgewichtsdichte mit:

o Vela)

We($) = fQ o—Ve@ dy (310)

Wir betrachten ein von e unabhingiges Potential V' € C'([—1,1]) sodass w, = wy. Das

Funktional & = £ ist als die relative Boltzmann-Entropie definiert:

E(u) = /Q A (i) wodar /Q (s (u) + u(V + log Zy) — Dda

wo
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Fiir den Diffusionskoeffizienten a, nehmen wir an, dass es Funktionen a,a, € C'([0, 1])
sowie a_ € C'([—1,0]) gibt die auf [0,1] durch a > 0 nach unten beschréinkt sind. Dann:

a_(x) firz <0,
ac(z) = < ea.(xe) fiir x € [0, ¢, (3.11)

ar(x) firz>e

Wir haben also im Intervall [0, €] einen Diffusionskoeffizienten der ebenfalls von der Gro-
Benordnung € ist und sehen eine nicht-triviale Abhéngigkeit von a, im Bezug auf x. Ebenso

besitzt a. wihrend das Potential V' auf [—1, 1] stetig ist also Spriinge in z = 0,z = €.

Satz 3.3

tiEDP

Wir haben (P(Q2),&,R.) (P(Q), €, Ry) wobei Rq wie folgt iiber dessen Legendre-

Dual 7@3 definiert ist:

Ri(w.6) = [ G0 e+ [ 0070 + an/al0Tu0)E (€07) - £07)

-1

wobel

1t e ¢
aeﬁ/o a*(q;)dx und C(C)f4cosh(§)—4 (3.12)

Fiir den Beweis verweisen wir auf den Beweis von Satz 4.1 in [16]

Fir x € [—1,1] \ {—1,0,1} erhalten wir nach wie vor die Otto-Wasserstein Diffusion,
allerdings kénnen sich an der Membran in x = 0 Transmissionsbedingungen ergeben die
durch mogliche Spriinge in £ und u entstehen.

Wenn wir nun das Limit aus Gleichung (3.9) als Gradientenflussgleichung betrachten ist
dies ebenfalls wieder eine lineare Gleichung, allerdings mit Bedingungen an den Transport

in x=0:

O (a—(2)(Opre + ud,Vo(x))) Q= (

Oy (a+(x)(6? u+ud,Vo(r))) in Q:=(0,1),
(0) (@xu(07) +u(07) (

a+(0) (yu( 0+ )+ u(0)

Oyu(t,x) + u(t, x)0, Vo(x)) fir o ==+1 (3.13e

a_

a_

o o o =
||

Diese Bedingungen lassen aber auch in diesem Beispiel nicht zu aus der Gradienten-
flussgleichung die kinetische Relation zu extrahieren aus der die Transportbedingungen

entstehen. 7/53 triagt also auch hier zusétzliche thermodynamische Information. In der Tat
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ldsst sich dhnlich zu Satz 3.1 in [1] aus der kinetische Relation, hier allerdings in schwacher

Form, also die Bedingungen c) und d) herleiten:

1 o~
/_ Bz = DRy (u. )1

= /O a_0,£0Yudx + /1 a4 0,0 pudx
+ aery/u(07)u(0)(€*) (£(0%) = £(07)) (2(0%) —(07))
—— [ ocfaug) v /O 0, (a4 u0,E) Yda

+ [aar/a0)u(07)(€) (607) = £(07)) = a4 )u(0)2.(07)] ¥(0%)
+ [aur /a0 )u0F) (@) (€(07) — £(07) = a4 (0)u(07)2,(07)| ¥(07)

— a_(~Du(~1)3,E(~ )b~ 1) + ap (Du(1),E(L)w(1)

Durch Einsetzen von { = —DE(u) = —log(-) = —logu — V' erhalten wir ebenfalls die
Gleichungen aus (3.13). Insbesondere erhalten wir ¢) und d) mit:

Vab(€*) (loga — log b) = 2V ab sinh(log(%))

— Vab(elos@/h)/2 _ o=los(@/%)/2) — /g, ( \/% _ \/E ) Cu—b
a

Anmerkung

Die cosh-Gradientenstruktur hat fiir die in [25] betrachteten Systeme eine interessante
Eigenschaft. Die Autoren betrachten I € N Partikel die mit Raten A, interagieren. Die
Evolution der Konzentration ¢; € [0,1] einer Spezies i € {1,..,1} ldsst sich durch die

Mastergleichung beschreiben:
¢ = Ac

Es wird die Konvergenz fiir Systeme betrachtet deren Reaktionen in schnelle(S)& langsa-

me(L) aufgeteilt werden, sodass wir die folgenden Gleichungen erhalten:

o= A€ E:<AL+1AS)CE
€
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Diese werden von Gradientensystemen (Q, £5,, RY) generiert mit:

Q=1{cel0,1]’ ch =1}, R (c,€) = KZkA Z—'gme:*(gi—gk),sgz = H(c|w)
Hier ist w® ein Gleichgewichtszustand dessen Existenz nétige Bedingung fiir die Existenz
einer Gradientenstruktur ist. H(c|w® bezeichnet die relative Boltzmann-Entropie von ¢
relatic zu w® welche durch den Logarithmus als Inverses die "cosh’-Struktur erzeugt. Die
Autoren zeigen, dass diese Struktur die einzige ist welche unter Tilt-EDP-Konvergenz
stabil ist, das heiffit im Limit bleibt die cosh-Struktur erhalten.

3.4 Tilt fiir Markov-Prozesse

3.4.1 Grofle Abweichungen in Markov-Prozessen und Gradientenfliisse

Fiir eine Folge stetiger Markov-Prozesse Q" in Q welche mit Bezug auf die Mafle pu" €

P(Q) reversibel sind nehmen wir an, dass sie die folgenden beiden Punkte erfiille: (vgl.

[19])

1. Mit der Cramér-Funktion K : Q — [0,00] erfiillen die invarianten Mafle p" ein

grofle-Abweichungen Prinzip, also

"~ exp(—nkK), fir n — oo

2. Die Zeitverlaufe von Q™ erfiillen mit der Cramér-Funktion I : C'(]0, oc]; Q) — [0, o0]
ein grofle-Abweichungen Prinzip in C(]0, oo]; Q), also

Prob(Q" ~ q|Qf =~ q(0)) ~ exp(—nl(q)), fir n — oo (3.15)

Dies erlaubt die Funktion I mithilfe von einem symetrischen Dissipationspotential R

darzustellen als:

o) = 550(T) = 35@O) + [ Rig.i)+ R ~5PS@)ldt (310

Hier ist das Funktional I(g) > 0 und fiir eine Folge von Realisierungen ¢, des Prozesses
Q" gilt Prob(q,, — q) = 1 wobei die Kurve ¢ I(q) = 0 erfiillt.

I(q) = 0 lésst sich also mit dem Verhalten des Prozesses Q" im Limit identifizieren.
Diese Kurven sind Losungen der Gradientenflussgleichung v = D¢R* (¢, DK (q))

Wir haben also eine bijektive Abbildung zwischen I und dem Gradientensystem
(Q.1K.R)
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3.4.2 Nicht-dynamischer Kontext

Wir betrachten im nicht-dynamischen Kontext eine Zufallsvariable X™ in Q mit dem Ge-
setz ™ € P(Q). Wir betrachten nun den Tilt einer Zufallsvariable X, dh wir betrachten

eine neue Folge X7 mit:

1

Fin =— [ exp(—n " wobei = [ exp(—n " .
W)= 5 [ explnF o), wobei Z, = [ exp(-nFlayrdn) 17

Hierbei verbinden wir eine Eigenschaft die wir ohne sie explizit zu erwdhnen bereits ge-
nutzt haben mit dem Tilt von Zufallsvariablen: Die Additivitdt von Energien. Genauer
ist die totale Energie in einem System bei Zusammenfiithrung von Energien aus verschie-
denen Phénomenen einfach deren Summe. So entsteht die perturbierte Energie & + F
in einem System mit Energie £ aus der Summe dieser Energie und der Perturbation F.
Gleichung (3.17) iibt einen Tilt auf die Verteilung von F in Richtung kleinerer Werte aus
indem grofere Wahrscheinlichkeiten zu ¢ € Q zugeordnet werden bei denen F(q) kleiner
ist.

Sofern die p" Bedingung 1. sowie eine Bedingung an die Rénder der Verteilung erfiillen
folgt mit Varadhan & Brycs Lemma (siehe Kapitel 1.2 in [9]), dass u”™ ebenfalls ein

grofe-Abweichungen Prinzip erfiillen mit der getilteten Cramér-Funktion K7
pu"m ~exp(—nK”), K7 (q) = K(q) + F(q) + ¢ mit Konstante c

Die Konstante ¢ wird hier so ausgewihlt, dass inf K = 0. Dies kann so verstanden

werden, dass mit pu" ~ exp(—nkK)
exp(—nF)u" ~ exp(—nF — nK)

Was die Terme K(q) sowie F(g) in der Definition von K7 erzeugt. Die Konstante ¢ folgt
dann aus der Normalisierung in Gleichung (3.17) Wir sehen also im Tilt Gleichung (3.17)
ein Analog zur Additivitdt der Energien. Beide Konzepte stimmen im grofie-Abweichungen

Prinzip fiir n — oo iiberein.

3.4.3 Dynamischer Kontext

Wir betrachten einen Markov-Prozess Q™ in Q mit Generator GG". Beispielsweise Q™ 16se
4Q; = a"(Q})dt + b"(Q})dW,

in R?. Dann:

(6" 1)a) = a" (@) (@) + 55" ()" (@) A (a)

Wir wollen nun zeigen, dass Gradientensysteme die aus Markovprozessen entstehen eben-

falls eine Unabhéngigkeit aufweisen die wir in den vorherigen Sektionen bereits betrachtet
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haben, nidmlich die Unabhéngigkeit des Dissipationsfunktionals R. In der Anwendung ei-
nes Tilts haben wir nicht nur die Additivitidt der Energien angenommen, sondern auch
dass die Perturbation durch F die Dissipation nicht verédndert.

Diese Annahme ensteht wie bereits in der Einleitung erwéhnt dadurch, dass R die kine-
tische Relation zwischen Kraft & und der Anderungsrate v kodiert welche als unabhiingig

von der treibenden Energie angenommen wird.

Wir kénnen im dynamischen Kontext mithilfe der Logarithmus-Transformation von
Fleming-Sheu([8],[30]) den Tilt darstellen als:

(GT" F)(q) = exp(nF (q))G" (exp(—nF) f)(q) — exp(nF(q)) f(q)(G"exp(—nF))(q)
Sei @™ durch G erzeugt. Falls Q" ein invariantes Mafl p™ hat, so hat Q7" das Ma8
goexp(—nF)u" mit Z, = [, exp(—nF)dp"
In der Herleitung von Gleichung (3.16) findet man R* indem man von einer skalierten
Version der G™ das Limit betrachtet. Dafiir definieren wir im Sinne von Kapitel 8.6.1 in

[7] den nichtlinearen Generator:

(L") (a) = —exp(~nf(@)(G"erp(nf))(a)
sowie dessen Limit:
(Lf)(q) = lim L" f(q)
Fiir erfolgreiche Resultate aus dem grofle-Abweichungen Prinzip wirkt der Operator L auf

f nur durch die Ableitung D f, was uns folgende Identifizierung erlaubt:

Lf(q) = L(q,Df(q))

Das duale Dissipationspotential R* ist dann definiert durch:

1

R*(0,€) = L{g.€ + 3DK(9)) ~ L(g ;DK (1)

Wir kénnen nun indem wir G™ durch G¥" ersetzen zeigen, dass ein Tilt R* nicht beein-
flusst:

(77 f){g) = O (GT e (g

= le_”f(cf)enjr(q)G"(e"fe_”]C)(q) — le‘"f(‘l)en}—(Q)enfGne—n}'(q)

= L"(f = F)(q¢) — L"(=F)(q)
— L(f — F)(q) — L(=F)(q) fiir n - oo

= L(g,Df(q9) — DF(q)) — L(q, ~DF(q))



38 Anwendung

Das mit den Abweichungen des Prozesses Q7" verbundene Dissipationspotential R”*

erfiillt dann:

R7*(0.9) = |£la. + 5P (@) - DF) - £la ~DF (o)

_ {g(q, %’DK]:(q) — DF(q)) — L(q, —Df(Q))}

= L(q, €+ %DK(q)) — L(q, %DK (9))

=R*(¢,§)

Es lédsst sich also eine Analogie zwischen der Additivitdt von Energien und diesen sto-
chastischen Prozessen zeigen. Im mechanischen Kontext der Modellierung von Energien
ist die Unabhéngigkeit des Potentials Konsequenz von Modellierungsannahmen wéhrend
sie im Kontext der Stochastik mathematische Konsequenz des Tilts ist. Folglich ist das
Verhalten, egal ob die Gradientenstruktur aus Modellierung oder indirekt durch grofie-

Abweichungs Prinzipien entsteht, unter Perturbationen der Energie gleich.
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Kapitel 4
Zusammenfassung

Diese Arbeit befasste sich mit der Konvergenz von Gradientenfluss-Modellen in der Form
von Gradientensystemen(Q, &, R.) gegen ein Limitsystem. Dazu haben wir zunéchst be-
trachtet wie sich eine solche Konstruktion rechtfertigen lasst und haben festgestellt dass
sie durch die Kodierung einer kinetischen Relation in Form einer funktionellen Abhén-
gigkeit von ¢ und v zusétzliche Information zu einem Gradientenfluss hinzufiigt. Dabei
haben wir gesehen, dass die Zuordnung einer Gradientenflussgleichung zwar eindeutig ist,
andersherum die Zuordnung einer Gradientenstruktur jedoch in hohem Mafle uneindeutig.
Danach folgte mit dem Hauptfokus die Betrachtung der Konvergenz dieser Systeme. Auf-
bauend auf dem Energie-Dissipations-Prinzip von DeGiorgi haben wir dabei gesehen, dass
die Limitstrukturen (Q, &, R.) mit R, € {7%0, 730, Ref f} sich unterscheiden sofern keine
Tilt-EDP-Konvergenz vorliegt.

Bei Untersuchung der Relationen zwischen den Konvergenzarten in Lemma 2.18&Lem-
ma 2.18 haben wir dann festgestellt, dass die Tilt-EDP-Konvergenz genau in den Féallen
scheitert in denen wir die EDP-Konvergenz als problematisch angesehen haben. Ist das
Dissipationspotential der EDP-Konvergenz ndmlich von der Energie abhéngig so kann die
Tilt-EDP-Konvergenz nicht gelten. Hier erweist sich die Kontakt-EDP-Konvergenz als
niitzliche Briicke die uns dennoch erlaubt ein Limitsystem zu erhalten das mit der effekti-
ven kinetischen Relation konsistent ist. Dabei haben wir festgestellt dass diese effektiven
Relationen die mikroskopischen Informationen des im Limit verschwindenden Teils der
Energien & aufnehmen konnen sodass im Limit von klassischen Gradientensystemen ein
generalisiertes entstehen kann.

Zukiinftige Arbeit wiirde das Konvergenzverhalten weiterer Systeme betrachten und sich
mit der Frage der Kopplung von ansonsten unabhiingigen Gradientensystemen (Q¢, ¢, R?)

? e

iiber einen gemeinsamen Energieanteil F, : [, @° — R U {oo} beschiiftigen.
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