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1 Einleitung

1 Einleitung

Diese Bachelorarbeit behandelt das Hindernisproblem, ein klassisches Problem mit freiem
Rand. Das heifit, es ist ein Problem, bei dem ein Teil des Randes in dem Gebiet, in dem eine
partielle Differentialgleichung gelost werden soll, unbekannt ist. Diese Probleme sind héufig
in der Industrie, Biologie, im Finanzwesen oder auch in der Physik zu finden. Beispiele
dafiir sind das Wachstum von Tumoren, Hindernisprobleme fiir elastische Membranen,
Schmelz- und Erstarrungsphénomene, Bewertung von Finanzderivaten und viele weitere.
Wir méchten uns in dieser Arbeit auf das Hindernisproblem beschréinken.

Zu bemerken ist, dass es verschiedene Hindernisprobleme gibt. Es gibt solche mit zwei
Hindernissen, welche fiir Integro-Differential Operatoren, das Hindernisproblem mit diin-
nem Hindernis, das klassische Hindernisproblem und weitere. Auch diese Probleme sind in
unterschiedlichen Bereichen zu finden. Das Hindernisproblem mit diinnem Hindernis finden
wir zum Beispiel in der Biologie. Der Prozess der Osmose, bei dem nur bestimmte Teilchen
eine semipermeable Membran passieren kénnen, kann durch das Hindernisproblem mit
diinnem Hindernis mathematisch beschrieben werden. Wir beschéftigen uns in dieser Arbeit
allerdings mit dem Hindernisproblem, bei dem wir bei gegebenen Hindernis v :  — R"
und der Funktion f : 2 — R” einen Minimierer fiir das Energiefunktional

E(v) = /Q <;|VU\2 —fv) dz

unter allen Funktionen v € H'(Q), fiir die v > ¢ in Q C R” und v = ug auf 9 gilt, suchen.
Zudem ist ug : 02 — R mit ug > 1 ebenfalls vorausgesetzt. Es ist ein Problem, welches auch
in der Physik vorkommt. Es handelt sich dabei um eine elastische Membran, die am Rand
fest fixiert ist und dessen Auslenkung durch ein unter ihr befindliches Hindernis begrenzt
wird. Das Problem besteht darin die Gleichgewichtsposition der Membran zu finden. Diese
Gleichgewichtsposition stellt also die Losung des Problems dar. Das Ziel dieser Arbeit ist es
den entstandenen Rand der Kontaktfliche von Membran und Hindernis, der als freier Rand
bezeichnet wird, hinsichtlich der Regularitdt zu untersuchen. Regularitdtsuntersuchungen
freier Rédnder entwickelten sich erst Ende der 70er Jahre. Daher wird dieses Gebiet bis
heute viel erforscht. Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist es die Existenz und Eindeutigkeit ei-
ner Losung des Problems zu beweisen, wobei der Beweis der Existenz im Vordergrund steht.

Nach dieser kurzen Einfiihrung in das Thema werden wir in Kapitel 2 weitere Grundlagen
fiir das Verstédndnis des Problems liefern. In Kapitel 2.1 werden wir dazu zunéchst einige
Definitionen zum Thema der Sobolev-Rdume anbringen. Da wir die Existenz einer Losung
des Problems mit der direkten Methode der Variationsrechnung zeigen mochten, wird das
Verfahren der Methode im Kapitel 2.2 thematisiert. In dieser Einleitung haben wir schon
einen kleinen Teil der physikalischen Motivation des Hindernisproblems fiir eine elastische
Membran erwahnt. In Kapitel 2.3 werden wir dann eine genauere physikalische Motiva-
tion sehen. Anschliefend kénnen wir dann das Problem ins Mathematische iibersetzen.
Diesen Teil finden wir unverdndert in Kapitel 7.1 des Buches Mathematische Modellierung
[EGK17] von Christof Eck, Harald Garcke und Peter Knaber, welches die Grundlage dieser
Bachelorarbeit darstellt. Der Hauptteil der vorliegenden Arbeit befindet sich in Kapitel
3. Dort werden wir mit der Vorarbeit aus Kapitel 2 die Eindeutigkeit und die Existenz
einer Losung mit der direkten Methode der Variationsrechnung zeigen. Danach werden
wir die Regularitéit des freien Randes genauer untersuchen. Dafir werden wir dann zur
Vereinfachung annehmen, dass fiir das Hindernis ¥ = 0 gilt.



2.1 Sobolev-Réume 2 Grundlagen

2 Grundlagen

2.1 Sobolev-Raume

Wir méchten in diesem Kapitel einige Definitionen angeben. Darunter sind vor allem
Definitionen bestimmter Funktionenrdume, die im Verlauf dieser Arbeit erscheinen. Wir
beginnen mit den Lebesgue-Raumen. Wir werden in Kapitel 2.4 voraussetzen, dass das
Hindernis 9 in einem solchen Lebesgue-Raum liegt.

Definition 2.1. Sei Q C R? ein Gebiet und 1 < p < oco. Dann wird die Menge der
Lebesgue-Riume definiert durch

LP = {f: Q — R messbar | || f||r < oo},

wobei || f||» = (/Q\f(x)\fﬂdxy pie

essupyeq | f(2)] = inff_ ;s supeq [f(2)] p= oo
Durch die Menge

Ljpe() = {f Q—=R|fe M(w)VocQ kompakt}
werden die lokal integrierbaren Funktionen definiert.

Definition 2.2. Der Raum der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen f : @ — R,
Q c R4 ist C™(Q). Die dazugehérige Norm ist gegeben durch

[fllom == sup  [D*f(x)] < o0
z€Q, |a|<m

|l
mit D% = 9

n

— o . . -~ ‘

= Sorg Gana wobei a = (a1, ..., ay,) € N ein Muliindex ist und |a| = > a;.
x1... In i=1

C3° () ist der Raum aller unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen f :  — R,
Q C R? mit kompaktem Triger supp(f) := {z € Q| f(z) # 0} C Q.

Wir haben schon in der Einleitung erfahren, dass das Hindernisproblem ein Problem mit
freiem Rand ist. Es geht also darum eine partielle Differentialgleichung in einem Gebiet mit
teilweise unbekanntem Rand zu l6sen. Die schwachen Ableitungen, die wir im Folgenden
definieren, sind wichtig fiir die Theorie der partiellen Differentialgleichungen. Sie werden
fiir Funktionen benutzt, die im klassischem Sinn nicht stark differenzierbar sind.

Definition 2.3. w € L},, heiit schwache a-Ableitung von u € L., wenn gilt

[ 0@ pla)do = (-1 [ @)Dp(a)dz Vo€ GO,
Q Q
wobei « ein Multiindex ist. Wenn eine solche Ableitung existiert, so ist sie eindeutig.

z Lz € (0,1]
1 ,ze(1,2)

Beispiel 2.4. Es seien Q = (0,2), u : R = R; u(x) = { und o = 1.
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Wir bekommen dann die schwache Ableitung w von u durch

/02 u(x)y' (z) dz :/le ¢ (z)dz + /12 1¢/(z)dz
1
2 lwp@h - [ 1o(a)de +e@)}
=p(1) -0 - /Olw(w) dz +¢(2) — ¢(1)

1 \ 2
:—/ gp(x)dxi—/ w(z) p(x)dr Y e CF°.
0 0

1 ,z€(0,1

ist die schwache Ableitung von u(z).
0 ,ze(1,2)

Sobolev-Raume spielen bei partiellen Differentialgleichungen ebenfalls eine entscheidende
Rolle. Sie sind Funktionenrdume, in denen die schwach differenzierbare Funktionen liegen.
Wir werden sie bei dem Verfahren der direkten Methode finden. Zudem werden wir im
Folgenden einen speziellen Sobolev-Raum, den m-Hilbertraum definieren. Dieser ist fiir
das Minimieren des Dirichlet Energiefunktional oder auch anderer Variationsfunktionale
notwendig. Auflerdem werden wir in Kapitel 3.1 viel mit Hilbertrdumen arbeiten.

Definition 2.5. Fir m e Nund 1 < p < oo ist
W™P(Q) = {fe LP(Q)| f hat schwache a — Ableitung D*f € [P(Q) V|a| < m}
mit der Norm )
P
| fllwm» = ( > HDafH’ip)
|| <m

der (m,p)-Sobolev-Raum.
Fiir p = 2 ist auf H™(Q) := W™2(Q), m € N ein Skalarpodukt
(Fog)m = 3 /QDafDo‘gdx

la|<m

definiert. H™ wird als m-Hilbertraum bezeichnet. Ein Hilbertraum ist ein wvollstindiger
Vektorraum, das heifit ein metrischer Raum, in dem jede Cauchyfolge konvergiert, versehen
mit einem Skalarprodukt.

Zum Schluss dieses Kapitels moéchten wir noch zwei hilfreiche Theoreme ohne Beweis
angeben. Eines davon ist die Poincaré-(Friedrichs-)Ungleichung, die wir in einem Beweis,
bei dem wir die direkte Methode anwenden, nutzen werden.

Theorem 2.6. Der Raum W™ ist zusammen mit der Norm || - ||yym.» vollstandig.

Beweis. siche [N11, Satz 2.13] O

Theorem 2.7. (Poincaré-(Friedrichs-)Ungleichung)

Sei 2 C R™ ein beschrinktes und zusammenhéngendes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Zudem
sei I' C 09 einfach zusammenhéangend mit |I'| > 0. Dann existiert eine Konstante C' > 0,
sodass fiir alle v € Hf = {ve HY(Q)|v =0 auf I'} gilt

[oll2 < ClVoll 2

Beweis. siehe [W17, Folien 52/53] O
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2.2 Direkte Methode der Variationsrechnung

In diesem Kapitel mochten wir die direkte Methode der Variationsrechnung kennenlernen,
um diese fiir den Beweis der Existenz einer Losung in Kapitel 3.1 nutzen zu koénnen.
Wir orientieren uns dazu an [D04]. Wie der Name schon vermuten lésst, konnen wir mit
Hilfe der direkten Methode die Existenz von Minimierern direkt nachweisen, ohne die
zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen der Funktionale genauer untersuchen zu miissen.
Sei Q C R” ein beschriinktes und offenes Gebiet mit Lipschitz-Rand und f : Qx RxR™ — R,
f = f(z,u,§). Wir betrachten das Grundproblem der Variationsrechnung:

inf {I(u) = /Qf(ac,u(ar),Vu(a:))dx |u € up+ Wol’p(Q)} . (2.1)

Dabei bedeutet u € uy + Wy (Q), dass u,ug € W(Q) und u — ug € WP (Q), also gilt
u = ug auf 9. Zudem soll u aus einer schwach abgeschlossenen Menge K stammen. Wir
mochten gleich die Existenz einer Losung u € up+ VVO1 P des Problems (2.1) unter geeigneten
Voraussetzungen zeigen. Vorher erwdhnen wir kurz die drei Hauptschritte, um die Existenz
eines Minimierers direkt zu zeigen:

Schritt 1: Kompaktheit

Wir wéhlen zunéchst eine minimierende Folge w, € ug + Wol P(Q) zu (2.1), das heifit
lim I(u,) =inf{I(u)}.

vV—00

Danach zeigen wir, dass eine Teilfolge, die wir wieder mit u, bezeichnen, existiert, die
schwach gegen ein w € uy + Wol P konvergiert, also

uy, — T in WP fiir v — .

Schritt 2: Schwache Unterhalbstetigkeit

In diesem Schritt miissen wir die schwache Unterhalbstetigkeit von I zeigen, ndmlich
w, — T in WP = liminf I'(u,) > I(a)
V—00
fiir u, beliebige (schwach in WP konvergente) Folge.

Schritt 3: Folgerung der Existenz

Nun kénnen wir Schritt 1 und 2 zusammensetzen und die Existenz folgern. Da u, nach
Schritt 1 eine minimierende Folge ist, existiert ein schwacher Grenzwert @ einer Teil-
folge. Dann folgt, dass dieser Grenzwert aufgrund der schwachen Unterhalbstetigkeit
und der minimierenden Eigenschaft von u, ein Minimierer von (2.1) ist. Wir haben also

(@) = inf {I(u)}.

Kommen wir nun zum eigentlichen Beweis der Existenz eines Minimieres u € ug + WO1 P
des Problems (2.1).



2.2 Direkte Methode der Variationsrechnung 2 Grundlagen

Theorem 2.8. Sei 2 C R" ein beschrianktes und offenes Gebiet mit Lipschitz-Rand
feCOQxR xR, f=f(z,u,f). Es gelten:
(A1) € — f(z,u,€) ist konvex fiir alle (z,u) € Q x R;
(A2) es existieren p > ¢ > 1 und a1 > 0, ag, a3z € R, sodass
f(x7u7€) > a1|§|p + a2|u|q + as, V(:C,u,ﬁ) € ﬁ x R x R™.

Zudem sei unser Problem (2.1) mit I(up) < oo gegeben. Dann existiert ein Minimierer
7 e up+ Wy von (2.1).

Beweis. Wir beweisen das Theorem unter vereinfachten Annahmen. Dazu sei f € C1(Q x
R x R™) und

(A1+4) (u, &) = f(z,u,§) ist konvex fiir alle x € ;
(A2+) es existieren p > 1 und a7 > 0, az € R, sodass
£ 0,€) > o€ + as, Y(z,u,€) € T x R x R™,
(A3) es existiert eine Konstante 3 > 0, sodass fiir alle (z,u,£) € O x R x R™ gilt

[fulw,w, O, [felwu, €)1 < B (1+ [ul " + [gP71)

9 0,
wobei f, = a—i, fe = (fers oo fe,) mit fe, = 8§

Mit diesen vereinfachten Annahmen konnen wir nun den Beweis mit den drei Schritten der
direkten Methode fiihren.

Schritt 1: Kompaktheit

Wir wihlen uns eine minimierende Folge u, € ug + VVO1 P(Q2) von (2.1). Dann haben
wir also

lim I(u,) = inf{I(u)}.

V—00

Mit Annahme (A2+) existieren Konstanten a; > 0 und a3 € R, sodass

(A2+
m+1>1(u,) > a1|Vul|?, — |as] meas Q
fiir gentigend grofles v. Daraus folgt wiederum, dass eine Konstante ay > 0 existiert, fiir die
IV [[Lr < g

gilt. Mit Hilfe der Poincaré-(Friedrichs-)Ungleichung (Theorem 2.7) kénnen wir Konstanten
as, ag > 0 finden, damit gilt

Poincaré-Ungl.
ag 2 [Vule = asllulwre —asllullwr = llullwir <ar

mit a7 > 0. Wir folgern jetzt mit Beispiel 1.4.5 aus [D04], dass eine schwach konvergente
Teilfolge, die wir wieder mit u, bezeichnen, existiert. Das heift

Uy, =T E uo—l—Wol’p(Q) in Wb fiir v — oo.
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Schritt 2: Schwache Unterhalbstetigkeit

Da f konvex ist und in C liegt, gilt
f(z,uy, V) > f(z,a,Va) + fu(z,w, Va)(u, — @) + (fe(z, @, Va); Vu, — V).  (2.2)
Mit (A3) und w € WHP(Q) folgt

;o (A3) o
/'fumwnp de < g / (1+ @l + |vap=t) " de
@ Q

ze WHr(Q) .
< B (1+El,) < oo

wobei 1 eine Konstante ist und 113 + 1% = 1. Damit haben wir bewiesen, dass
fu(z, @, V) € LP (Q) (2.3)
und konnen analog beweisen, dass
fe(z,u, Va) e IV (Q,R™). (2.4)

Benutzen wir nun die letzten beiden Aussagen (2.3) und (2.4) und wenden die Holder-
Ungleichung an, so folgt fiir u, € WP

fu(2, @, VT) (u, — 1), {fe(z,a, Va); Vu, — Va) € L'(Q).

Kommen wir jetzt auf die Ungleichung (2.2) zurtick, so folgt mit Integrieren

/f(x,u,,,Vuy)de/f(m,ﬁ,Vﬂ)dx+/fu(a:,ﬁ,VE)(uy—ﬂ)dx
Q Q Q

=0 fiir v—o0

—l—/ﬂ(fg(:v,ﬂ, Vi); Vu, — Vu) dz

=0 fiir v—o0

= liurgifgfl(ul,) > I(a).

Mit Hilfe von u, — @ — 0 in WP, das heifit v, — @ — 0 in L? und Vu, — Vi — 0 in L?
und mit Hilfe von (2.3) und (2.4) folgern wir mit der Definition der schwachen Konvergenz
in LP das Verschwinden der beiden Integralterme im Limes. Insgesamt folgt damit

u, — T in W' = liminf I'(u,) > I(7),
V—00

also die schwache Unterhalbstetigkeit von I.

Schritt 3: Folgerung der Existenz

Bringen wir nun die vorherigen zwei Schritte zusammen, so kénnen wir direkt die Existenz
eines Minimierers von (2.1) folgern. Wir wissen aus Schritt 1, dass w, eine minimierende
Folge ist. Zudem haben wir herausgefunden, dass eine Teilfolge u, existiert, die schwach
gegen einen Grenzwert u konvergiert. Dieser Grenzwert ist, aufgrund der im vorherigen
Schritt bewiesenen schwachen Unterhalbstetigkeit und der minimierenden Eigenschaft der
Folge u,, ein Minimierer von unserem Problem (2.1). Es folgt also insgesamt

I(@) = inf {I(u)}.
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2.3 Physikalische Motivation

Draht

L Membran

w ()

/o_/ /4 e

Abbildung 1 Elastische Membran iiber einer Platte als Hindernis. (aus [K07])

i(oinzidenzﬂéche

Platte

Physikalisch kénnen wir uns das Hindernisproblem im dreidimensionalen Raum anhand
eines Drahtes und einer elastischen Membran leicht verdeutlichen (siehe Abbildung 1).
Wir nehmen uns den Draht, an dem die elastische Membran héngt. Den Draht halten wir
waagerecht, sodass die Membran durch die auf sie in vertikaler Richtung wirkenden Kréfte
nach unten gezogen wird. Die Membran héngt somit frei durch. Nehmen wir jetzt zusétzlich
an, dass wir ein Hindernis, zum Beispiel eine Platte, unter der Membran halten. Dann sehen
wir unter der Voraussetzung, dass wir die Platte hoch genug, aber immer noch unterhalb
des Drahtes halten, dass die Verformung der Membran durch das Hindernis begrenzt
wird. Die Membran liegt jetzt also auf der Platte auf. Wir bekommen eine Kontaktfldiche
zwischen Membran und Platte. Diese wird auch Koinzidenzfliche genannt. Der Rand der
Koinzidenzflache wird als freier Rand des Hindernisproblems bezeichnet.

2.4 Mathematische Formulierung

Nach der physikalischen Betrachtung des Hinder-

nisproblems versuchen wir nun das Problem ins
Mathematische zu iibersetzen. Die elastische Mem- w

bran kénnen wir durch die Funktion u : 2 — R

mit einem Gebiet 2 C R” darstellen. Da die Mem-

bran fest am Rand an dem Draht fixiert ist, haben WP ,
wir u(z) = uo(z) fir z € 0 Q mit einer Funktion :

ug : 0 — R gegeben. Die auf die Membran wir-

kenden Krifte stellen wir mit Hilfe der Funktion

f Q@ — R dar. Mit ihr kénnen wir bestimmen wie

stark die Kréfte von unten in vertikaler Richtung

wirken. Durch das zunehmende Durchhangen der

Membran wird die Oberfliiche der Membran ver- Abbildung 2 Eine .elaSt.iSChe ) Membran
groflert. Dafiir muss Energie aufgewendet werden. ?géUellgj)Hmderms Y. (aus
Die potentielle Energie ergibt sich dann bis auf

eine additive Konstante durch

/Q {A (W - 1) - fu} da, (2.5)

Die elastische Deformationsenergie wird dabei durch die Elastizitdtskonstante A > 0
beschrieben. Die durch die duleren Kréfte verrichtete Arbeit wird physikalisch durch die
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Formel Arbeit = Kraft- Weg erzeugt. Mathematisch gesehen beschreibt der Term / fudx
Q

die Arbeit. Nehmen wir nun an, dass |Vu| klein ist. So kénnen wir auf den Term /1 + y
Taylorentwicklung im Punkt yg = 0 anwenden. Dann folgt nach Vernachlédssigung von
Termen hoéherer Ordnung

1 1
. (=0 =1+ -y
N LA 2Y

Setzen wir dann y = |Vu|? und betrachten den gesamten Term (2.5) nach der Taylorent-
wicklung, so folgt fiir die potentielle Energie

/Q [)‘ <1+ %|VU|2 - 1) —fU} de = /Q (;\Wu\Q —fu> de.

Da in der Natur Zustdnde minimaler potentieller Energie vorkommen, haben wir das

Minimierungsproblem
A
min{/ (Q\VU\Q - fu) dz|ue V} (2.6)
Q

mit V = {ve H(Q)|v = up auf 9 Q} gegeben.

Bis hier haben wir das Hindernis auflen vor gelassen. In unserem physikalischen Modell ist
die Bewegung der Membran aber nach unten durch ein Hindernis, die Platte, eingeschrankt.
Das Hindernis kann durch die Funktion 1 : 2 — R beschrieben werden. An dieser Stelle ist
zu bemerken, dass bei der physikalischen Betrachtung fiir das Hindernis ¢ = 0 gilt. Dies
kénnen wir in Abbildung 1 erkennen, da die Platte sich in der Nullebene befindet. Den Fall,
dass 1) = 0 gilt, werden wir in einem spéateren Abschnitt dieser Arbeit noch betrachten. An
dieser Stelle mochten wir das Hindernisproblem noch etwas allgemeiner betrachten. Daher
muss fiir das Hindernis nicht ) = 0 gelten, wie es in Abbildung 2 dargestellt ist. Dazu
geben wir nun fiinf verschiedene Formulierungen an.

Vity=V14+0+

Minimierungsproblem

Fiir unser Minimierungsproblem (2.6) ergibt sich somit, da die Membran immer oberhalb
des Hindernisses liegen muss, die zusétzliche Bedingung u > . Damit folgt

min{/ (;\|VU|2—f’LL> dz|ue Vundu21b}. (2.7)
Q
Dabei sei ¢ € L?(Q) vorausgesetzt. Die zuldssigen Funktionen sind in der Menge

K= {’UE HY Q) |v = up auf 9Q und v 21/1}

enthalten, wobei durch ug € H*(Q2) die Randwerte definiert werden und ug > 1 vorausge-
setzt sei.

Bemerkung 2.9. Die Menge K ist konvex und abgeschlossen.
Da wir diese Eigenschaften gleich benétigen werden, mochten wir sie beweisen.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Konvexitidt und anschlieend die Abgeschlossenheit
der Menge K.

10
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Konvexitét: Seien u,v € K, so gilt u,v > 1. Damit folgt auch Av + (1 — X\)u > ¢ fir alle
A €[0,1] und Av+ (1 — XN)u = ug auf 9Q ist klar.

Abgeschlossenheit: Sei {vy, }nen eine Folge in K mit v, —3 v beziiglich der H'(Q)-Norm.

Nach Korollar 2.17 auf Seite 30 aus [AF03] gibt es dann eine Teilfolge vy, die fast iiberall

punktweise gegen v € H'(Q) konvergiert. Sei A,, die Nullmenge, auf der v,, > v nicht gilt

und A die Nullmenge, auf der v,, nicht punktweise gegen v konvergiert, dann gilt v,, > ¥
[e.e]

auf Q\ N mit N := AU |J A,. Also gilt auch v > 1) auf 2\ N. Insgesamt folgt dann, da
=1

n
N als abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine solche ist, dass K abgeschlossen
ist. O

Variationsungleichung

Wir haben im Weiteren das Energiefunktional

E(v) := /Q (;\\Vv|2 — fv) dz

gegeben. Sei u € K ein absolutes Minimum von diesem Energiefunktional auf K, so gilt
also

E(u) = L%l[l’(l E(v).

Nach Bemerkung 2.9 ist K konvex. Daher folgt nach Definition von konvexen Mengen, dass
fir alle u,v € K und € € [0,1] gilt, dass ev+ (1 —e)u=ev+u—eu=u+e(v—u) € K.
Da u € K ein absolutes Minimum von E auf K ist, gilt F(u + e(v —u)) > F(u), das heifit
fiir e = 0 gilt Gleichheit und somit fiir alle v € K

0< S B+elv =W,y = o [ (ST elo =) = flutew—u) de _,

Ke“ﬂe:mfege‘/Q (;2(% +Ve(v—w) V(v —u) = f(v- “)> s

= /Q()\Vu V(v —u)+AVe(v —u) - V(v —u)
— flv—u))dx |€:0
- /Q (AVu- V(v —u) — f(v—u) du. (2.8)

Ist diese Ungleichung (2.8) fir alle v € K erfillt, so nennen wir u € K Losung der
Variationsungleichung.

Lemma 2.10. Es sei A > 0. Dann sind die absoluten Minima von E auf K genau die
Losung der Variationsungleichung (2.8) von E auf K.

Beweis. Wir haben gerade eben schon gezeigt, dass, wenn ein absolutes Minimum v € K

existiert, sodass E(u) = mi}r{l E(v), dann ist u eine Losung der Variationsungleichung (2.8).
ve

11



2.4 Mathematische Formulierung 2 Grundlagen

Ist nun umgekehrt v € K Losung der Variationsungleichung, dann gilt fiir alle v € K

A
Da A > 0 ist, ist /§\V(v —w)|*dz > 0, also folgt insgesamt F(v) > E(u) fiir alle
Q
ve K. O

Komplementaritédtsproblem

Seien A und A; Konstanten fiir die 0 < Ay < Az) < A} < oo fir alle z € Q gilt.
Diese Bedingung und die Existenz der beiden Konstanten setzen wir im Folgenden voraus.
Wenn die Lésungen u der Variationsungleichung (2.8) in H?((2) liegen, erhalten wir aus der
Variationsungleichung mit partieller Integration und aufgrund derselben Randbedingungen
von v und v

OS/Q(AVU‘V(U—U)—]C(U—U)) dx:/Q)\VU'V(U—u)d:c—/Qf(v—u)dx

pil'/ AVu (v—u) do — / V- (AVu)(v —u)dx
o0 *ﬁ/—’aﬂ Q
=0auf

—/Qf(v—u)dm
= [ =1V (V) + o - w de
:>0§/Q—[V-(>\Vu)+f](v—u)dm

& 0> /Q[V -(AVu) + f](v —u)dz fir allev € K.
(2.9)

Damit die Losungen u von (2.8) tatséchlich in H%(Q) liegen, miissen ), f, 1, uo und 99
geeignet glatt sein. Fiir v =u+ ¢ € K in (2.9) mit ¢ € C§° und ¢ > 0 beliebig, erhalten
wir

/Q[v-(Wu)Jrf](qug—u)dx:/Q[v-(Wu)Jrf]-Cdxgo fiir alle ¢ € C5°(Q) mit ¢ > 0

12



2.4 Mathematische Formulierung 2 Grundlagen

und damit
V- (AVu) + f <0 fiir fast allez € Q.

Nehmen wir nun an, dass ¢ einen Trager hat, der ganz in der Menge
N :={ze€Q|u(x) >¢(z)}

liegt, also ¢ € C§°(N). Die Menge N ist offen, falls u und ¢ stetig sind, das heifit ¢, u €
C'(Q). Dann liegen die Funktionen v = u #+ € unter der Voraussetzung, dass e klein genug
ist, in K. Also kénnen wir diese v wieder in (2.9) einsetzen und erhalten

/ [V-(AVu) + fl(u+ e —u)dx = :I:e/ [V - (AVu) + f]-¢dae <0 fir alle¢ € C5°(N)
Q Q
und somit, da ¢ € C5°(N) beliebig gewéhlt werden kann,

V- (AVu)+ f=0 in N.

Damit erfiillt also eine Losung u € H2(Q) N C*(2) von der Variationsungleichung (2.8)
auch

V- (AVu) + <0

u > pin Q (2.10)
(V-(Au) + f)lu—9) =0
uw=ug auf .

Fiir geeignet glatte f,ug, liegen die Lésungen der Variationsungleichung in C'*(€). Dann
folgt u = ¢ und Vu = Vo auf der Menge

A:=Q\N={zeQlu(x) =1(x)}.

Besitzt
' =0NNoA

eine Normale n, so folgt weiter
u=1, AVu-n=AVy.-n aufl. (2.11)

Insgesamt konnen wir also mit (2.10) und (2.11) das Hindernisproblem als Komplementari-
tatsformulierung

V- (A\Va)+ <0

u > P in €,
(V- (Au)+ flu—¢) =0

U = Ug auf 012,

u =1 auf I,

AVu-n=AVy- -nauf I’
schreiben. Unsere oben definierte Menge A := Q \ N wird, wie schon in Kapitel 2.3 an-

gedeutet, Kontaktmenge, Koinzidenzmenge oder auch aktive Menge genannt. Die letzte
Bezeichnung ergibt sich aus der Aktivitdt des Hindernisses in der Menge A. Folglich nennen

13



2.4 Mathematische Formulierung 2 Grundlagen

wir die Menge N inaktive ,das heiflt ,nicht aktive“ Menge. Wir bezeichnen den gemeinsa-
men Rand I' = ON N 0A von N und A als freien Rand, da I" a priori unbekannt ist.

mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren

Mit Hilfe eines sogenannten Lagrange-Multiplikator u € L*(Q)) kann das Hindernispro-
blem auf eine weitere Art dargestellt werden. Dieser ist definiert durch

(&) = {0 falls z € N,
M= _v. (Mz)Vu(z)) — f(z) falls 2 € A.

Unter Verwendung des Lagrange-Multiplikators lassen sich die ersten drei Bedingungen in
der Komplementaritatsformulierung umformulieren:

V-OAVa) 4 f+pu=0
u>
>0

plu—14)=0

in Q.

Problem mit freiem Rand

Zudem lasst sich das Hindernisproblem auch als Problem mit freiem Rand fiir den Operator
V - (A\Vu) formulieren. Solch ein Problem mit freiem Rand erhalten wir, wenn ein Gebiet
und damit dessen Rand a priori unbekannt sind. In diesem Fall suchen wir also ein Gebiet
N C €, einen freien Rand I' = ON N und eine Funktion u : N — R, so dass

V-(AVu)+f=0 in N,

U = ug auf 90N N,
u=1, AVu-n=AVy-n aufl,

u > P in IV,
V-(AVY)+ <0 in Q\ N.

Wir haben jetzt fiinf mathematische Formulierungen des Hindernisproblems kennengelernt.
Um diese mathematischen Formulierungen und Definitionen besser zu verstehen, erstellen
wir ein Beispiel fiir ein Hindernisproblem. Wir betrachten dazu ein Minimierungsproblem

fir Q@ = (—1,1).
Beispiel 2.11. Sei also das Mimierungsproblem

1

inf {/ ((u’)2 + 2u) de|u e H' (=1,1), u > 0, u(—1) = a, u(1) = b} (2.12)

-1
gegeben. Fiir das Hindernis gilt ¢ = 0, sodass die Bedingung u > 0 gegeben ist. Dieses
Minimierungsproblem héngt von a und b ab, sodass wir die aktive und die inaktive Menge
sowie den freien Rand in Abhéangigkeit von a und b bestimmen miissen. Dies konnen wir

mit Hilfe einer Fallunterscheidung machen.

1. Fall: Fir unseren 1. Fall soll v > ¢ = 0 in ganz Q = (—1,1) gelten. Das bedeutet,

14



2.4 Mathematische Formulierung 2 Grundlagen

dass die aktive Menge leer sein wird und die inaktive Menge den gesamten Definitionsbe-
reich umfasst. Beginnen wir nun mit der Bestimmung der Lésung des Minimierungsproblems
fiir unseren 1. Fall. Wir bilden dazu die Euler-Lagrange Gleichung von (2.12):
d 1
d—?u/(x) =2 2(z)=2a4"(2)=1 = J@)=2+c = uz)= §$2 +cx +d.
x
Um jetzt die Konstanten ¢ und d herauszufinden, nutzen wir die Randbedingungen
u(—1) = a und u(1l) = b:

1 1
u(—l):a@u(—l):5'(—1)2+c-(—1)+d:a<:>§—c+d:a
1
&S d= — =
a—+c 5
1 1 1
u(l):b<:>u(1):5-(1)2+c-(1)+a+c—§:b<:>§+20+a—f:b<:>202b—a
o b—a
CcC =
2
Ny +b—a 1 a+b 1
:a _—— = —_ —
2 2 2 2
b 1
Setzen wir ¢ = undd:a;— —iin u(z) ein, so folgt
u(x) = -z x S—
2 2 2 2

Da wir u > 0 als Voraussetzung dieses Falls annehmen, miissen wir uns {iberlegen, fiir
welche Werte von a und b die Funktion u(x) keine Nullstellen besitzt, sodass keine aktive
Menge zustande kommt. Berechnen wir zunéchst die Nullstellen der Funktion mit Hilfe der
pg-Formel oder quadratischer Ergédnzung, so erhalten wir die zwei Nullstellen

b b—a)?
Ty = — 2a:|:\/( 4(1) —a—b+1.

Wir erkennen schnell, dass es keine Nullstellen gibt, wenn der Term unter der Wurzel
negativ ist. Es soll also

_ )2 N2
b=a) o i1c0a Py
qﬁ—’ %4/_/

>0 >1

gelten. Hieraus folgt, dass es nur dann keine Nullstellen und somit keine aktive Menge
geben kann, wenn a + b > 1 gilt. Fiir unseren 1. Fall gilt dann unter der Voraussetzung,
dass a+b > 1:

A=0, N=(-1,1)=Q, T=90ANIN =90Nao(-1,1) = 0.
Da A = () gilt, ist der Lagrange-Multiplikator gegeben durch
u(x) =0 firxz e (—1,1).

Um den 1. Fall zu verdeutlichen, ist in Abbildung 3 auf der folgenden Seite ein moégliches
Beispiel eines Graphen dargestellt.
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Abbildung 3 Loésung des Minimierungsproblems fiir den 1. Fall mit ¢ = 1 und b = 2.

2. Fall: Fiir den 2. Fall soll © > 1 = 0 gelten. Wir mochten in diesem Fall eine aktive und
inaktive Menge angeben kénnen. Die Euler-Lagrange Gleichung von (2.12) ist dieselbe
wie im 1. Fall. Anders als im 1. Fall miissen wir jetzt unsere Losung in Teilen bestimmen.
Das heifit, dass wir zunédchst die Losung links und danach rechts von der aktiven Menge
bestimmen.

1. Teil: Fiir den 1. Teil haben wir dann als Randbedingungen u(—1) = a und u(x1) =0
gegeben, wobei x; € (—1,1) eine Nullstelle von w ist. Da wir im 1. Fall die Rechnungen
genauer angegeben haben, verzichten wir in diesem Fall darauf, da sie analog sind. Wir
erhalten dann

1 2 +2a—1
u(=1)=a a+c 5 u(xy) c 2 1)

Um z; herauszubekommen, nutzen wir aus, dass u € C'(Q) fiir geeignet glatte f, ug und v,
sodass u/(z1) = 0 gilt. Damit folgt

v (1) :0<:>1:1+c:0<:>:1:12+2x1+1—2a:0 pq_ongmel 1 = —14++v2a.
0. quadr. Erg.

Da —1 —v2a < —1, aber z; € (—1,1), kann ;1 = —1 — v/2a nicht in Frage kommen.
Also bleibt nur noch 7 = —1 4+ v/2a > —1 als Losung. Damit hier x; € (—1,1) gilt, muss
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0 < a < 2 gelten. Insgesamt erhalten wir fiir ¢, d und somit fiir die Losung u

V2a—-12-1+2 1 1
:—( @ ) + azl—\/2a, d=a+1—vV2a—=-=a—V2a+ =
2(v2a —1+1) 2 2

1 1

= u(z) = 5362 + (1 - \/Qa) r+a—V2a+ 3
2. Teil: Im 2. Teil betrachten wir die Losung rechts von der aktiven Menge. Wir gehen dazu
wie im 1. Fall vor. Wir haben in diesem Teil als Randbedingungen u(1) = b und u(x3) =0

gegeben. xg € (—1,1) ist wieder eine Nullstelle von w, fiir die zusitzlich x1 < x5 gelten soll.
Durch Einsetzen der Randbedingungen erhalten wir

r3+2b—1

1
1 — = — — prg frg .
uwl)=bsd=b—c 5 u(ze) =04 ¢ 22— 1)

Nun kénnen wir, wie im 1. Teil z9 bestimmen:

u'(29) =0 = 15 =1+ V2b.

Hier konnen wir dieses Mal aufgrund der Voraussetzung zs € (—1,1), 14++/2b > 1 als Losung
fiir 29 ausschlieBen. Als Losung bleibt dann zo = 1 — v/2b fiir 0 < b < 2. Schlussendlich
ergeben ¢, d und v dann eingesetzt mit s

c=V2b—1, d:b—\/%—l—%
éu(x):%xQ—l—(\/%—l)x—i-b—\/%—i-%.

Fiir unseren 2. Fall folgt fir feste ¢ und b mit 0 < a,b < 2
A={ze[-1+V2a,1- V2| | -1+ V2a <1-V2},
N:{—1<a;g—1+\/%v1—\/%gx<1| —1+\/%g1—\/%},
= {-1+V2a, 12},

0 falls z € N,
p(x) =
— V- (2Vu(z))+2 fallsz e A.

Um den 2. Fall anschaulicher zu gestalten, wéhlen wir ¢ = 0,18 und b = 0,32. Dazu
erstellen wir einen Graphen. Dieser ist in Abbildung 4 auf der folgenden Seite dargestellt.
Die aktive, die inaktive Menge und der freie Rand sind dann

A=1[-0,4,0,2], N={-1<z<-0,4Vv0,2<z<l1}, T'={-0,4,0,2}.
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Abbildung 4 Losung des Minimierungsproblems fiir den 2. Fall mit @ = 0,18 und b = 0, 32. Die
aktive Menge ist griin und die inaktive Menge rot gekennzeichnet.
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3 Hauptteil
3.1 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung

Eindeutigkeit

Wir beginnen mit dem Beweis der Eindeutigkeit einer Losung des Hindernisproblems.
Dafiir gebrauchen wir die Variationsungleichung (2.8).

Theorem 3.1. Sei f: 2 — R, dann besitzt die Variationsungleichung
ue K: OS/()\VU-V(U—u)—f(v—u))dx Vve K
Q

eine eindeutige Losung.

Beweis. Seien uj und ug zwei Losungen. Setze v = ug in die Variationsungleichung (2.8)
mit Losung wuq:

0< /Q()\Vul V(s — ) — flus —w)) de
und umgekehrt v = u; in die Variationsungleichung mit Losung us ein:
0< /Q(AVUQ -V(ur —u2) — f(ur —ug))dz.
Insgesamt erhalten wir durch Addition der beiden Ungleichungen
0< /Q()\Vul -V(ug —u1) + AVug - V(ug —ug) — f(ug —uy) — f(ug —ug)) dx

= /Q(AVul -V(ug —u1) + AVug - V(ur —ug2) —f(uz) + f(ur) — f(ur) + f(ue) dz
=0

= /Q()\Vul -V(ug —u1) + AVug - V(up — ug)) dz
= /Q ()\Vul Vup — AV |2+ AV - Vg — A\VUQF) dz
= /Q/\ (—]Vul\Q +2Vuy - Vug — \VuQ|2> dz

2. bin,_Formel —/Q)\’V(Ul —up)[da.

Da A(z) > Ao(2) > 0 und |V(u; — ug)|? > 0, muss V(u; —ug) = 0 sein , also Vu; = Vuy
in 2, damit die Ungleichung erfiillt ist. Da wir aber auch wissen, dass u; und us auf dem
Rand von ) dieselben Werte annehmen, folgt schon u; = uo. Damit ist die Eindeutigkeit
einer Losung gezeigt. O

Existenz

Um die Existenz von Losungen des Hindernisproblems zu zeigen, nutzen wir die direkte
Methode der Variationsrechnung. Der Beweis der Existenz ist im Gegensatz zu dem der
Eindeutigkeit umfangreicher. Grundlage dafiir ist das Kapitel 2 des Buches [KS80] von
David Kinderlehrer und Guido Stampacchia und die auf dem Buch basierende Seminarar-
beit [R12]. Wir werden zunéchst die Existenz von Losungen fiir Variationsungleichungen
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3.1 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung 3 Hauptteil

allgemein zeigen. Danach lédsst sich dann unser Hindernisproblem direkt auf den allge-
meinen Fall anwenden und die Existenz von Loésungen folgt direkt. Zunéchst miissen wir
dazu Bilinearformen in einem reellen Hilbertraum H betrachten, das heif3t wir schreiben

a(u,v—u) = / AVu-V(v—u)dx, wobeia: Hx H— Rund (f,v—u) := / f(v—u)dz.
Q Q
Wir betrachten das Problem

Problem 3.2. Sei K C H abgeschlossen und konvex und sei f € H’, wobei H' der
(topologische) Dualraum von H ist. Finde

ve K: a(u,v—u) > (f,v—u) YveK.

Um die Existenz einer Losung von Problem 3.2 zu zeigen, miissen wir die Bilinearform
a(u,v), die wir als koerziv voraussetzen, in einen symmetrischen und antisymmetrischen
Teil aufteilen. Haben wir dann eine Losung des symmetrischen Teils gefunden, so kénnen
wir eine Losung fiir unser Problem mit der Bilinearform a erzeugen. Sei also

CL()('LL, ’U) = %(a(u7 U) + CL(U, U))
der symmetrische Teil, da ag(u,v) = ag(v,u) gilt und
b(ua U) = %(CL(U, U) - (I(fU, U))

der antisymmetrische Teil von a, wobei b(u,v) = —b(v,u) gilt. Wir definieren dann die
Bilinearform
at(u,v) = ag(u,v) + tb(u,v) fir 0 < ¢ < 1. (3.1)

Diese ist koerziv mit der selben Konstante o > 0 wie a.

Beweis.
ar(u,u) = agp(u,w) + tb(u, u)

= %(CL(U, u) + CL(U, U)) + t%(a(uv ’LL) - CL(U, U))

= 12a(u, u) + t30

= a(u,u)

a koerziv 9 e
allul|* fir v € H.

Hieraus sehen wir also, dass a; koerziv ist mit der selben Konstante o > 0 wie a. O

Lemma 3.3. Sei H ein Hilbertraum, K C H abgeschlossen und konvex und sei H’' der
Dualraum von H. Zudem sei a(u,v) eine koerzive Bilinearform und f € H’. Wenn eine
Losung des Problems 3.2 existiert, dann ist die Abbildung @ : H' — K, f +— u, die einem
gegebenen f € H' die Losung des zugehorigen Hindernisproblems zuweist, Lipschitz-stetig.
Das heifit wenn u; und ue Losungen des Problems 3.2 zu den entsprechenden Funktionen
f1 und f5 sind, dann gilt

1
o =]l < —llfi = foll mit o > 0. (3.2)

Beweis. Der Beweis von (3.2) beinhaltet den Beweis der Eindeutigkeit von Losungen, also
von Theorem 3.1, mit Bilinearformen. Seien also u1,us € H zwei Losungen, sodass

(fi,v—wup) furalleve K
(fo,v —ug) fur allev e K

a(ur,v —uy) >
>

a(ug, v — ug)
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gelten. Dann setzen wir wieder v = ugy in die Variationsungleichung mit Losung w; und
v = w1 in die mit Losung us und addieren die Ungleichungen dann wieder:

a(uy,ug —up)

CL('LLQ,Ul - UQ)

(fi,ug —u1) € a(ur,ur —ug) < (fi,u1 —ug)

>
> (fo, w1 — u2) & —alug, ur —ug) < —(f,ur — ua)

Addition

a(+,), () linear a(ur —uz,ur —uz) < {fi = fo, w1 — ug).

Nutzen wir nun noch die Koerzivitat von a aus, so folgt

allur —ug|]? < a(uy — ug, ur — us)

<{fi— fayur —ug)
Cauchy-Schwarz Ungl.
< 11 = fallgr - [lur — s

1
= llur —wall < ~llf1 = foll .
Damit ist die Ungleichung (3.2) bewiesen. O

Lemma 3.4. Sei a:(u,v) eine koerzive Bilinearform mit Koerzivitatskonstante a > 0.
Zudem sei K C H abgeschlossen und konvex. Ist das Problem 3.2 fiir a,(u,v) und fiir alle
f € H'16sbar, so ist es auch 16sbar fiir a;(u,v) und alle f € H', wobei 7 < t < 7+tg, tg < 17,
und

Beweis. Da b(u,v) eine Bilinearform ist, gibt es eine Konstante C' > 0, sodass |b(u,v)| <

Cllull -
C|lu|l - [|v]|. Dann gilt M < supw =(C < +o00.
ul - |lv
Definiere nun die Abbildung
T:H— K,
u="Tw.

Lose u € K das Problem 3.2 fiir a, und F}, sodass
ar(u,v —u) > (F,v—u) firalleve K, (3.3)

wobei
(Fy,v) = (f,v) — (t = 7)b(w,v) und 7 <t <7+ t. (3.4)

Damit folgt, dass (3.3) und damit auch 7" wohldefiniert sind. Da wir mit vorherigem
Lemma 3.3 wissen, dass F; — u Lipschitz-stetig ist, folgt mit gegebenen w; = Tw; und
ug = T'wa, u1 # ug, in (3.2)

llur — us|| < aHFt(wl) — Fy(wa) ||z

1 b —b

_ *(t—T) sup” (’U)Q,U) (U)l,"l))”
Y veH [ v]]
1 b —

:—(t—T)supH (wa — wi,v)||
a vel o]l
1 b(we — wy,v

< Lt - rysuplilez—wnll,
a ver ||we — w1l - o]
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1
= —(t = 7)M|lwi — wyl

=

A

1
*tOMle — wQH.
o

Mit % < 1folgt ||ui—uzl|| < 1-||w;—w2||, also ist die Abbildung T eine Kontraktion. Zudem
ist K nach Voraussetzung abgeschlossen. Nun kénnen wir den Banachschen Fixpunktsatz
anwenden. Mit diesem folgt, dass T' einen eindeutig bestimmten Fixpunkt besitzt. Fir
diesen Fixpunkt v = w gilt dann

(Fr,v— u>(3i4)<f.v —u) — (t —7)b(u,v — u)

= {f,v—u) = (t = 7)(b(u, v) = b(u,u))
=0

= <f,7) - U> - (t - T)b(uu U)'
Setzen wir dieses nun in (3.3) fur (F;,v — u), so folgt

r (0 — ) > (0 — ) — (¢ — 7)b(u, )
< ap(u,v —u) + 7b(u,v —u) > (f,v —u) — th(u,v) + 7b(u, v)
< ag(u,v —u) + 7b(u,v) — 7b(u, u) +tb(u,v) — 7b(u,v) > (f,v — u)
=0
< ap(u,v —u) + tb(u,v) > (f,v —u).
Mit Definition von a;(u,v — u) gilt damit insgesamt fir jedes t mit 7 < t < 7 + 1y
ue K: a(u,v—u)>(f,o—u) firvekK.

O

Mit Hilfe dieser Lemmata kénnen wir nun die Existenz einer Losung des Problems 3.2 in
zwei Fallen zeigen.

Theorem 3.5. Sei a(u,v) eine koerzive Bilinearform auf H x H, K C H abgeschlossen
und konvex und sei f € H’, dann existiert eine eindeutige Losung des Problems 3.2.

Beweis. Wie schon erwédhnt betrachten wir zwei Félle: den, bei dem a symmetrisch ist und
den allgemeinen Fall.

1. Fall: Wir nehmen zunéchst an, dass a(u,v) symmetrisch ist und definieren fir u € H
das Funktional
E(U) = CL(’U,, u) - 2<f7u>

Um die Existenz einer Losung zu zeigen, kénnen wir nach den drei Schritte der direkten
Methode von Kapitel 2.2 vorgehen.

Schritt 1: Kompaktheit

Seid = in}f{ E(u), dann kénnen wir E(u) mit Hilfe der Koerzivitdt von a und der Youngsche
ue
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Ungleichung mit b = ﬁHfHH’a ¢ = +v/a||ul|g mit & > 0 und p, ¢ = 2 abschétzen durch

Koerzivitat

Ew) > aIIUHQ—2HfHH"HUHH
= allull? = 2= £l - vallull

\/>
Youngsche Ungl.
> aflul - 21713~ alul?

1 2
= —— 12 .t > 0.
a”fHH mit ¢

Damit folgt
1
= inf E(u) > —=|| f|%, > —o0.
Jnf (u) > a||f||H> o0

Sei nun (uy) eine minimierende Folge in K, sodass
L.
d < E(up) < d+ — fir allen € N.
n

Wir nutzen im Folgenden abermals die Koerzivitat und zuséatzlich die Bilinearitat von a
aus:

9 Koerzivitat
|ty — U | < a(Uup — Uy U — Upy)

= a(tn, Up) — a(tn, Upy) — a(tm, Un) + a(Up, Up,)

= 2a(Up, Un) — a(Un, Un) — a(Up, Um) — A(Um, Up) + 20 (U, Upy)

— (U, Um,)
= 2a(Un, Un) + 20(Um, Um) — A(Up, Up, + ) — (U, Up, + Upy)
= 2a(Up, Un) + 20 (U, ) — a(Up + Uy, Uy, + Uy
= 2a(Up, Un) + 2a(Upy, Up) — 4&( (Un, + Um), %(un + Upm))
) (U Um) — ( (Uun + Um), %(un + Um))

= 2a(up,uy) + 2a
4(f, um) + 8(f, §(un + Um))
=0, da (-,-) linear
= 2E(up) + 2E(um) — 4E(3 (un + )

2 2
<2d+—4+2d+——4d
n m

1 1
2|4
n m
Also ist die Folge (up)nen eine Cauchyfolge. Da K abgeschlossen ist, gibt es ein Element
u € K, sodass

Uy, — w in H fir n — oo.

Schritt 2: Schwache Unterhalbstetigkeit

Als Néchstes beweisen wir die schwache Unterhalbstetigkeit von E. Dazu miissen wir
zeigen, dass E(u,) — E(u) — 0 fiir n — oo, wobei (u,)nen die minimierende Folge in K
aus Schritt 1 und uw € K ist. Dafiir nutzen wir, dass mit Schtitt 1 u,, — u in H fir n — oo

23



3.1 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung 3 Hauptteil

gilt. Dann folgt
E(up) — E(u) = aun, un) — 2(f,un) — a(u,w) + 2(f,u)

=a( up —u,up +u) =2(f, up )+ 2(f,u) — 0 fiir n — oo.
~— ~—
—U —U
———
—0 —0
—0

Somit haben wir gezeigt, dass F(u,) — E(u) fiir n — oo und damit die schwache Unter-
halbstetigkeit von E bewiesen.

Schritt 3: Folgerung der Existenz

Wir konnen jetzt die ersten beiden Schritte zusammenfiigen. Dann wissen wir, dass
up, — uin H und E(uy,) — E(u) fir n — oco.

Somit ist F(u) = d. Jetzt ziehen wir die Konvexitdt von K zur Hand. Dann gilt mit
der Definition von Konvexitit u 4+ ¢(v —u) € K fir v € K beliebig und € € [0, 1]. Da u
minimierend ist, gilt weiter E(u + e(v —u)) > E(u). Dann folgt

0< %E(u +e(v — u))|€:0 = % (a(u+e(v—u),u+elv—u))—2(f,u+e(v—u))) |6:0

= %(a(u, u) 4+ a(u,e(v—u)) + ale(v — u),u)
+ale(v —u),e(v —u) = 2(f,u) = 2(f,e(v —w)))| _,
d

= d—(a(u, u) + ea(u,v — u) + ea(v — u,u) +a(v — u,v — u)
€

=2ea(u,v—u), da a symmetrisch

= 2(f,u) = 2¢(f,v —u))| _,
= 2a(u, v — u) + 2ea(v — u,v —u) = 2(f,v —w)| _,
=2a(u,v —u) — 2(f,v — u).
Nach Division durch 2 und anschlieBendem Umstellen folgt
a(u,v —u) > (f,v —u).

Damit existiert also eine Losung u € K unseres Problems 3.4.

2. Fall: Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Dieser kann als Stérung des symme-
trischen Falls angesehen werden. Dafiir betrachten wir die koerzive Bilinearform (3.1)
a(u,v) = ap(u,v) + tb(u,v) von Seite 20. Da ap symmetrisch ist, ist das Problem 3.2 fiir
t = 0 nach dem 1. Fall I6sbar, da somit auch a; symmetrisch ist. Weiter haben wir aus

Lemma 3.4
|b(u,v)|

[l - o]l
Hiermit konnen wir ein 0 < tg < §; wéhlen. Dann wird das Problem 3.2 mit Lemma 3.4 fiir
alle 0 < t < #y gelost. Das Lemma 3.4 1dsst sich nun auch fir 7 = ty anwenden. Wir wenden
jetzt das Lemma 3.4 endlich oft an. So sehen wir, dass das Problem 3.2 auch fiir t = 1 eine
eindeutige Losung besitzt, sodass mit a1 (u,v) = a(u,v) der Satz fiir den allgemeinen Fall
bewiesen ist. O

0< M =sup < 400.
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3.2 Regularitét 3 Hauptteil

Nun haben wir den Beweis der Existenz einer eindeutigen Losung fiir Variationsungleichun-
gen ganz allgemein gezeigt. Um die Existenz fiir das Hindernisproblem zu zeigen, miissen
wir zunédchst ein paar Annahmen fiir unser Hindernisproblem machen. Wir haben wieder
unser zusammenhéngendes und beschranktes Gebiet 2 C R™ mit glattem Rand 0f2. Seien
nun zusétzlich die a;;(z) € L*>(Q) gleichmdfig elliptisch, das heifit es existiert ein A > 1,
sodass

1 n
X§2 < Z aij(z)€:& < AE? fiir € € R™ und fast alle x € Q. (3.5)
ij=1
Sei die Bilinearform

= " ii(T)ug, ()vg, () dr fur u,v !
o(w) = [, 3 ool (e (o) do fi v € 2O

gegeben. Aufliderdem definieren wir die Abbildung

L:HY Q) - H Q)
(Lu,v) = a(u,v) fir u,v € HY(Q).

Dabei ist H~! der Dualraum vom Hilbertraum H'. Wir setzen wieder unsere Hindernis-
funktion ¢ € H'(Q) und die abgeschlossene und konvexe Menge K voraus. Unser Problem
lautet dann:

Problem 3.6. Sei f € H~1(f) gegeben. Finde
ue K: a(u,v—u) > (f,o—u) firalleve K.
Theorem 3.7. Es existiert eine eindeutige Losung des Problems 3.6.

Beweis. Wir miissen lediglich die Koerzivitat von a(u, v) zeigen und kénnen dann Theorem
3.5 anwenden. Mit (3.5) wissen wir, dass

(3.

3.5)
>

- 1 1 .
aw.0) = [ 3 aiyl)on, @ @) de 2 el = ol firee 2@,

ij=1

Hieraus folgt die Koerzivitdt von a(u,v). Wir kénnen nun Theorem 3.5 anwenden, woraus
folgt, dass fiir unser Problem 3.6 eine eindeutige Losung existiert. O

Nachdem wir in diesem Kapitel die Eindeutigkeit und Existenz von Lésungen bewiesen
haben, beschaftigen wir uns im néchsten Kapitel mit dem néchsten groflen Abschnitt dieser
Arbeit, der Regularitét des freien Randes.

3.2 Regularitat

In diesem Kapitel mochten wir einige Eigenschaften des freien Randes herausfinden. Der
Aufbau dieses Kapitels und des Kapitels 3.3 lehnt sich an den Artikel [F'18b] von Alessio
Figalli an. Einige Beweise und Aussagen des Artikels sind zum Teil gleich oder auch in
dhnlicher Weise in anderen Quellen des Literaturverzeichnisses dieser Arbeit zu finden,
sodass dieses und das Kapitel 3.3 inhaltlich zum Beispiel auch [C98] und [M00] widerspiegeln.
Bevor wir in diesem Kapitel mit einem Lemma zum quadratischem Wachstum der Losung
u einsteigen, vereinfachen wir unser Hindernisproblem. Zunéchst vereinfachen wir das
Hindernis v, indem wir in diesem und im kommenden Kapitel 3.3 ¢y = 0 annehmen. Wir
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3.2 Regularitét 3 Hauptteil

definieren die Funktion v im Einheitsball von R". Die Funktion erfiillt dann folgende
Eigenschaften

Au=1 auf {u >0} N
u>0 auf Q . (3.6)
u € CHH(Q)

Die Koinzidenzflaiche ist dann durch {u =0}

und der freie Rand durch 0{u >0} gege- / - >\Q‘/’__VH‘ =0

ben. Unter geeigneten Glattheitsvoraussetzun- ( w=0 )
gen gelten die folgenden Aussagen in diesem \ o A
. . .. . { AU =
und in Kapitel 3.3 auch fiir unser nicht ver- ) \
einfachtes Hindernisproblem, bei dem nicht / .
¢ = 0 gelten muss. In diesem Fall wiir- \_ /‘ u >0

den wir dann nicht nur wu, sondern uw — ¥

betrachten. Wir mochten hier dennoch das

Hindernisproblem (3.6) voraussetzen. Kommen Apbildung 5 Das Hindernisproblem (3.6).
wir jetzt zum ersten Lemma dieses Kapi- (aus [E18b])

tels.

Lemma 3.8. Sei u eine Losung von (3.6) und zp € d{u > 0}. Aulerdem sei ' CC ,
das heifit Q' C Q°, wobei o kompakt ist, und B,(zg) C €. Dann gilt fiir eine Konstante
C=C)

sup u < Cr?.

By (z0)

Beweis. Sei x € By(xg) gegeben. Wir wenden nun die Taylorformel auf u(x) an der Stelle
2o an und bekommen somit

1
u(z) = u(zo) + Vu(xo) - (x — ) +/ (1 —t)D?*u (zg + t(x — x0)) [ — zo, z — 20] dt. (3.7)
0
Wir wissen aber, dass fiir das Problem (3.6) u(zo) = 0 und Vu(zg) = 0 gelten. Also bleibt

nur der Integralteil in (3.7). Setzen wir dann C' := HD2u||Loo(Q/), so folgt

C
57"2.

Damit ist das Lemma gezeigt. O

C
0 < u(x) < Slo— ol <

Mit diesem Lemma haben wir gezeigt, dass u hochstens quadratisch vom freien Rand
weg wéachst. Allein reicht dieses Lemma aber nicht aus, sodass wir optimaler Weise das
kommende Lemma 3.9 hinzuziehen. Mit diesem Lemma wollen wir die Nicht-Degeneration
von Losungen u zeigen und so mit Lemma 3.8 verdeutlichen, dass die Losungen in der
Néhe freier Randpunkte nicht schneller als quadratisch zerfallen.

Lemma 3.9. Sei u wieder eine Losung von (3.6) und zp € 0{u > 0}. Zudem nehmen wir
an, dass B(zg) C 2. Dann gilt die Ungleichung

sup u > er?
Br(ﬂﬁo)

fiir eine Konstante ¢ = ¢(n) > 0.
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3.2 Regularitét 3 Hauptteil

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in zwei Falle.

1. Fall: Zunéchst sei zg € {u > 0}. Wir definieren uns

|z — 20|?
Dann ist hg, in Br(z¢) N {u > 0} harmonisch, also gilt
Ahyy =Au—1=0 in By(z9) N {u > 0}.

Zudem gilt auch hy,(zg) = u(zg) > 0. Demnach ist hy, bei z¢ positiv. Wir sind jetzt in
der Lage das Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen anzuwenden. Damit folgt dann

0 < hy,(xg) < su hy = max Rz, . 3.8
o(0) Br(xo)ﬂl{)u>0} * A(Br(zo)n{ux0}) (3:8)

hz, sollte also ein positives Maximum auf 0 (B (xo) N {u > 0}) annehmen.
Da aber 0 (B, (xzo) N {u > 0}) = (0By(xo) N {u > 0}) U (Br(zo) N O{u > 0}) und

hzy <u=0 auf By(xg) No{u > 0},

ist hy, auf Byzg N d{u > 0} negativ und das Maximum in (3.8) wird auf der anderen
Teilmenge angenommen:
0< max hag -

OBy (xzo)N{u>0}
Zudem gilt )
hzy = u — ;—n auf 0B, (xp) N{u > 0}.
Dies wiederum fiihrt zu
r
n < aBT(ggl)?w}fuw} us Bil(lg)) o

Damit haben wir das Lemma fiir den ersten Fall bewiesen.

2. Fall: Fir diesen Fall sei zg € 0{u > 0}. Wir wéhlen zunéchst eine Folge (z1)x>1 € {u > 0}

so, dass klim xp = xo. Setzen wir nun noch 7y = r — |z, — xo| und nutzen B, (z) C
— 00
By (z9) C Q, so erhalten wir
sup u > o
Brk (xk) n

Betrachten wir dann noch den Limes fiir & — oo, so folgt das Lemma auch fiir zy € 9{u > 0}.
O

Wenn wir nun beide Lemmata zusammenfiigen, so gilt

0<er?< sup u< Crle sup u~r?
By (x0) By(z0)

fir einen freien Randpunkt zg € 0{u > 0} mit B,(z9) C Q. Betrachten wir also einen Ball
B, um einen freien Randpunkt zp, so wissen wir, dass u(xo) = 0 gilt, aber fir « > 0 um
xo sieht u innerhalb des Balls B, wie eine Parabel aus, da das Supremum von v wie 72
steigt (siehe Abbildung 6 auf der kommenden Seite).
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3.2 Regularitét 3 Hauptteil

Abbildung 6 Wachstum der Losung u (griin) weg vom freiem Randpunkt xg. Der freie Rand ist in
Blau dargestellt. (aus [F18a)])

Fine weitere Eigenschaft des freien Randes ist, dass er endliches Hausdorff-Maf} besitzt.
Dies mochten wir im néchsten Korollar zeigen.

Korollar 3.10. Der freie Rand hat lokal endliches (n — 1)-dimensionales Hausdorff-Maf.
Genauer gilt, dass eine positive Konstante C existiert, sodass

H L (0{u > 0} N B,(x0)) < Cr™ L.

Beweis. Um den Beweis fiihren zu kénnen, nutzen wir die gleichméflige positive Dichte
von {u > 0} entlang des freien Randes. Das bedeutet, dass fiir einen Punkt zg € 9 {u > 0}

|[Br(20) 0 {u >0} |

B, >8>0 (3.9)

fiir eine allgemeine Konstante 8 gilt. Zudem sei
E.={|Vu| <e}n{u>0}.
Mit v; = Oy;u, t =1, ..., n, folgt
n
1< ]Au)? < an IVui|? in {u > 0}.
i=1
Mit dieser Ungleichung folgt fiir einen beliebigen Ball B, mit Radius r
n n
B.NE|<c¢ / Vyl?de < ¢ / V| dz.
’ " 6‘ " BrNE. z:zl ‘ Z| " ; BrN{|vi|<e}n{u>0} | Z’

Weiter gilt mit Abschitzung der rechten Seite der vorherigen Ungleichung durch Lemma 2.15
aus [PSU12]

/ VviiVnd:x <0, i=1,...,n
Q

fiir 0 <n e C§° (). Bei Stetigkeit gilt die Ungleichung fiir 0 <7 € WOI’Q(Q). Wir setzen
jetzt n = e (v:E)p, wobei

0, t<0
Ye(t) =4 e M, 0<t<e
1, t>e€
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3.3 Blow-ups 3 Hauptteil

und ¢ € C§°(Q2) eine nicht negative Abschneidefunktion ist, die wir so wéhlen, dass ¢ =1
auf B, und ¢ = 0 auf B,;; mit ¢t > 0 beliebig klein ist. Dann erhalten wir fiir n = @ZJG(U?:)(ﬁ
eingesetzt in (3.10)

/Wiiv(we(vf)@dw:/ 6_1!Vvii\2¢dx+/ Vot ye(vF)Vedz < 0.
Q 0 Q

<vl~i<e

Daraus folgt

IVu|? da < e*l/ V| ?¢ da

{0<|vi|<e}

el /
Brn{|v;|<e}n{u>0}
< [ 1vulIvelds
Q

< ch/ |Vo|dz,
Q

wobei M = HD2UHLOO(Q). Summieren wir nun iiber ¢ = 1,...,n, so kommen wir auf die
Abschétzung
|B,NE]| < Cr"teM (3.10)

mit einer Konstante C, die die Oberflache des Balls B, beschreibt.

Mit Hilfe der Familie {B'};c; von Billen mit Radius ¢, die auf I' N B, platziert sind,
koénnen wir eine endliche iiberlappende Uberdeckung von I'N B, erzeugen. Die Uberlappung
geschieht jedoch nur fiir nicht mehr als N = N,, Bélle der Familie. Wir definieren zusétzlich
By, als Ball mit Radius r + € fiir ¢ > 0 geniigend klein. Fiir diesen Ball soll dann
B? C B,y gelten. Weiter gilt |Vu| < Me in jeden Ball B fiir Ejs.. Daraus ergibt sich
auch B* N {u > 0} C Eps.. Damit folgt

L (39) 1 : 1 :
MBI < = B n{u>0}] <> |B'NEy
i€l 6 i€l el

(3.10) C(T‘ + E)n—lNMQE

S ‘Br+emEM6| S ,8

| =

Das fiihrt zur Abschéitzung
Zdiam(Bi)"_l < Clr+em 1
el
wobei C hier und in den kommenden zwei Ungleichungen von n, M, B, und €0 abhéngt.

So ergibt sich
H N O{u>0YNB,) < C(r+e)" !

und schlussendlich fir e — 0

H* Y 0{u >0} N B,) < CrL

3.3 Blow-ups

Um die Ergebnisse der Regularitat zu beweisen, nutzen wir sogenannte Blow-ups. Dazu
betrachten wir wieder das Hindernisproblem (3.6). Sei nun z( ein Punkt auf dem freien
Rand 0 {u > 0}. Fiir ein kleines r > 0 definieren wir dann die Folge von Funktionen

u(xg + rx)
2 ‘

Uz, () = (3.11)
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Dau € CH1(Q) eine Losung des Hindernisproblems (3.6) ist, gelten uy, »(0) = Vg, »(0) =0
und |D?u,| < C fiir eine Konstante C' > 0, unabhingig von r. Fiir »r — 07 bekommen wir
dann bis zu einer Teilfolge einen Grenzwert ug von (3.11):
ul(xg +re .
U.ro,r(x) = (7“2) —> Up 1n Clloc(Rn)

Solch ein Grenzwert wird als Blow-up bezeichnet. Jeder dieser Blow-ups ist im ganzen
R™ definiert. Wir sind in der Lage die Blow-ups zu klassifizieren, da sie unterschiedliche
Verhalten von u nahe xg aufweisen. Daher betrachten wir in 3.3.1 die reguléren und in
3.3.2 die singuldren freien Randpunkte.

3.3.1 Regulare freie Randpunkte

Wir beschéftigen uns zunéchst mit den reguldren Punkten. Nehmen wir hierzu an, dass der
freie Rand nahe g glatt ist. Auf der einen Seite gilt = 0 und auf der anderen Seite u > 0.
Wir sehen dann, dass nach der Bildung eines Blow-ups dieser wie eine eindimensionale
Halbparabel aussieht. Wir betrachten dazu Abbildung 7 einmal genauer. Im linken Bild
sehen wir den rot dargestellten Rand des Balls B, um zy mit der griin dargestellten
Koinzidenzfliche. Im mittleren Bild ist die Funktion u dargestellt, die im griinen Bereich
Null ist und dann wie eine Parabel wéchst. Zoomen wir nun auf den reguldaren Punkt
xg, so erkennen wir den Grenzwert, der auf der linken Seite (wieder in griin dargestellt)
Null und auf der rechten Seite 3 [(e - )4 ]? ist. Wir konnen uns also eine eindimensionale
Halbparabel in Richtung e vorstellen.

Abbildung 7 Entstehung eines Blow-ups u¢ an einem reguldren Punkt zy. Der Rand des Balls
B,.(x0) ist in Rot dargestellt, fiir die griinen Fliichen gilt u = 0. (aus [F18b])

Definition 3.11. Sei zyp € 9 {u > 0} ein freier Randpunkt. Dann heifit dieser Randpunkt
ein reguldrer Punkt, wenn bis zu einer Teilfolge von Radien fiir r — 07 gilt

u(zg + rx)

1 2
.z
r2 2 )

[(e-z)4

)

wobei e € S*! ein Einheitsvektor ist.

Theorem 3.12. Der Blow-up Grenzwert ist fiir jeden reguliren Punkt xo € 0{u > 0}
eindeutig.

Der Beweis entfillt an dieser Stelle, da dieser zu umfangreich ist. Dafiir werden wir aber
im néchsten Kapitel 3.3.2 sehen, dass das Theorem 3.12 auch fiir singuldre Punkte gilt, fiir
die es einfacher sein wird, das Theorem zu beweisen.
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3.3.2 Singulare freie Randpunkte

Betrachten wir nun die singuldren Punkte. Hier ist die Koinzidenzmenge nahe z( sehr
schmal. Zudem wissen wir, dass auflerhalb der Koinzidenzmenge Au = 0 gilt. Also erwarten
wir nach der Bildung des Blow-ups in dem Grenzwert eine Funktion zu sehen, die fast
iiberall den Laplace-Operator eins hat. So ergibt sich im zweidimensionalen Raum ein Bild,
wie in Abbildung 8. Betrachten wir das linke Bild der Abbildung, so sehen wir wieder den
in Rot dargestellten Ball B,(xo) und die griin gefiarbte Koinzidenzflache, bei der u = 0
gilt. Die Funktion u sieht in diesem Fall, wie das mittlere Bild daneben aus. Sie ist Null
bei x¢ und steigt an den beiden Seiten wie eine Parabel. Zoomen wir nun wieder an dem
singuldren Punkt xg, so lasst sich der Grenzwert schreiben als %(e -x)%.

4 I\ N
(|

Abbildung 8 Entstehung eines Blow-ups u¢ an einem singuldren Punkt zy. Der Rand des Balls
B,.(z0) ist in Rot dargestellt, fiir die griinen Flichen gilt v = 0. (aus [F18D])

Definition 3.13. Sei 29 € {u > 0} ein freier Randpunkt. Dann heifit x ein singuldrer
Punkt, wenn bis zu einer Teilfolge von Radien fiir » — 07 gilt

w — p(x) = 1<A5va>’

T 2

n
wobei A eine symmetrische n x n-Matrix mit Spur(A) = Zaii =1 ist.
i=1

Bemerkung 3.14. Die Form des nichtnegativen, quadratischen Polynoms p hingt von
der Gestalt der Koinzidenzflache nahe 0 ab.

Betrachten wir dazu zwei Beispiele im R?, die diese Bemerkung verdeutlichen.

(a) Koinzidenzfliche in der Ge- (b) Koinzidenzflache in der Ge-
stalt einer Ebene. stalt einer Gerade.

Abbildung 9 Singulire Punkte xo im R?® und die Koinzidenzflichen in unterschiedlichen Gestalten.
(aus [E18b])
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Beispiel 3.15. Sei p(z) = %(e - z)? fiir einen Einheitsvektor e € S?. Wir sehen dann

in Abbildung 9 (a) auf der vorherigen Seite, dass die Koinzidenzfliche die Gestalt der
zweidimensionalen Ebene {e -z = 0} hat.

Beispiel 3.16. Fiir dieses Beispiel betrachten wir das Polynom p(z) = (2% + z3). Wie
wir es in Abbildung 9 (b) auf Seite 31 sehen, sieht die Koinzidenzfléche dieses Mal wie eine
Gerade aus.

Um im Folgenden die Schreibweise zu erleichtern, definieren wir uns zwei Mengen:

S : = {singuldre Punkte} C 9{u > 0},
1
P:= {p(az) = §<A:r,a:> : A symmetrische n x n — Matrix mit Spur(A4) = 1} .

Nun kénnen wir Theorem 3.12 fiir singulare Punkte formulieren.

Theorem 3.17. Sei u eine Losung von (3.6) und sei xg € S.
a) Dann existiert ein eindeutiges ps z, € P so, dass

. u(xo +rx)
liy = = Prao(®):
b) Die Abbildung
o DPx,z0

ist lokal gleichméfig stetig fiir xg € S.

Bevor wir das Theorem beweisen konnen, brauchen wir zunichst zwei andere Theoreme. Das
Erste ist die Monotonieformel fiir das Hindernisproblem von G.S. Weiss. Dieses Theorem
bendtigen wir fiir den Beweis des zweiten Theorems von R. Monneau. Beginnen wir mit
dem Theorem von G.S. Weiss.

Theorem 3.18. Sei 0 € 9{u > 0} und B,(0) C Q. Dann gilt fiir alle r € (0,p), dass

1 1
W(r,u) = s / (\VU\Q + 2u) dz — s 2u? dz

nicht fallend ist.
Falls 0 € S, dann gilt aulerdem noch

WO, u) =W(r,p) Vr>0,pec P.
Beweis. Sei u,(x) = (rm) sodass W (r,u) = W(1, u,). Dann folgt

d 2 1 2>
—W(1,u,) = 2, ) — 2 d
W(l,u < ]Vur\ +2u ) 73 /831 uy | da
( ]Vur]Q + 2u,,) -2 u?) dz
0B

dr
/ (2Vu, - V (Oruy) + 20,u,) do — 2/ 2u,-Opuy dx
B 0B

d
T dr
d
T dr

= / (Vu, -V ( Tur)—l—arur)dx—él/ u,Opuy d

||i—1

/ l,urarurdx—Q/ Aw@rurdx—i—Q/ Opupdo — 4 Uy Op Uy A
0B,

= / —Au, + 1) Opuy do + 2/ Oty — 2uy) Opuy de.
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Da in dem Gebiet, in dem {u, > 0}, Au, = 1 gilt und auBerdem 0,u, = r~! (x - Vu, — 2u,),
folgt, dass entweder —Aw, + 1 oder d,u, verschwindet und dass d,u, = =1 (O, ur — 2u,)
auf 0Bj. Daher folgt dann insgesamt

iI/V(l,ur) =2 (—=Au, + 1) Opuy da + 2 (Opuyr — 2uy) r! (Opuy — 2u,) dx
dr B, ~ 8B,

=0

2
= 7/ (Byuy — 2u,)? dz > 0.
T JoBy
Damit haben wir bewiesen, dass W nicht fallt.
Wir wollen jetzt den zweiten Teil unseres Theorems zeigen. Dazu sei 0 ein singulérer
Punkt und p € P der Grenzwert von u,, entlang einer Folge 7, — 0. Aus der Monotonie
von W(r,u) aus dem ersten Teil dieses Beweises, konnen wir folgern, dass W (r,u) einen
Grenzwert fiir r — 0 besitzt. Dann folgt mit der Stetigkeit von W

lim W(r,u) = lim W(rg,u) = lim W(l,u;) = W(1,p).

r—0 k—o0 k—o0
Mit einer direkten Berechnung kénnen wir dann zeigen, dass eine Maflkonstante ¢, > 0
existiert, sodass W (r,p) = W(l,p) = ¢, fir alle r > 0 und p € P. O

Bevor wir mit dem Beweis des ndchsten Theorems fortfahren kénnen, brauchen wir zunéchst
eine Bemerkung, die wir in dem Beweis nutzen werden.

Bemerkung 3.19. Sei p € P. Wie wir schon wissen, gilt Au = Ap =11in {u > 0}. Daher
folgt

wAw = {0 in{u> 0} & wAw=p,,_,>0 VpecP. (3.12)

pAp=p >0 in{u=0}

Mit Hilfe des bewiesenen Theorems 3.18 und der Bemerkung kénnen wir nun die kommende
Monotonieformel fiir singuldre Punkte von R. Monneau beweisen. Diese werden wir dann
wiederum fiir den Beweis unseres urspriinglichen Theorems 3.17 nutzen.

Theorem 3.20. Sei p € P. Wenn u eine Losung des Problems (3.6) ist und 0 € S, wobei
By(0) C §, dann ist
1
M(r,u,p) = 3 /{)Br(u —p)’de

nicht fallend fiir r € (0, p).

Beweis. Mit dem zweiten Teil des Theorems 3.18 wissen wir, dass
W (r,u) > WO, u) =W(r,p) <0< Wr,u) — W(r,p)
fir alle r € (0,p) und Ap = 1. Also ergibt sich
0< W(r,u)—W(r,p)
Thm-:3-15-rn1+2 /B (!wl2 + 2u) dz — rn1+3/aB 2u? dx — T,}H/B (Iw)l2 + 2p) dz

2p? dz
0By

s [, (9= 9o =) ao = 5 [ (12 -7)
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3.3 Blow-ups 3 Hauptteil

1

= W/ |Vul> = 2Vu - Vp + |Vp|> +2Vu - Vp — 2|Vp|? +2u — 2p | dx
B,

2. bin. Formel

2
—m/a u? — 2up + p* +2up — 2p* | da
B, | Y—m—~——

2. bin. Formel

1
= /B (]Vu —Vpl>+2V(u—p)-Vp+2(u —p)) dz
2
- |, (=) + 20— p)p) da
w=u-p 1

= r”+2/ <|Vw|2 +2Vw-Vp+ 2w> dx — r”2+3 /8& (w2 _ 2wp) da

) (|Vw|2 +2d1v(wVp)) r”2+3 /83 (w - 2wp) dz.

Benutzen wir nun, dass x = rv auf 0B, und anschliefend, dass p homogen ist, also
x - Vp = 2p, dann folgt

1 2 2 2
OSW/BT|Vw| d$_T”+3/83Tw dz

2
+T—|—3/ w(:n~Vp—2p)d:v
T
1 2 2 2
:r”+2/ |Vw|*de — n+3/ w*dz
1
@THH/B Vul? dz > n+3/ w?ds Vr € (0,p). (3.13)

Mit Hilfe von (3.12) der Bemerkung erhalten wir nach einigen Umformungen der Unglei-
chung (3.13)

1 2 2 2
rn+2/ |\Vw|*dz > e 6B‘w dz
1 1
& — —wAwdx + wx - Vwdz > w? dx
rn+2 /T rn ~n+3 a8, — Tn+3 9B,

1 1 (3.12)
© s ABrw(:v-Vw—%u)dx > ) /TwAwd:U >0 Vre(0,p).

Wir definieren uns w,(z) := r~2w(rz) und berechnen die partielle Ableitung nach r mit
Hilfe der Produktregel d,w,(z) = —2r3w(rz) + r 20, w(rz) = = (v - Vw, — 2w, ).
Wir erhalten schlieflich

d d 1 d
—M(r,u,p) = — ( w? dx) = — w? dx
0B

dr dr \rnt3 dr Jop,
= 72”/631 wy(z - Vw, — 2w,.) dz
— ﬁ/@Brw(x‘Vw—Zw)deO.
Damit haben wir gezeigt, dass M nicht fallend ist. O
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3.3 Blow-ups 3 Hauptteil

Da wir beide Hilfstheoreme fiir unser eigentliches Theorem 3.17 bewiesen haben, kénnen
wir nun dessen Beweis fiihren.

Beweis des Theorems 3.17. Wir beginnen mit dem Beweis der Existenz und Eindeutigkeit
eines Grenzwertes.

zu a): Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir zundchst o = 0 an. Zudem
2

sei u,(x) := r~“u(rz) und seien p; und py zwei verschiedene Grenzwerte, die entlang der
Folgen ry 1 und ry 2, die beide gegen Null konvergieren, erhalten werden. Dann konnen wir
bis zu einer Teilfolge von 7 » und dem Umbenennen der Indizes annehmen, dass 742 < 71
fiir alle k gilt. Benutzen wir nun unser Theorem 3.19, so folgt

TE, 25Tk 1

2 2
/ (Urk,l —p1> de = M(rg1,u,p1) > M(rra,u,p1) = / (Urk,g —pl) dz  Vk.
B B

1

Mit k — oo folgt

. 2 . 2 2
0= lim (Urk,l — pl) dz > lim (u%2 — p1> dz = / (p2 —p1)” dez.
B1 B

T k—oo B1

Somit ist bewiesen, dass ein eindeutiger Blow-up Grenzwert von u, fiir r — 0 existiert.
Diesen Grenzwert bezeichnen wir nun mit p, ;,, wobei xq ein gegebener singulérer Punkt ist.

zu b): Wir haben die Abbildung xg — piz,. Wir moéchten nun die Stetigkeit dieser
Abbildung an der Stelle 0 € S zeigen. Sei dazu € > 0 fest und xj, eine Folge in der Menge S
der singuldren Punkte mit x; — 0. Nach Teil a) des Theorems wissen wir, dass w, — ps z-
Daher existiert ein kleiner Radius r. > 0, sodass

/831

Wenden wir dieses Mal Theorem 3.19 auf x;, mit p = p, ¢ an, so folgt

2
dz <e. (3.14)

ulrer) Peo()

2
Te

9 ) u(zp +rx) 2
/ D2y« — Pxo|” dz = lim ———5— —pxo(r)| do
9B, r—0./9B, r
u(zk + rex
< / W — peo()| da?. (3.15)
0By Te
Dann folgt mit £ — oo
(3.15) w (g + rex 2 (3.14)
limsup/ [pey — Peol>dz < lim w —peo(z) dz < e
k—oo JOB) k=00 JoBy re

Da € beliebig ist, ist die Stetigkeit der Abbildung an der Stelle 0 bewiesen. Um zu
schlussfolgern, dass die Abbildung xg — p. ., lokal gleichméaBig stetig fiir xp € S ist,
miissen wir zeigen, dass die Menge S abgeschlossen ist. Dieses wollen wir an dieser Stelle
annehmen und nicht beweisen. Wir kénnen uns aber verdeutlichen, dass die Menge der
reguldren Punkte innerhalb des freien Randes offen ist und somit die Menge der singulédren
Punkte abgeschlossen ist. Da S also insgesamt lokalkompakt ist, folgt die gleichmé&fBige
Stetigkeit der Abbildung zg — py z,- O
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3.3 Blow-ups 3 Hauptteil

Bevor wir das Kapitel der singulédren Punkte abschlieflen, untersuchen wir noch die Re-
gularitit der Menge S. Wie wir in den Beispielen 3.15 und 3.16 bemerkt haben, se-
hen die singuldren Punkte abhéngig von der Dimension der Menge {ps ., = 0} unter-
schiedlich aus. Daher unterteilen wir unsere Menge S in n Mengen je nach Dimension
kz, := dim(ker D?p, ) = dim({p.», = 0}), wobei xg € S gegeben ist. Die neue Menge S,,
ist dann fiir gegebenes m € {0, ...,n — 1} definiert als

Smi={2 € S : ky, =m}.

In Beispiel 3.15 liegt nach dieser Notation der singuldre Punkt xy in Ss, wihrend der
singuldre Punkt in Beispiel 3.16 in S liegt. Beweisen wir nun ein Theorem von Caffarelli
[C98], das uns einen Eindruck von der Regularitét von S und den Bestandteilen des freien
Randes gibt.

Theorem 3.21. Die Menge der singularen Punkte S liegt lokal in einer (n — 1)-dimensio-
nalen Mannigfaltigkeit der Klasse C'.

Genauer konnen wir dieses Theorem mit unserer eben aufgestellten Notation formulieren:
Sp ist fiir jedes m € {0,...,n — 1} lokal in einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit der
Klasse C! enthalten.

Beweisidee. Wir wissen, dass an der Koinzidenzfliche {u = 0} u = Vu = 0 gilt. Daher gilt
auch
u‘sm = Vu|gm =0.

Zudem haben wir durch Theorem 3.14

w(xo + Y) = Prao (y) + o(yl)-

Wenn wir uns die letzte Gleichung anschauen, dann bemerken wir, dass py 4, dem Term der
zweiten Ordnung in der Taylorentwicklung von u entspricht, also py 4, (y) = %D2u(xo)[y, y].
Wir sind jetzt in der Lage Whitneys Fortsetzungstheorem anzuwenden, da wir schon mit
Theorem 3.14 b) gezeigt haben, dass die Abbildung zp — py 4, fiir 2o € S stetig ist. Mit
Whitneys Fortsetzungstheorem finden wir eine Abbildung F : R” — R” der Klasse C*,
sodass

F(xo) = Vu(rg) =0 und VF(x0) = D?psyy Y20 € S

Mit VF(zg) = D?ps s, folgt dim(ker VF(z¢)) = dim(ker D?*p, »,) = m auf Sy,. Mit dem
impliziten Funktionentheorem folgt, dass

Sm={F=0}N5,
lokal in einer m-dimensionalen C'! Mannigfaltigkeit enthalten ist, was zu beweisen war. [
Bemerkung 3.22. Mit dem Beweis des Theorems haben wir gezeigt, dass
lu(@o + ) = Praollpe(p,) = o(r?) = Sme O
fiir eine Schranke o(r?) unabhiingig von .

Das Theorem beweist, dass die Menge S in einer n — 1-dimensionalen Mannigfaltigkeit
der Klasse C! liegt. Zudem zeigt uns das Theorem, dass der freie Rand aus verschieden-
dimensionalen Teilen besteht. Diese Teile liegen alle jeweils in einer glatten Mannigfaltigkeit.
Damit schlieen wir das Kapitel der Blow-ups und damit einhergehend auch die Regu-
laritdtsuntersuchungen des freien Randes ab, sodass wir auch zum Ende des Hauptteils
gekommen sind.
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4 Zusammenfassung

4 Zusammenfassung

Zum Abschluss dieser Arbeit tiber das Hindernisproblem mochten wir die Arbeit zusam-
menfassen. Zunédchst sind wir auf die physikalische Betrachtung eingegangen. Wir konnten
uns das Problem mit Hilfe einer elastischen, am Rand fest fixierten Membran, dessen
Auslenkung durch ein Hindernis begrenzt wird, vorstellen. Nachdem wir dann das Problem
mathematisch betrachtet hatten, haben wir die Eindeutigkeit und Existenz einer Losung
bewiesen. Ein weiteres Ziel dieser Arbeit war es, den entstandenen freien Rand der Koin-
zidenzflache zu untersuchen. Wir legten dabei unseren Fokus auf die Regularitit. Dabei
fanden wir heraus, dass fiir einen freien Randpunkt zg gilt: 0 < er? < sup By (z0) U < Cr2.
Die Losung u wachst also hochstens quadratisch vom freien Rand weg. Wir konnten dar-
aufthin zeigen, dass der freie Rand lokal ein endliches Hausdorff-Maf} besitzt. Nachdem
wir uns die Blow-up Grenzwerte angeschaut hatten, bewiesen wir eine Monotonieformel
von Weiss und eine Weitere von Monneau. Damit waren wir dann in der Lage den Beweis
der Existenz und Eindeutigkeit eines Blow-up Grenzwertes zu zeigen. Am Ende konnten
wir mit Hilfe dieses Beweises und mit Hilfe der Monotonieformeln zeigen, dass die Menge
der singuldren Punkte in einer (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit der Klasse C liegt.
Zudem kamen wir zu der Erkenntnis, dass der freie Rand aus verschieden-dimensionalen
Teilen besteht, die alle jeweils in einer glatten Mannigfaltigkeit liegen. Mittlerweile ist die
Forschung so weit vorangeschritten, dass wir schon mehr als Theorem 3.21 wissen kdnnten.
So ist das Theorem 3.21 fiir den Fall n=2 schon auf eine Mannigfaltigkeit der Klasse C1®
flir @ > 0 verbessert worden. Dieses und andere weiterfithrenden Ergebnisse lassen sich
zum Beispiel in Kapitel 10 von [F18b] finden.
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