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1 EINLEITUNG Lena Schmedt

1 Einleitung

In den Materialwissenschaften ist es von groflier Wichtigkeit, Defekte und deren Verhal-
ten in einem Werkstoff beschreiben und vorhersagen zu kénnen. Dafiir ist es notwendig,
sich damit zu beschéftigen, auf welche Weise sich diese Defekte verandern. Im Speziellen
wird es sich bei den hier betrachteten Defekten um Risse und deren Ausbreitung handeln.
Der Ansatz, ein Kontinuumsmodell zu betrachten, um die Rissausbreitung rigoros be-
schreiben zu konnen, scheitert allerdings. An der Rissspitze herrschen nicht-lineare und
diskrete Effekte vor, die zu einer Singularitit fiihren und durch ein Kontinuumsmodell
nicht beschrieben werden kénnen. Es ist also unabdingbar, den Riss auf einer atomaren
Ebene in einer kristallinen Struktur zu betrachten. Dabei wird die Rissausbreitung, die
durch bindungstrennende Ereignisse voranschreitet mithilfe von Bifurkationstheorie in
Banachrdumen beschrieben und analysiert.

Unter einer Bifurkation ist im Allgemeinen die qualitative Zustandsinderung in einem
nicht linearen System zu verstehen, welche durch einen sogenannten Bifurkationsparame-
ter A beeinflusst wird. Dieses Verhalten lasst sich mithilfe eines Bifurkationsdiagrammes
darstellen [7]. In diesem Setup kann der Spannungsintensitatsfaktor (SIF) &, der bislang
als MaB fiir Stabilitdt im Kontinuum fungiert hat, als ,,Ladeparameter”, der durch die
Grenzbedingung auf den atomistischen Riss wirkt, interpretiert werden und tibernimmt
die Funktion des Bifurkationsparameters. Das Bifurkationsdiagramm, welches sich durch
die Ausbreitung des Risses ergibt, hat die Form einer Schlangenkurve, wobei sich die Sta-
bilitdt des Systems an jedem Bifurkationspunkt &ndert. Entweder von stabil zu instabil,
wenn eine Gitterbindung getrennt wird oder andersherum von instabil zu stabil, wenn
die ndchste Gitterbindung von der Rissspitze erreicht wird.

In Kapitel zwei dieser Arbeit werde ich zunéchst den formalen Aufbau und die zugrunde-
liegende Struktur darlegen und einen Uberblick iiber die wichtigsten Definitionen geben.
Auch werde ich Annahmen anfithren, die hier getroffen werden und in den Beweisen der
Aussagen {iber das Modell zum tragen kommen. Schliellich werden die zuvor definierten
Rédume und das beschriebene Setup approximiert, um eine diskrete Grundlage zu schaf-
fen, auf der man numerische Berechnungen durchfiihren kann.

Der Hauptteil der Arbeit ist Abschnitt drei, in dem Theoreme und Propositionen zu
dem Modell formuliert werden. Dabei liegt das Hauptaugenmerk auf den Beweisen, die
dort im Detail gefithrt werden.

Diesem liegt, wie auch dem Rest der Arbeit, zum Grofiteil [2] zugrunde und Erkenntnisse
stammen weitgehend, sofern nicht anders angegeben, aus dieser Quelle.
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2 Konstruktion und Aufbau des Modells

2.1 Gitterkonstruktion und Funktionenraum

Im Folgenden betrachten wir die Rissgeometrie auf einer Gitterbasis. Diese ist das um
(%, %) verschobene Einheitsgitter A, wobei der Riss I'g und die daran angrenzenden
Gitterpunkte mit 'y bezeichnet werden.

A::{l—(%,%)HeZQ}

FO = {(1'1,0) | il § 0}
I'y:={meA|m; <0 und my ==+1}
Auflerdem wird angenommen, dass Interaktionen zwischen Atomen auf den Gitterpunk-

ten ausschlieflich in die ,,Néchste-Nachbar“-Richtungen (NN-Richtungen) stattfinden.
Bei einem homogenen Gitter sind diese gegeben durch

R = {:I:el, :|:€2},

im Falle eines Risses reduzieren sie sich hingegen zu

Rm) = {R , firm ¢ (T UT.)
" R\ {Fe} , fiirm el

Fiir eine Verschiebung auf dem Gitter u : A — R definieren wir die beiden diskreten
Gradienten Du(m) und Du(m) € R® durch

(Du(m)), = Dyu(m)
und

~ | Dpu(m) , falls p € R(m)
o , falls p ¢ R(m).

Dabei ist Dyu(x) zu verstehen als Dyu(z) = u(z + p) — u(x).

Mithilfe von D wird ein geeigneter diskreter Sobolevraum mit zugehoriger Norm und
innerem Produkt definiert.

lez{u:A%RHﬁuEEQundu(l

1
22) =0

1/2
ullygr = [ Dulle = (Z !DU(m)\Q)

meA
Fiir v und v € H! definiere: (U, )1 = Z Du(m) - Dv(m)
meA
HE:={u: A — R | supp(Du) ist kompakt}
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2.2 Energiedifferenzenfunktional

Als Néchstes fithren wir das Energiedifferenzenfunktional £ : #* x R — R ein, welches
definiert ist durch

E(u k) = > V(Diy(m) + Du(m)) — V(Diy(m)).

meA

Dabei ist k& der SIF, der hier als Bifurkationsparameter wirkt und
N . . /0
QA= R, dp(x) =k /r-sin B

die kontinuierliche linearisierte Elastizitdtslosung, die sich im homogenen Fall durch
Losen einer geeigneten Poissongleichung ergibt. In diesem Fall fungiert iy allerdings le-
diglich als Grenzbedingung. V : R® — R sei ein geeignetes interatomares Ortspotential.
Dies ist in diesem Modell ein NN-Paarpotential der Form

V(Du(m)) = 3 ¢(Dyu(m))

PER

mit ¢ € C%(R) fur ein a > 5, welches
6(0) =0, ¢'(0) =0, ¢"(0) =1 und ¢"(0) = 0
erfiillt. Aulerdem soll ein R4 € R existieren, sodass gilt:
¢'(r)=0 Vr mit |r| > Rg,

Die Nutzung des SIF k£ als Variable in der Definition von £ erlaubt es uns, k als Bi-
furkationsparameter aufzufassen und Bifurkationsanalyse zu betreiben, um den Fortlauf
und die Ausbreitung des Risses als Folge von Bifurkationen zu beschreiben, die hier den
bindungstrennenden Ereignissen entsprechen.

Die Arbeit beschéftigt sich zu grofien Teilen mit der Analyse der Menge S von kritischen
Punkten des Energiedifferenzenfunktionals. Diese ist gegeben durch

S = {(u,k) € H' x R| 6,&(u, k) =0 € (H')*}
wo 6,€ : H! x R — (H1)* die partielle Fréchetableitung ist, welche durch

(0u€(u, k), v) = > VV(Dig(m) + Du(m)) - Dv(m)
meA

gegeben ist. Dabei beschreibt v die Richtung, in die die Fréchetableitung ausgewertet
wird.
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2.3 Kiritische und regulare Punkte

Im Weiteren versucht man nun, stetige Pfade innerhalb der Menge S zu finden, die be-
schreiben, wie das Modell auf Verédnderungen des SIF k reagiert. B
Mit dem Satz tiber implizite Funktionen existiert tatsachlich fiir jedes Wertepaar (ug, ko)

aus S ein lokal eindeutiger Pfad von Losungen (us, ks) € S in der Nihe eben dieses Wer-
tepaares.Der Pfad wird mit einem Index s € R parametrisiert.

Alle diese Punkte (us, ks) heien reguldre Punkte, womit gemeint ist, dass
H, = 62,(s, by) : HY — (L) (2.1)

ein Isomorphismus ist.

Einige der Punkte aus .S, die iiber einem kritischen Wert von k liegen, haben weitere,
charakterisierende Eigenschaften und werden als (einfacher quadratischer) Wendepunkt
oder Bifurkationspunkt bezeichnet.

2.4 Bifurkationspunkt

Ein Bifurkationspunkt taucht bei (uy, l;:b) € S auf, falls ein y, € H! existiert mit

i) Ker(Hp) = span{y}
”) 65]@5(174)’ Eb)h/b’ 1] 75 0
i) 05 E (Uny ki) [Yor Yo W) # O

Dabei folgt aus iii), dass der kleinste Eigenwert die Null mit einer von Null verschiede-
nen Geschwindigkeit passiert und so einen Wechsel der Stabilitdt der Losung an jedem
Bifurkationspunkt impliziert.

2.5 Annahmen an das Modell

Um das vorgestellte Modell weiter analysieren zu konnen, ist es notwendig einige An-
nahmen zu treffen. Alle weiteren Aussagen der Arbeit beruhen auf der Giiltigkeit dieser
Annahmen.

Annahme 1
Es existiert ein Bifurkationsdiagramm in Form eines injektiven, stetigen Pfades B mit
B :[0,1] — H! x R, welcher gegeben ist durch

B(s) := (us, ks)-

Dabei ist Im(B)C S kompakt und fiir jedes s € [0,1] entweder ein reguldrer Punkt
(wie in oder ein Wendepunkt (wie in [2.4). AuSerdem wird angenommen, dass nur
endlich viele Wendepunkte bei s € {by,...,bys} auftreten. Dies impliziert insbesondere,
dass Im(B) eine sich nicht selbst schneidende Schlangenkurve ist.
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Annahme 2
Es existiert ein ¢ > 0, sodass fiir jedes s € [0, 1] ein Unterraum U, von H! mit Kodimen-
sion kleiner gleich 1 existiert, sodass fiir alle v € Uy gilt:

(Hsv,v) > cllvll3:-

Diese zweite Annahme hat zur Konsequenz, dass jedes Paar B(s) = (us, ks) entweder
einen Bifurkationspunkt, eine stabile Losung oder eine instabile Lésung darstellt.

Annahme 3
Spéater wird in gezeigt werden, dass das Bild von B eine eindimensionale C¢~!
Mannigfaltigkeit in H' x R ist. Dariiber hinaus wird folgende Annahme getroffen:

Die Funktion B : [0,1] — H! x R ist eine konstante Geschwindigkeitsparametisierung
der Mannigfaltigkeit Im(B) C H! x R.

2.6 Unterteilung des Parametrisierungsintervalls

Mit dem durch die Definition der Bifurkationspunkte implizierten Wechsel der Stabili-
tat an diesen Stellen ergibt sich, dass das Infimum des Spektrums von Hg in der Néhe
der Bifurkationspunkte und auf den instabilen Abschnitten dazwischen ein Eigenwert
ist. Dies wollen wir nutzen, um das Parametrisierungsintervall [0, 1] in zwei Bereiche zu
unterteilen.

Wir nehmen dafiir an, dass ein endlicher Ausschnitt des Bifurkationsdiagramms be-
trachtet wird und deshalb ohne Einschrinkung angenommen werden kann, dass man
mit einem stabilen Abschnitt startet und die Anzahl der Bifurkationspunkte gerade ist.
Fir {b1,...,bpr} wie in Annahme 1 setzen wir I, := (bor—1 — &, bag, + &) mit £ > 0 klein
genug. Damit unterteilen wir [0,1] in

M/2
Tpt := |J e € [0,1] und Ty := [0,1]\ Ty
k=1

Weiter bezeichnen wir mit
Byt = Bpt(Zpt) und Bpos := Bpos(Zpos)

die zugehorigen Bereiche des Bifurkationsdiagramms mit nichtleerem Punktspektrum
(0p(Hs) # 0) bzw. mit positivem Spektrum (o(Hs) C [¢, o0]). Graphisch wird dies in
Abbildung|[I]auf Seite[6] veranschaulicht. AuBlerdem lésst sich, da instabile Abschnitte und
Umgebungen von Bifurkationspunkten zu B gehoren, festhalten, dass die Konstante ¢
aus Annahme 2 klein genug gewéahlt werden kann, sodass gilt:

§ € Tpos = U = H.
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Abbildung 1: Abgebildet ist hier das Bifurkationsdiagramm als Schlangenkurve. Die ro-
ten Punkte stellen die Bifurkationspunkte dar. Die roten Bereiche gehoren
zu By, und beinhalten sowohl die Bifurkationspunkte und kleine Umgebun-
gen von diesen, als auch die instabilen Losungen, wohingegen die blauen,
stabilen Abschnitte zu Bpos gehoren. (Quelle: [2])

2.7 Approximation des Modells

Das bisherige Modell weist die Problematik auf, dass es numerisch nicht berechenbar ist.
Um den Losungspfad B numerisch approximieren zu kénnen, wird also im Folgenden ein
endliches Gebiet betrachtet. Dieses Gebiet wird mit Q2 bezeichnet und es erfiillt

(BRNA) CQr CA,

wobei Bgr der Ball um die Rissspitze mit Radius R ist und @ als Grenzbedingung auf
A\ Qp agiert.
Auflerdem betrachten wir nun den Lésungsraum
Sk = {(u" k) € H} x R | §,E(u”, k) =0 € (HR)*}
mit H%:={v:A = R|v=0auf A\ Qg}.
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3 Beweise zur Analyse des Modells

3.1 Vorbereitungen

Die Beweise der Aussagen des Artikels beruhen im Wesentlichen auf den Aussagen zweier
Lemmata. Diese werde ich im Folgenden vorab vorstellen.

Das Erste stammt aus [6] und wird hier ohne Beweis angefiihrt.

3.1.1 Lemma 1: ABCD-Lemma

Sei H ein Hilbertraum mit zugehorigem Dualraum H*. Betrachte den linearen Operator
M :H xR —H* xR von der Form

] A b
M= [(Q')'H d] ’

wobei A : H — H* selbstadjungiert ist, d.h. (Av,w) = (Aw,v) fir alle vyw € H,
be H*\ {0}, ce H\ {0} unddeR.
Dann gilt:

(i) Falls A ein Isomorphismus von H nach H* ist, so ist M ein Isomorphismus zwi-
schen H x R und H* x R genau dann, wenn d — (¢, A=1b)y # 0;

aufSerdem:

(ii) Falls dim(Ker(A))=codim(Range(A))=1 mit Ker(A)=span{vy}, so ist M ein Iso-
morphismus zwischen H x R und H* x R genau dann, wenn (b,7y) # 0 und
(Ca 7)7‘[ 7é 0.

Das zweite Theorem ist angelehnt an Theorem 1 aus [5] und benétigt die Einfiihrung
des folgenden Aufbaus.

Seien im Folgenden X,Y und Z reelle Banachrdume und sei F € C*(U x Y, Z) fiir ein
k > 1, wobei U eine beschrinkte, offene Teilmenge von X ist. Die totale Ableitung von
F an der Stelle (z,y) € X x Y wird als DF(x,y) € L(X x Y, Z) bezeichnet und die
partiellen Ableitungen in die Richtungen z, bzw. y als D, F(z,y) € L(X,Z), bzw. als
DyF(x,y) € LY, Z).
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3.1.2 Theorem 2: theoretisches Haupttheorem

Angenommen eine Funktion y : U — Y sei Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante co und
es existieren Konstanten cg und c1, sowie eine monoton wachsende Funktion L1 : R — R,
sodass die folgenden drei Hypothesen erfillt sind:

(1) Fiir jedes xo € U ist DyF(x0,y(z0)) ein Isomorphismus von Y nach Z mit

sup || Dy F (0, y(w0)) | < co;
rzo€U

(i) Wir haben die gleichférmige Schranke

sup || DgF (o, y(20))|| < e
xroeU

(iii) Fir jedes xo € U, & > 0 und alle (x,y), die ||x — .|| + ||y — y(zo)|| < & erfillen,
gilt

IDF(x,y) = DF (20, y(20))ll < L1(§)([lz = zoll + [ly — y(zo)))-

Dann folgt, dass Konstanten a,d > 0 existieren, die lediglich von cy,c1,co und L1 ab-
hdngen, sodass falls

sup ||F'(zo,y(zo))|| < d
zoeU

ist, eine eindeutige Funktion g : Ug,cv B(xo;a) — Y existiert, sodass gilt:
F(z,g(z)) = 0.

Dabei ist mit B(xo;a) der Ball um den Punkt o mit Radius a gemeint.
Auferdem ist g auf ihrem Definitionsbereich eine C*-Funktion und fiir alle zo € U und
alle x € B(xo;a) gilt die Abschdtzung

lg(x) = y(zo)|| < Ko(llz = woll + [[F'(x0, y(x0))I]),
wobet Ko > 0 nur von den Konstanten cy und c¢1 abhdngt.
Der Beweis dieses Theorems ist angelehnt an den Beweis von Theorem 1 aus [5] und auf

Seite [15] zu finden. Dieser beruht dabei auf den Aussagen weiterer Hilfslemmata, welche
wir zundchst anfithren und beweisen werden.
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3.1.3 Hilfslemma 3: Vorarbeit fiir den Beweis von Theorem 2

Seien X,Y wieder Banachriume und f eine C'-Abbildung von einer Umgebung von
xg € X nach Y. Bezeichne auflerdem yo = f(x0).
Angenommen, D f(xg) sei ein Isomorphismus von X nach'Y mit

IDf (o)l < M. (3.1)

Wenn § > 0 so gewdhlt wird, dass gilt

1

lz = 2ol <6 = [Df(x) = Df(zo)|| = 577

(3.2)

dann ezistiert eine eindeutige C'-Funktion g, die auf B(yo; ﬁ) mit Bild in B(xo;9)
definiert ist, sodass f o g = id, ist.
Desweiteren erhalten wir fir alle y € B(yo; ﬁ) die Abschdtzung

19(y) — g(yo)ll < 2M ||y — yoll-

Beweis von Hilfslemma 3
Betrachte die Abbildung A, : X — X, welche definiert ist durch

Ay(x) =z0+ Df(20) " (y — yo + fxo) + Df(w0).(x — m0) — f(2)).

Dabei ist D f(xg).(z — zo) zu verstehen als die Ableitung von f an der Stelle z¢, ausge-
wertet in Richtung (z — zo).

Seien x € B(xo;9) und y € B(yo; ﬁ) Dann gilt:
| Ay(z) — 2ol = |Df(20) ™" (y — yo + f(z0) + Df (x0)-(z — z0) — f(x))|

<|Df(wo) - | ly — yol + | f(w0) + Df(xo).(x — x0) — f(2)|
—_———— | N——

5
1| <50 ()

Zu (*):
Es gilt f(z) = f(z0) + [i—q Df(x0 + s(z — x0)).(x — z0) ds.

=4 f(zo+s(z—w0))
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Damit ergibt sich
|f(z0) + D f(xo).(x — z0) — f(z)]
1
— | Df (o). (z — o) — /s:o Df(z0 + s(x — 0)).(x — 0) ds|

unabhéngig von s

1
— | /0 Df(xo) — Df(x0 + s(z — o)) ds (z — z0)]

1
< [ D) = Df (o + slw — a0)] ds- [z~
0 ——

<s
<z L
— 2M
)
< —
- 2M

S [ Ay(@) =0l < M- (s + o) = S+ 5 =6

Somit gilt, dass A, fiir y € B(yo; ﬁ) eine Abbildung von B(zg;d) in sich selbst ist.
Wie folgt kann man auBerdem einsehen, dass A, eine Kontraktion ist:

Seien x, z € B(xg;0) und y € B(yo; ﬁ) wie zuvor. Dann gilt:

|Ay(z) — Ay(2)| = [Df(20) " (y — yo + flat) + Df (x0)-(x — 2q) — f(2)
— 4+ yo — flaw) — Df(x0).(z — 20) + £(2))]
< [Df(zo) | [Df(x0).(x — 2) — f(z) + f(2)]

1i (%)

Fiir (+x) gilt dabei wie schon zuvor fiir z statt xop mit

1
f(z) :f(z)+/0 Df(z+s(x—2)).(x—2)ds:

[Df(wo0).(x = 2)=f(x) + f(2)| = [Df(0)-(x — 2) — /01 Df(z+s(x—2)).(z — ) ds|

1 1
< /O Df(wo) = Dz +s(z = 2))| ds- o — 2| < 5o o — 4],

B2
Z

also insgesamt

und A, ist somit fiir y € B(yo; ﬁ) eine Kontraktion von B(z;d) in sich selbst mit
Kontraktionskonstante ¢ = %

10
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Damit lasst sich der Banachsche Fixpunktsatz anwenden.
Man erhélt also, dass A, einen eindeutigen Fixpunkt 2 € B(xq; ) besitzt. Dies bedeutet
konkret:

Ay(z) =20+ Df(w0) " (y — yo + f(z0) + Df(x0)-(x — z0) — f(2)) ==
) D f(a0) "y + Df(wo).(x — x0) — f()) = & — 20
& Df(wo).(x — x0) — f(x) = D f(20).(x — 20)
Sy—flz)=0
sy = f(z)

Aquivalent ausgedriickt existiert demnach ein eindeutiges = € B(z0;6), sodass y = f(x)
ist. Das heiflt, fiir jedes y € B(yo; ﬁ) existiert ein Urbild von f in B(xg;0).
Dies definiert eine C''-Funktion

)
g: B<y07 m) — B(CC(),(S)

y—=gly) =z,
fir die gilt: f o g = idy.

Betrachte nun den zweiten Teil der Aussage des Lemmas, die Ungleichung
l9(y) = g9(wo)ll < 2M |ly — yol-
Um diese zu zeigen, sei x € B(xg;d). Dann folgt mit (3.1]) und (3.2)

1D f (o)~ (Df (x) = Df (wo))| < |1Df(x0) "' || - [IDf(x) = Df (o)l
1 1
Zudem kann man D f(z) schreiben als:

D f(x0)(I + D f(z0) " (Df(x) — Df(0))) = Df(x0)(I + Df(xo) ' Df(x) —I)
= Df(x0)Df(x0) ' Df(x)
= Df(x).

Das heifit, D f(x) ist genau dann invertierbar, wenn die Faktoren der linken Seite inver-
tierbar sind. D f(z¢) ist nach Voraussetzung invertierbar. Es bleibt also zu zeigen, dass
auch I + Df(xo) " (Df(z) — Df(xg)) invertierbar ist.

Betrachte dazu ein v € ker(I + Df(z0) 1 (Df(z) — Df(x0))). Fiir dieses gilt:
0= 10| = v+ Df(z0) " (Df(x) = Df(wo))v|

< ol + 2] = 2]
v+ =jv| = <|v
- 2

3
2
=v=0.

11
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Damit ist ker(I + D f(x) (D f(x) — Df(x0))) = 0 und der Ausdruck somit invertierbar.
Wir erhalten also die Invertierbarkeit von D f(x). Es folgt:

IDF@) M < 1DF (o) 107 + D (o)™ (Df (@) = Df (o)) |
g IDf(0)"
= 1= [Df(xo) {(Df(x) — Df(wo)]
< 2M.

So erhalten wir fiir alle y € B(yo; ﬁ)

IDg(y)|| = D f ()| < 2M.

Damit folgt also auch fiir den diskreten Differenzenquotienten die Abschitzung

lg(w) = 9@olll _ 5,
Iy = yoll
und somit die letzte Aussage des Hilfslemmas. O

3.1.4 Hilfslemma 4: Vorarbeit fiir den Beweis von Theorem 2

Seien X,Y, Z Banachridume und f eine C*-Abbildung von einer Umgebung von (xo, o) €
X XY nach Z.
Bezeichne fo = f(zo,y0) € X X Y.

Angenommen, die folgenden Hypothesen seien erfillt:

i) Die Abbildung Dy fo ist ein Isomorphismus von'Y nach Z mit

1(Dyfo) !l < co; (3.4)

it) Wir haben die Abschdtzung

1Dz foll < e1; (3.5)

i1i) Es existiert eine monoton wachsende Funktion L1 : Ry — Ry, sodass fiir alle
(,y) € X x Y mit [|(z,y) — (w0, y0)|| <& gilt:

IDf(x,y) = Dfoll < L1(§) ([l — zoll + ly — woll)- (3.6)

Dann kann man drei nur von cg,c1 und L1 abhdngige Konstanten o, 3,7 > 0 finden,
sodass, falls ||fol| < v ist, eine eindeutige C'-Funktion g existiert, welche auf B(zo; )
definiert ist, ihr Bild in B(yo; ) hat und die

flz,g9(x)) =0

12
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erfillt.
Auferdem erhalten wir fir eine Konstante Ko = Ky(co,c1) > 0 und alle x € B(xo; «)

l9(x) = yoll < Ko(llz — 2ol + [l foll)-

Beweis von Hilfslemma 4
Definiere auf einer Umgebung von (x¢,yo) die Abbildung F' mit Bild in X x Z durch

F(x,y) = (z, f(z,y)).

Um auf die Funktion F' anwenden zu konnen, iiberpriife Bedingungen (3.1) und
B2).

Priife zundchst :
Zeige also: D f(xg) ist Isomorphismus von X — Y mit ||Df(zo)~ || < M.

Betrachte DFy = DF(xo,y0) € L(X xY; X x Z). Es gilt

DFy = DF(z0,y0) = D(zo, f(z0,%0))
_ %(107.}0(1'07?/0)) _ 1 Dmf(]
dy (o, f (w0, y0)) 0 Dyfo)"
Da D, fy nach Voraussetzung als Isomorphismus von y — Z invertierbar ist, folgt durch
Auflésen gegen die Einheitsmatrix

1 (1 —=Dgzfo.(Dyfo)™t
w%w—<0 (Dyo)" )'

Wir erhalten fiir alle x € X und z € Z also
(DFo) ™ (z,2) = (DF(x0,y0)) ™ (2, 2)
= (z, (Dyfg)*l.(z — D, fo.z)).
Damit, und mit den Voraussetzungen (3.4) und (3.5) an (D, fo)~! und D, fo folgt

I(DFo) " (z, 2)|| = [|(z, (Dyfo)~"-(2 = Dufo.x))|
< Nl + 1Dy fo) 1 - Izl + (1D foll - fl])
< |zl + collzl| + coca |||
= (1 + cocr) || + coll=||
< max(1 + cgcy, ) - |[(z, 2)||

und damit

(DFy)™Y| < max(co, 1 4 cocr) =: M.

13
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Uberpriife nun :

Wir haben fir alle (z,y) € X XY

und mit (3.6]) erhalten wir fir (x,y) € B(xo,yo;€)

|DF(z,y) — DFol| = [|[Df(z,y) — D foll
< Li(§) - (lz = zoll + lly — woll)
< Ly(§) - €.

Wenn wir nun die Konstante § > 0 so wéahlen, dass L1 (5) < 2iM, erhalten wir fiir alle
(x7 y) € B(an Yo; 6)

1

|DF(@,y) ~ DFy|| < BL1(8) < 7

Mit existiert also eine eindeutige C'!'-Funktion G, definiert auf dem Ball B(xo, fo; %)
mit Bild in B(xg,yo0;5), sodass F'o G = idxxz.
Offenbar ist die Funktion G von der Form

G(z,z) = (z,¢(x, 2)) mit f(z, ¢(z,2)) = z,
mit einer Abbildung ¢ : (X x Z) — Y, denn so gilt:

FoG(x,z)=F(z,¢(x,2)) = (z, f(z,p(x, 2)) = (z, 2).

Wenn wir z = 0 fest wiahlen und annehmen, dass ||fol| < v < & ist, erhalten wir als
Konsequenz die Existenz einer eindeutigen C'-Funktion g : x — g(z) = ¢(z,0) definiert
auf B(zo; ) mit o = % und Bild in B(yo; 8), sodass gilt

f(@,9(x)) = f(x,¢(x,0)) = 0.

Indem wir ||g(y) —g(vo)|| < 2M ||y —yol| aus auf die Funktion G anwenden, erhalten
wir mithilfe von ¢(zg, fo) = yo fir alle z € B(zg; @)

lg(x) = yoll = ll¢(x,0) — d(xo, fo)l

oBdA [lzo]|<]|z]

< 2 + p(2,0) — (x0 + (xo0, fo))l|
= ||G(z,0) — G(z0, fo)|
<2M - (||z — xol| + || foll)

die {ibrige Abschétzung mit Kq := 2M. O

14
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Beweis von Theorem 2:

Wir versuchen, auf jeden Punkt (z¢,y(z¢)) mit o € U anzuwenden. Die Konstan-
ten a, 5,7 und Kq aus héngen nur von ¢y, c¢; und L; ab, welche wiederum nach den
Voraussetzungen von Theorem 2 nicht von dem gewahlten zg € U abhdngen, sondern
fir alle zg € U anwendbar sind.

Mit folgt nun, dass unter der Bedingung

sup ||f(x0a y(CU()))H < Y5
xoeU

fiir jedes xo € U eine eindeutige C'-Funktion g existiert, die auf B(zo; ) definiert ist,
ihr Bild in B(y(zo); 3) hat und f(x,go(x)) = 0 erfiillt. Nun bleibt es zu priifen, dass
sich diese, von den Punkten z; aus U abhéngigen Funktionen g;, zu einer auf ganz U
wohldefinierten C!-Funktion g zusammensetzen lassen.

Sei 0 := min(§, %) und seien xg, 1 € U mit ||z,—x1|| < 0. Zeige also im Folgenden, dass
die beiden durch implizierten Funktionen gop und g; auf dem Schnitt der offenen
Bélle B(xo;d) und B(z1;0) iibereinstimmen.

5

Sei also = € B(xo; 6)NB(z1;8). Wir schreiben mithilfe der A-Ungleichung

lg1(2) = y(zo)ll < llg1(2) — y(x)ll + ly(z1) — y(zo)ll-

Man kann in ohne Beschréankung § durch 6 fiir ein 6 € [0, 1] ersetzen und anneh-
men, dass || fol < & Dann findet man eine Funktion g, die den Ball B(zg;f«) in den
Ball B(yo; 03) abbildet. Nutze dies fiir 6 = 1.

Wir erhalten fiir d < %, dass sup,,cp || f(zo, y(z0))|| < d. Wie vorher in haben
wir o = & und Ky = K; = 2M. Damit folgt:

l91(x) = y(z) [l < Ka(llz — 2] + [ f2]])
B

§2M(5+8W)
<am(@+ )
2M(8§4+8§4) g

Auf der anderen Seite gilt mit der vorausgesetzten Lipschitzstetigkeit von y mit Lip-
schitzkonstante ¢y

B
ly(z1) —y(wo)l| < caflzr —wol| S ca-d<eca- o— =

B
262 2 ’

15
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Insgesamt gilt somit

N @
N |

lg1(z) —y(zo)|| <

und g1(z) € B(y(zo); B).
Wegen der Eindeutigkeit der impliziten Funktion go : B(zo; «) — B(y(xo); ) gilt

g1(z) = go(z) furalle z € é(:po; 5)mé($1; 5).

Indem man fiir alle 2o aus U g(z) = go(x) auf B(xo;8) setzt, definieren wir also eine
cindeutige C'-Funktion g : Uy cr B(zo;8) — Y, welche f(z,g(x)) = 0 erfiillt und fiir
alle 2o € U B(zo;6) nach B(y(xo); g) abbildet. Fiir e < § und b = g ist also der erste
Teil des Theorems erfiillt.

Wegen der giiltigen Abschitzung ||g(z) — yo|| < Ko(||z — zol| + || fol|) aus welche
auf yo = y(xo) angewandt wird, folgt auch

l9(x) = y(@o)|| < Ko - ([l = zol[ + [/ (0, y(x0)))-

Man erhélt also, dass die Funktionen g; auf sich iiberschneidenden Definitionsbereichen
iibereinstimmen und sich demnach zu einer auf ganz U wohldefinierten C'—Funktion g
erganzen.

Dies beendet den Beweis. O

3.2 Aussagen iiber das Modell
3.2.1 Lemma 5: Abschatzung fiir [v| mit v € H'
Falls v e MY, dann gilt fir jedes | € T'y.:
D] S N[oll (1 4 log [1])-
Beweis von Lemma 5
Da wir uns in einer Geometrie mit Riss befinden, miissen wir bei dem Beweis in zwei

Félle unterscheiden und betrachten [ € I'y und [ € I'_ separat voneinander.

Wir setzen & := (1,1) und erhalten per Definition von #!, dass gilt: v € H! = v(2) = 0.

Fall 1: Seil eT';.

[ € Ty impliziert, dass | = (l1,l2) von der Form (Iy, %) sein muss und wir erhalten
(I—2)-eq = 0. Betrachte nun eine Folge von Quadraten (Q;)¥., € R?\ (DrUT)). Dabei
bezeichne

1 11
Dr Iz{l‘ERQ|$1§§undx2€(_§7§)}\ro
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den Kontinuumsbereich, der von I'y und I'_ eingeschlossen wird und I" := 9D \ Ty die
kontinuierlichen Linien, die I'+ enthalten und Dr begrenzen.

Die Quadrate sind in e;-Richtung ausgerichtet, also so, dass die unteren Kanten der
Quadrate auf I' | liegen, und wie folgt definiert.

Qo und @Qp seien Einheitsquadrate, die Z, beziehungsweise [ tangieren. Dabei sei & der
Mittelpunkt der Seite des Quadrates (g, die an 'y angrenzt und analog ! der Mittel-
punkt der Seite von @, die auf I' liegt.

Die Quadrate @1, ...,Qn—1 sind so definiert, dass sie den Raum zwischen Q¢ und Qn
so fiillen, dass die Innenflichen von benachbarten Quadraten jeweils disjunkt sind und
sich ihre Seitenldngen um den Faktor 2 unterscheiden. Auflerdem soll jeweils eine Seite
des kleineren Quadrates in der des Grofleren liegen.

Abbildung 2: Darstellung der Konstruktion der Quadratfolge und der Rissumgebung.
Bezeichne nun h; die Seitenldnge des Quadrates ;. Dann gilt nach Konstruktion
N
hz’+1 =2h; fir i < 5

N
h; = 2hi+1 fir 7 > 5

17
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Induktiv erhdlt man:
N

fiar ¢ < —: hi=2-hji_1=2-2-h;_9=

N
und fir ¢ > — : hiZQ-hH_l:Q-Q-hH_Q

Auflerdem gilt:

‘l_fﬂ:h0+h1+h2+---+h]\/—1h§1h1+h2+...+hN
N

vl

A A 1 |
2221+ 2N—’L:Z2Z+ 21
i=1 =L =1

i

Es folgt:

-7 >4-(2% — 1)
o 81z 0% 2 vy
|l — 2|
<:>10g(1+T) > N-logVv2. (%)

Auflerdem gilt log(1 + 2) <log(z) +1log(2) Vz>1 (xx),da

1-— 1-—
log(1 4+ z) <log(z) + log(2) < log ° < log(2) < L P
z
Damit folgt:

(%) I sl ) 1—3
N < log(1+ m) < logb4:CI + log(2)
=log(2) —log(4) + log|l — | < 2+ log|l — 2|

Fiir die Anzahl N der Quadrate gilt demnach

NS (2+1ogll—2)) S1+loglil.

Hierbei ist < zu verstehen als (...) < C'-(...) fir eine Konstante C, die in diesem Fall
unabhéngig von [ ist.

18
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NINININ

Abbildung 3: Darstellung der Triangulierung zur Definition des Interpolationsoperators
I, mit Nummerierung der Gitterpunkte als m; ; und Benennung der Ele-
mente der Triangulierung.

Sei im Folgenden I ein Pl-Interpolationsoperator auf der Rissgeometrie. Dazu unter-
teilen wir das Gebiet R? \ I'g. Die einzelnen Quadrate des Gitters teilen wir in je zwei
rechtwinklige Dreiecke und fiihren iiber diese Triangulierung 7 den stiickweise linearen
Interpolationsoperator I ein. Dieser ist so konstruiert, dass er auf Dp wohldefiniert und
stetig tber I ist.

Definiere fiir Jv den Mittelwert auf einem Quadrat ¢); durch

1
(v)g, = ’Q_J’ 0, Iv(z) dx.

Es gilt die Abschétzung
Wo... — @), = \L/ Iv(x)dx—\i/ To(z) dz
Qi1 9 ’Qj—f—l’ Qj+1 |Q]’ Q;
)
S IV 2@rargy S vl

Um die Abschétzung (%) einzusehen, nummeriere die Gitterpunkte m € A als m, ;.

19
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Dann gilt zum einen

2
v(mi+1,g) v(mz,J)
||, = Dv(m; ;)|* =
H H’Hl mz:eA’ ( w)| ; U(mi,j+1) v(mm)
1, 2,7
v(mgj—1) — v(m; ;)
= > olmir1y) —v(mig)* + Y [u(mio;) — v(m )]
mm- m1]
+ ) Ju(migen) = v(mig)P + > [o(mag-1) — v(mi))*.
miyj mm-
Zum anderen gilt:
IVIv|72 = > / \VIv|? dx
TeT
= > |T]- [VIo(T)|?
TeT
= > |T|- D, To(T)? + 3 |T] - |D—e, To(T)?
TeT TeT
+ > IT| - [Dey Io(T)* + > |T| - [D—ey Iv(T) .
TeT TeT

Indem man die Dreiecke der Triangulierung mit ihren Eckpunkten m; ; identifiziert, gilt

dabei exemplarisch fiir den ersten Summanden

ST D, Io(T)? = (IT1(mag)| + [Ta(miy)]) - [De, To(mi )|
TeT mi,j

= Jo(miprg) — v(miy)[*.
mq g

Fiithre dies analog fiir die anderen Summanden durch und erhalte

IVIv|[72 = > [o(mit1y) — v(mag) > + Y [o(mio;) — v(mij)|?
m/LJ ml,]
+ > Jo(miggr) —vima )P+ [o(miji—1) — vima ;)]

™M, j ™M, j

Damit folgt also die Abschatzung (x) [|[VIv| 2 < |Jvll5:-
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Als Resultat dieser Ungleichung ergibt sich

A- Unglelchun

[(w)qn — (W)l w)Q, |

i

(*) N
IVIv|l p2revrg) S D Ivllgn
=1

ZN- [0l S (24 1og ) - [|v]lg - (3.7)
AufBlerdem gilt natiirlich
(V) —v(2)] < sup [v(z) = v(@)] < [[VIv] Loo(qo) (3-8)
z€Qo
und analog
(1) = (V)Qu| < sup [v(l) = v(@)| < [IVIv] Lo (@) (3.9)
2€Qo

Da Iv auf einem endlich dimensionalen Raum lebt, erhalten wir weiter die Abschétzung

Norméaquivalenz

VIv]| oo (@) S VIV L2,

~

Ubergang zu groferem Gebiet
S IVIv| L2e\ro) S llvllg- (3.10)

Mit diesem Wissen lésst sich nun die Aussage des Lemmas zeigen.

v(2)=0 . A-Ungleichung )
@] =) —v@)] < o) = (Won |+ W)y = (W)gy| +|(v) g, — v(@)]
(3.9 (3.7 (3-8)
SIVIv Lo (@) + (2 4 log [U]) - [0l + VIV]| Lo
(13.10)

S ol + (24 1og ) - flvllgs + [[vllz
S+ log i) - f[vllzp

Dies beweist die Aussage fiir [ € I'y.

Fall 2: Sein nun alsol € T'_.

Da sich [ nun auf der anderen Seite des Risses als & befindet, konnen wir das obige
Argument nicht mehr nutzen, da die konstruierte Folge von Quadraten nun nicht langer
eine Teilmenge von R?\ (Dr U T) ist.
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Mithilfe der Definition eines weiteren Punktes a := (3, 3

die andere Seite des Risses. Damit konnen wir schlieflen:

()] = [o(1) — v(&)] < [o(l) — v(@)] + [v(@) - v(2)|
" g ) - ol + o(@) — v(2)].

) wechseln wir also zunéchst auf

Auch fiir |v(a) — v(2)| kann man, da man den Riss nicht quert, die Ungleichung anwen-
den, indem man eine geeignete Quadratfolge (diesmal vertikal) wéhlt.
Insgesamt gilt also:

oD < (1 +1og [I]) - [|v]lzn + (L +log I]) - [[o]l

(1 +log [I]) - [|v[l5

AN

und somit ist der Beweis beendet und die Aussage gezeigt. O

3.2.2 Theorem 6: Regularitdt von £

Das Energiedifferenzenfunktional € ist wohldefiniert auf H' x R und a-mal stetig diffe-
renzierbar.

Beweis von Theorem 6
Zunéchst zerlegen wir das Energiedifferenzenfunktional in einen Hauptteil &y und
einen Teil &, der zu der Rissoberfliche gehort, indem wir schreiben

g(“) k) = gbulk(U, k) + 5{‘(’&, k‘)

Dabei sind &gk und Er folgendermaflen definiert:

Epuc(u, k) =Y Y @ (Dpig(m) + Dyu(m)) — ®(Dpyiig(m)),
meA peR(m)

Er(u,k) ==Y > ®(Dyig(m)+ Dyu(m)) — ®(D,iy(m)).
mel'+ pe R\ R(m)

Zeige also, dass beide Teile wohldefiniert auf H!' x R und stetig differenzierbar sind.
Epbulk erfiillt dies nach Theorem 2.3 aus [I]. Es bleibt also lediglich die Wohldefiniertheit
von &r zu zeigen.

Wir halten zunéchst fest, dass gilt
sin() ist —0

il k) =~k VEosin(g) TOErn( )

punktsymmetrisch
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Fiir m € Ty und p € R\ R(m) erhalten wir also

| Dyt (m)| = |tg(m + p) — g (m)| = |ax(m1, —m2) — g (m1, ma)|

= | = ag(m) — @p(m)| = | — 24 (m)|
+7
|22k -sin(S0)
<oo N——
+1
1
— |m|2.
[m|—o0

AuBerdem gilt fiir u € H!

|Du(m)| ~ 4lu(m + 1) — u(m)| < [u(m + 1) + [u(m)|
= [ull 2 - (1 +log [m + 1[) +([ul 72 (1 + log [m])
<2log |m]|
<2(1+log|m|)
< 3 Jlullys - (1 + log|ml])
< 1+ log |m)|
< log|m]|.

Es gilt also |D,u(m)| < |Du(m)| < log|m|, also auch —log|m| < |Dyu(m)|.
Dies impliziert, dass

| Dt (m) + Dyu(m) | > Colm|2 — C; log|m| (3.11)
—— N———
—m|? Slog m|

fiir geeignete Konstanten Cy und C ist.
Mit Annahme 2 (R4 > 0: ¢(r) = 0 Vr mit |r| > Ry) folgt somit fiir jedes m € I'+ mit
ausreichend grofiem |m|:

@ (Dpak(m) + Dpu(m)) —¢ (Dpak(m)) =0

>Ry fiir |m|—ro0 >Ry fiir |m)
grofl genug

Damit gilt fiir &p(u, k) = > nery X pem im) @ (Dptie(m) + Dpu(m)) —¢(Dpix(m)), dass
nur iiber eine endliche Summe summiert wird und £ somit wohldefiniert auf HY xR ist.

Es bleibt also die Differenzierbarkeitseigenschaften des Funktionals zu zeigen. Diese fol-
gen wie in Theorem 2.8 7i7) aus [8]. Damit ist der Beweis geschlossen. O

23



3 BEWEISE ZUR ANALYSE DES MODELLS Lena Schmedt

3.2.3 Theorem 7: Regularitat des Diagramms

Die Menge Im(B) C H' X R ist eine eindimensionale C*~1 Mannigfaltigkeit.

Beweisidee von Theorem 7

Es gilt zuniichst, dass € ein C* '-Funktional ist. Zeige also, dass Im(B) eine C*!-
Mannigfaltigkeit ist, d.h. im Allgemeinen, es existieren Karten (U, ¢), wobei U offene
Umgebungen in Im(B) sind und ¢ : U — R, sodass gelten:

i) ¢ ist bijektiv von U nach ¢(U)
ii) U tiberdecken Im(B)

i) V(Ut, ¢1), Uz, d2) : o ¢y " € COHo(Uy N U2)).

Es gilt B : [0,1] — Im(B), wobei B nach Voraussetzung injektiv und stetig ist. Wéahle
also U =[0,1] und ¢ = B~%.

Wenn Im(B) C V eine Einbettung ist, so soll gelten: ¢! : ¢(U) — V.

Hier gilt also:

Im(B) ist eine eindimensionale C*~!-Mannigfaltigkeit in ' xR genau dann, wenn Im(B)
das Bild einer injektiven C*~'-Abbildung von [0, 1] nach H' x R ist.

Fiir den Beweis definiere Mengen, die zu den Umgebungen von Bifurkationspunkten
gehoren als

M
Ir = J(b — &b + &) und B := B(Z;) als Bild der Menge unter B.
=1

Nach Voraussetzung ist Im(B) kompakt.

Dann gilt auch Im(B) \ By = Im(B)\ Im(Zy 0,1]\ Zy) ist kompakt, da
[0,1] \ Z kompakt ist und zudem B stetig und Bilder kompakter Mengen unter stetigen
Abbildungen wieder kompakt sind. Das heifit, es existiert eine endliche Folge von Punk-
ten {(us,, l?:si)}izlw,7N, sodass Im(B) \ By von den offenen Umgebungen iiberdeckt wird
(dies zeigt Bedingung (ii)). Desweiteren gilt, wie spater im Beweis von m gezeigt wer-
den wird, dass Hg, = 62,& (us,, ks;) an jedem solchen Punkt (us,, ks,) ein Isomorphismus
ist. Wir konnen also auf 0,&(s,, ks,) anwenden und erhalten eine lokal eindeuti-
ge C*1-Funktion g von kritischen Punkten, d.h. die Punkte (u,k) € H' x R, fiir die
6u€(u, k) = 0 gilt, wo k +— u(k). Damit folgt, dass Im(B) \ By eine stiickweise C*~1-
Mannigfaltigkeit ist. Dies wollen wir noch fiir By etablieren.

Injektivitdt von B
) = B(]

Betrachten wir also das erweiterte System F : (’H1 x R) — R, welches gegeben ist durch

F(u, k,t) = (0u€(u, k), (u — tp,, Yo,)7p — ).
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Dabei ist 7, der Eigenvektor, der in @ eingefiihrt wurde.

Wir kénnen das ABCD-Lemma auf das System F' an den Stellen (us,, kp,) anwenden
was es uns wiederum ermoglicht, zu nutzen. Dies liefert uns schliellich einen lokal
eindeutigen C*~1-Graphen ¢ ~ (u(t), k(t)), wo insbesondere gilt k(0) = k,.

Wegen der Eindeutigkeit muss dieser Pfad wieder mit B, also (us, ks) tibereinstimmen.

3.2.4 Proposition 8: Existenz eines Eigenpaares
Es gelten folgende Aussagen:
i) Unter den Annahmen 1-3 existieren C®~2-Funktionen y : Lyt — H und p - Iy — R,

sodass

Hs'Ys = ,USJ'Ys-

Dabei ist Hy = 62,E (us, ks) und J eine Rieszabbildung, wie ein isometrischer Iso-

morphismus zwischen H' und (H1)*.
Dies ist dquivalent zu

(Hsvs,v) = pis(Vs, v) g fiir alle v € HL.

ii) AufSerdem gilt: Fir j = 1,..., M haben wir up, = 0 mit dem zugehdrigen Eigen-
vektor aus und Mij # 0, was einen Wechsel der Stabilitit an der Stelle s = b;
impliziert.

Beweis von Proposition 8
Sei BC[0,1], Y =H! xRund Z = (H)* x R. Betrachte im Folgenden das System

G:BxY — Z,

das gegeben ist durch
G(s, (v, 1) = (Hey — pJv, (€,7) 30 — 1),

wobei ¢ € H! geeignet gewshlt wird.

Die Produktraume werden zudem mit ihren kanonischen Normen ausgestattet, es gilt
also |, )z = Nl + .

Auflerdem teilen wir die Menge By in zwei Teilmengen auf; eine in der Néhe der Bifur-
kationspunkte, die andere auf den instabilen Abschnitten fern der Bifurkationspunkte.
Fiihre fiir diese Bereiche den Beweis getrennt voneinander.

Teil a): Umgebungen von Bifurkationspunkten
Zur Vereinfachung der Notation der Ableitungen von G setze y := (v, ) und sei im
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Folgenden ¢ = ~y,.
Es gilt dann

. Hbi - //Jbl‘] 7J/yb1
DyG(bi, (v, 11,)) = DyG (i Y)y=(, u,) = ( (Wi ) O )
Ziel ist es nun, anzuwenden. Uberpriife im Folgenden also die Voraussetzungen
i) — 1i1) des Theorems.

Fiir i) zeige, dass Dy(s, (7, wp,)) fir alle s € (b; — &,b; + &) ein Isomorphismus von
H! x R nach (H!)* x R ist und

sup [ DyG(s, (v, m5,)) M < o erfiillt.
s€(bi—&,bi+¢€)

Mithilfe des ABCD-Lemmas gilt, dass

Hs - J _J ; .
DyG(S, (7b¢7ﬂb¢)) - ( ('Yb- 'L;Zl 07b1> fur s = b;

invertierbar ist.
Nach ist £ mindestens 5-mal stetig differenzierbar, also ist insbesondere die Ab-
bildung s — H; stetig. Ebenso sind (DyG (bi, (o, 1)) — (DyG(biy (10,5 ;) und
| - || stetig. Es folgt also, dass || DyG(s, (,, ts;)) || als Verkettung stetiger Funktionen
fir alle s in einer Umgebung von b; existiert und stetig ist und somit DyG(s, (W, , i, ))
auch fiir diese s invertierbar ist; die Umgebungen, fiir die das gilt, bezeichnen wir mit
(bi — & bi + ).

Mit der Beschranktheit von DyG(s, (,, ;) ist Voraussetzung i) erfiillt.

5SHS

Ebenso ist Voraussetzung 1) erfiillt, da DsG(s, (,, tp;)) = ( 0

) beschrankt ist.

Zu Voraussetzung iii):
Zeige, dass fur alle s € (b;—&, b;+¢) und alle (8, (7, 1)) mit [5—s|+|| (v, ) — Vo, 0,) || < & -

HDG(ga (’Ynu’)) - DG(Sa (%wlu’bi))H < Ll(g) ’ (|§ - S’ + H(77 M) - (fybi7lu’bi)”)‘

0sHgy 0
Es ist DG(s, (v,p)) = | Hs — uJ —J~ |. Damit folgt:
(Cv ')’;-'[1 0

IDG(3,(v; 1)) = DG(s, (5 16,)|
<65 Hsy — 6 Ho, || + [[Hs — pd — H + po, I + 1y, —vI + (e, )qn = (&)l
< ||0sHsy — 0s Ho, || + [1Hs = Hs|| + 1o = pao || + 17 =
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Dabei gilt:

|0sHsy — dsHsw, || < ||0sHsy — dsHav, || + |0sHs Ve, — dsHs e, |

< osup 0 Hs|| - 1y = |l + 195 Hs — 35 Hs|l - [l |
5E(bi=E.bi+E)

< sup (6 Hsll - Iy = ll+ sup [162ZH| - 5= s| - [l
se(bi—&,bi+€) s€(b;—&,bi+8)

aulerdem

|Hs — Hsl| < sup  [[0sHs|l - |5 — 5|
s€(b;—E€,bi+¢€)

und

e = o, |+ M1y =l < M1y 1) = (Vo5 0, |-

Insgesamt erhalten wir also

HDG(ga(’Ya M)) - DG(87 (7b¢7 sz))”
< sup  |&Hs[ Iy —wll+  sup )||5§sHsH Aol - 15— s

5€(b;—&,bi+8) s€(bi—&,bi+E

+  sup |[0sHs|| [ = |+ ([ (v 1) — (Vous 1)
s€(b;—€,bi+E)

< sup  |[6sHsll - (I8 = s| + [[(vs 1) = (Vs 1) 1)
5€(b;—€,bi+£)

+osup G H| - - (13 = sl 11 (v 1) = (s p10)])
SG(bi—f,bi-f—E)

+  sup  [|0sHs| - (I8 = s[4 [[(v, 1) — (o5 1))
s€(bi—&,bi+€)

+ 1 (18 = sl + (v, 1) = (Vo 1) 1)

=2 sup  |0Hsll+ sup (02 Hll - [l ] + 1)
s€(bi—E€,bi+¢€) s€(bi—E&,bi+€)

=:L1(§)
(18 = 8| 4 1(vs 1) = (Vo5 k1) 1)

lasst sich also auf G anwenden und wir erhalten eine eindeutige Funktion
g: U B(3,a) — H' xR,
5€(bi—§,bi+E)
S (’757 :us)v

sodass G(s, (s, ts)) = (Hsvs — ptsJ s, (Vs,7s) g1 — 1) = 0 ist. Dabei ist a € R eine Kon-

stante (vgl. [3.1.2)).

Aus Hgys — psJvys = 0 folgt somit, dass (s, ps) ein Eigenpaar zu s ist und aus
(Vs:¥s)gn — 1 =0, dass ||vs]| = 1 ist.
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Das heifit, fir s € (b; — &,b; + &) mit £ > 0 klein genug, existiert ein Eigenpaar (vs, pts).

Es bleibt Teil ii) der Proposition zu zeigen. Uberpriife also, ob p/, := % an der Stelle
s = b; ungleich 0 ist.

Betrachte also Hgvs = usJ7ys und differenziere beide Seiten nach s. Wir erhalten mit der
Produktregel

D52 e kel = (0) 8208 Rl - (%) + H)

ds uu Sy Ivs S 5k uU Sy Ivs S k; S s

= 53 E 1, R[] + O3 (s Bl B + L] (3.12)
= W J[vs] + psJ[Vs)-

Auflerdem haben wir nach Definition eines Bifurkationspunktes l;:{h_ = 0. Durch Differen-

zieren von 6,&(us, ks) = 0 nach s erhalten wir

do - (5N - (@)
& 050 E (s, ko) [U] + 02, (s, k) (K] = 0
—_————

=:bg
& Hgl, + \1%; by =0 < Hyil, = 0. (3.13)
b

Mit  Hyp,w, = 0 = 0-1u, folgt, dass w, Eigenvektor von Hj, zum Eigenwert 0 ist.
Es gilt also w, € ker(Hp,) = span{7yy, } nach Definition eines Bifurkationspunktes. u;,
lasst sich also schreiben als oy, fiir ein a # 0, das die konstante Geschwindigkeit der
Parametrisierung darstellt.

Testet man nun an der Stelle s = b; mit 73, so erhilt man

52uug(abi7 l;bi ) [ﬂél » Vby» ’Ybi] + 52ukg(abz’ Ebz) [’Ybi y Vb, Eiézz} + Hbi [’Yl/;z ) ’Ybi]
i) i) i)

= pag, J [0, v6: + 1, T [0, 10 -

) v)

Fiir ¢) gilt dabei unter Verwendung von %i = o, dass man i) schreiben kann als

- <5guu5(as’ k"s)hbz"’ybi]v 'Vbi>' _

Der Summand i) fallt wegen kl/n = 0 weg.

Da v, € ker(Hy,) ist, gilt Gleiches fiir 4i7).

Mit (vs,,7,) = [, > = 1 bleibt bei v) lediglich p;_stehen.

Auch der letzte Summand fallt wegen <71/>¢’7bi> = [% ||73H2];:bi =0 weg.
1
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Insgesamt ergibt sich also

&' <5zuu5(ﬂbz7 ];:bi)[’ybﬂfybi]?’ybi) = Ngi 7é 0.
#0 #£0

Dies beweist 7) und i) der Proposition fur s = b; und beendet somit Teil a) des Beweises.

Teil b): instabile Abschnitte fern der Bifurkationspunkte

Im Folgenden nehmen wir ohne Verlust an Allgemeinheit an, dass das System an dem
Bifurkationspunkt b; von einem stabilen zu einem instabilen Abschnitt wechselt.

Das Resultat aus Teil a) sichert uns die Existenz eines Eigenvektors fiir s € (b;—¢&,b;+£),
setze also t1 := b; + & — € mit 0 < € < €. Dann existiert fiir ¢; ein Eigenvektor und wir
setzen ¢ := 7;,. Die Abbildung Gy, lautet dann also (Hsy — pJ7, (74,,7)4: — 1). Durch
erneutes Anwenden von wie in Teil a) auf das neue System Gy, erhalten wir ein
neues Intervall (t1 — &1, t1 +&1) C I, fiir das die Voraussetzungen des Theorems erfiillt
sind. W&hlt man nun beispielsweise t3 := t; + %1, so kann man iterativ anwenden
und so versuchen, den gesamten instabilen Abschnitt zu erschlieflen.

Um dies realisieren zu koénnen, benétigt man allerdings eine untere Schranke fiir die
&i, die nicht von den ¢; abhéngt. Sonst wiirden die Schritte immer kleiner und der neu
erschlossene Bereich wiirde gegen 0 konvergieren, sodass nicht ganz I,; iiberdeckt werden
kann.

Wegen 11, = o(63,,,.E (s, ks) [, Ye], Ye) # 0 folgt, dass py < 0 ist und wir den Unterraum,
der in Annahme 2 eingefiihrt wird, als

Up:={veH| (v,7) 7 = 0} (3.14)

charakterisieren koénnen.

Fiir diese v € Uy gilt dann (Hv,v) > c¢- Hv||§_t1

Betrachte ein beliebiges Paar (u, k) € H' x R und zerlege u als u = ay; + v fiir a € R
und v € Uy.

Das Ziel ist es nun, auf eine untere Schranke von

Hou — i Ju  —kJy

(e, w)gpn 0 >H = || Hyu — peJu — kJ || + | (e, w) 5

1Dy G (t, ve, pue) [, K] || = H(

hinzuarbeiten.
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Um dies zu tun, halte zwei Abschitzungen fest.
Zum einen gilt

v v
(He = pud)u = kJ vy, 7——) = ((He — ) (o + v) — kJ e, 77——)
vl vl
v
= (o (Hyye — ) —kJve + (He — peJ)v, W>
—_———— y1
=0, da Eigenpaar #
Linearitat v v
= <_kJ’7t7 7> + <(Ht - /'Lt‘])v’ 7>
[[v]l 1 [[v]l 1
1 v
=—kJ o (wv) H(H—wJ)v, )
[vllgn ~—— [0l
—0, da vel;
1
= 0 ((Hw,v) — (v, v))
o]l

Annahme 2,0€U; 1

W (e HUH?@ - Mt||7f||zr‘[1)
H

= (¢ = ) - [[oll -

Zum anderen haben wir

(He — pud)u — kJye, —ve) = (Hy — e )y + (Hy — e )v — kJ v, =)
((Hy = e )orye =k Jve, —ve) + (Hy — e )v, —ve)
| —

=0, da Eigenpaar =—(Hy—pJ) <’U, "Yt>

=0
= (—kJve, =)
=k (v, ) =k.
=1
Mit diesen beiden Abschétzungen folgt
[Hew = peJu — kJy|| = sup [(Hyw — pyu — kJy, 0)
PEH!
llo]]=1

> max(|c — pe| - [|v]l5a, [K])

v

“(le = el - Nlwllyyn +1- [E])

v
N~ DN -

' min(’c - Mt’7 1)(”””’}-[1 + “ﬂ)?

da die Bedingungen an das Supremum sowohl fiir ¥ = ——— als auch fir o = —y

vl
erfullt sind.

Auflerdem erhalten wir mit v = ay; +v, |[|vlyr =1 und (4, v)z: =0

(v, w)gp | = el = llayell-
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ne<0
Setze &,(t)~! == min{3(c— ), 3} > min{lc,1} =: ;! und erhalte so eine Konstante,
die unabhéngig von ¢ ist.

. . A—Ungl.
Dann gilt mit [yl + vl + 1K1 = Nullgn + k] = [1(w, )l g

1Dy Gt e, pe)[w, K]l = [ Hew — peJu = kT yel| 4 [ (e, w) g |

. (1 1
> muin (5 fe = pel 5 ) el + 1) + e

=Eo(t)71<1
o)™ - (ol + llavellzp + [E])
Zo(1) ™ - (1w k)l )

!

>
>

Auf dhnliche Weise erhalten wir

IDsG(#, (e, ) ) = | O (s k) [, ut] + G (@, ki) [y, kil
< H(Siuug(at? kt)H + Héiukg(at?kt)” ’ ’k’é’ =: 61(t) < c,
fiir ¢1 := maxger,, ¢1(t).
Nach ist £ fiir ein @ > 5 ein C*Funktional und B eine C*!-Funktion von s.
Damit ist ¢;(t) stetig und der Satz von Minimum und Maximum ldsst sich anwenden,

sodass man die Existenz von ¢; erhélt. Das bedeute, die Annahmen ) und i) von
sind erfiillt.

Auch Voraussetzung i) ist fiir die Funktion

Ly(§) = sup DG (s,y)l
(svy)eB(gf(V&#S)’g)

mit
B(3, (vs, p5),6) = {(s, (v, 1)) € R (H' x R) : |5 — 8| + ||y —vsll + [ + psl <&}

erfiillt. Es gilt namlich fiir ein beliebiges Paar (s, (70, tt0)) € R x (H! x R) mit
§ > (Ils = soll + llvs = 0l + llps = poll):

IDG(s. (3 )~ DG (50, (10, o)
= [ D260+ (5 = 5o + - () (5~ 50, — )l

< e ID*G(s0 +t - (s = s0), 50+t~ (y = o))l - (Is = soll + [ly — vol)
telo,

< Li(§) - (IIs = soll + v — woll)
= L1(€) - ([ls = soll + lv =0l + 1+ = poll)-

31



3 BEWEISE ZUR ANALYSE DES MODELLS Lena Schmedt

Das bedeutet wiederum, lasst sich anwenden und wir erhalten Eigenpaare (v, pit).
Dabei wéhle die Konstanten aus den Beweisen von bis wie vorher, also
M := max{c,,1 + cpc1}, [ so, dass SLi(8) < ﬁ und o = %. Auflerdem sei
§ =0 —e = min{§, %} — € fiir € > 0. Damit ist £ unabhédngig von ¢ und wir kon-
nen iterativ ganz Z; iiberdecken; Es existiert also fiir alle s € Z,; ein Eigenpaar.

Bleiben die Regularititseigenschaften von p und «, also die C* 2-Regularitéit der Ab-
bildung s — (us,7s) fiir s € Ty, zu zeigen.

Wir halten fest, dass G eine glatte Funktion von g und + und £ nach eine C'*-
Funktion von s ist. Dain G §2,€ betrachtet wird, ist G also eine C*~2-Funktion von s.
Mit folgt also, dass s +— (js,7s) eine C*~2-Funktion auf Tyt ist, und somit v und
p C¥~%(Z,t)-Funktionen sind, was den Beweis beendet. ]

3.2.5 Theorem 9: Verfallseigenschaft Losung und EV

Fiir jedes s € [0,1] undl € I" mit |l| grofi genug gilt, dass fiir jedes § > 0 die atomistische
Verdinderung us die Abschdtzung

|Da(1)| < C-[I|73+°

erfillt.
Falls zudem s € Ly ist, so erfillt auferdem der Eigenvektor s € H' aus die
Abschdatzung

1Dys(D)] < C - 1|27,

In beiden Fillen ist C eine allgemeine Konstante, die unabhdngig von s gewdhlt werden
kann.

Beweis von Theorem 9
Definiere zunachst die Funktion v : A — R durch

v(m) := Do;G(m,1) == G(m,l+7) — G(m, 1),

wobei 7 € R(I) und G : A x A — R die Gitter-Green-Funktion fiir die antiplane Rissgeo-
metrie ist.
Nach Theorem 2.6 aus [I] erfiillt diese die Verfallseigenschaft

[Do(m)] = D1, Do, G(m, 1) S (14 fwm)] (@) fuw(m) — w®P) ", (3.15)

wo p € R(m) ist, w die komplexe Quadratwurzel und § > 0 beliebig klein ist.
Hierbei ist < wie auch zuvor zu verstehen als < Cs- (... ), wobei C von § abhidngen kann.
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Teil 1: Verfallsrate von us
Wir nutzen die Erkenntnisse aus [1], um die Verfallsrate von us zu zeigen.
Es gilt demnach:

Drus(l) = Z( s(D2-G(m, 1)) us(m Z Hgv( m)
mGA ::v(m) meA
partielle S:ummation Z DI_LS (m) ] Dv(m)
meA
= Z Z D,us(m) - Dyv(m).
meA pE’fz(m)

Da ug ein kritischer Punkt ist, gilt fiir diesen:

(0uE (s, ks),v) = Y 6V (Day, (m) 4+ Dis(m)) - Do(m)

meA
=3 Y ¢ (Dyig (m)+ Dyiis(m)) - Dyv(m) =0 Vv € HE
meA peR(m)

Diesen Term kann man also als erweiterte Null ergdnzen und somit schreiben:

D)= ( i (m qﬁ'(Dpﬁfgs(m)—i—Dpﬁs(m)))-Dpv(m) (3.16)

meA peR (m)

+ 3 > (= Dy, (m) + Dyits(m)) - Dyv(m).  (3.17)

mel'+s peR\R(m)

In dem ersten Summanden (3.16)) werden explizit die Bindungen iiber den Riss hinweg
ausgeschlossen. Dies erméglicht die Anwendung von Theorem 2.4 aus [I] auf diesen Teil
von D;us(l) und man erhélt so die Abschéitzung

| Z Z < pus ¢/(Dpﬁgs(m) —I-Dp"L_LS(m))) .Dpv(m)‘ < W%M.

MEA peR(m)

Der zweite Summand hingegen lasst sich nicht mithilfe der Abschétzung fiir v(m),
die in Theorem 2.4 aus [I] verwendet wird, abschétzen, da ausschliellich Bindungen iiber
den Riss hinweg betrachtet werden, die in der urspriinglichen Abschétzung ausgeschlos-
sen werden.

Es gilt aber, wie schon zuvor in (3.11)) gezeigt, dass
| D, (m) + Dyu(m)| > Colm|2 — C log m.

Fiir |m| grof§ genug wird die rechte Seite grofier als die Konstante Ry, fiir welche wie-
derum gilt, dass ¢’(m) = 0 fir |m| > Ry.
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Das heifit, man summiert effektiv nur iber diejenigen Gitterpunkte m entlang des Risses,
fir die gilt
Co\mﬁ — Cilog|m| < Ry
<:>|m| < C(Co, C1, R¢) ~ RZ;
Betrachtet man beide Seiten des Risses, so sind dies also in etwa 2 - Ri’) Gitterpunkte.

Zerlege also auch D,v(m) in eine Summe von finiten Differenzen entlang der Bindungen,
die um den Riss herum gehen. Es gilt fir diese jeweils mithilfe von (3.15):

1

Tl VT olm) — (D3

Wie zuvor werden auch hier nur diejenigen Gitterpunkte m betrachtet, fiir die gilt:
|m| < C(C'O,Cl,R¢) ~ R3 Damit gilt fiir ausreichend grofie |I|: |w(m) — w(l)| = V|I|

und da |m| 2 ist fur alle m, ist auch y/|m| > f und man erhalt insgesamt

|Dpo(m)| = [D1pDarG(m, )] <

1

1_{_\/’\/»\/*26 \/735

= Ji72*?

[Dpo(m)| 5

Fiir den zweiten Summanden (3.17)) erhalten wir also

DD (—¢’<Dpa,;s<m>+Dpas<m>>)-Dpv<m>\
melx peR\R(m)
Ol e T

<2
el |-*+6

Insgesamt ergibt sich fiir 7 € 7~€(l) also die Behauptung
Dus() SU7H + C -2 S 0.

Teil 2: Verfallsrate von s
Wie in Teil 1 schreibe

Drys(l Z D'Ys : ( )- (3.18)

meA

Betrachte die Summe

>y ¢//( Py, (m )+Dpfts(m))'Dp’Ys(m)-Dpv(m) (3.19)

meA peR(m)

+ 3 Y ¢ (Dyig,(m) + Dyits(m)) - Dyys(m) - Dyv(m).

mel'x pe R\R(m)
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Diese kann man zusammenfassen zu

= Y ¢ (Dyi, (m) + Dyiis(m)) - Dyys(m) - Dyo(m)
meA

= 52 (17’87 )[ ]

= Ms Z D'Ys (m) g ps - Drys(1).

Fiir den Eigenwert pus gilt, dass er entweder negativ oder nahe Null liegt und somit ei-
ne Konstante C' gefunden werden kann, sodass pus < C' < 1 gilt. Findet man also fiir
(1 — ps)D77s(l) eine Abschitzung nach oben, so gilt diese auch fiir Dv4(1).

Betrachte im Folgenden also die Abschéitzung

Doye(l) S (1= 1) - Doys(l) B2 (1 1) 3 Drys(m) - Do(m)
meA

& Z Z <Dp’Ys(m) —¢" (Dpﬁlgs(m) + Dpﬂs(m)) Dpfys(m)) - Dyv(m)
(3.20)
+ Z Z (_¢” (Dpﬁ,-gs (m) + DPQS(m)) Dy (m)) - Dpv(m).

mel+: peR\R(m)
(3.21)

Dabei konnen wir analog zu Teil 1 beim zweiten Summenden auch hier den zweiten

Summanden durch |{|7 319 abschitzen.

Um den ersten Summanden (3.20) abzuschitzen, entwickle ¢” um den Entwicklungs-
punkt 0.

Dabei ergibt sich mittels der Annahmen an die Ableitungen von ¢ (also ¢”(0) =1
und ¢ (0) = 0):

0" (Dpitg, (m) + Dyiig(m)) = ¢"(0) + ¢ (0) - Dy, () + Dyts(m))
¢//// 5 (DpAk + Dpus( ))2

=:Ra(m)

= 1+ Ry(m).

Hierbei sei £ zwischen 0 und (Dpﬂfﬁs (m) + Dpﬂs(m)) und Ry bezeichne das Restglied der
Taylorentwicklung. Ry ist dabei durch die grofite Ableitung von 4 (m) = ko-\/1- sin(%)
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beschrankt.

Differenziere 4 also in Richtung 7 und erhalte

. 1 _1
Dy, (m) §C-W~0-|m| 2.

Damit lasst sich |R2(m)| beschréanken durch

Ba(m)] 5 (jm]#)" = |

Wir kénnen den ersten Summanden (3.20)) also wie folgt abschétzen:

13 X (Dontm) = 6" (Dyig, (m) + Dyts(m) ) Dyys(m)) Dyw(m)

meA pER(m)

= 3" (Dys(m) = (1 + Ro(m)) Dys(m)) Du(m)

meA

= 3" (Drs(m) = Dys(m) = Ra(m)Drys(m)) Du(m)|

meA

< > |Dys(m)] - | Do(m)| - [Ra(m)] (3.22)
meA

gngl.H%H}p Nlv(m) - Ra(m)|lzn = |Jysllyn - (Z | Du(m)|? - |R2(m)|2) '

meA

Dies liefert eine erste Abschétzung fiir |D,vs(1)|, ndmlich [D,v,(1)| < 1|71, die sich fol-
gendermaflen ergibt:

Es gilt, wie gezeigt:

Deys(1) S 173+ (Z [R(m)|* !f?v(m)|2> :

meA

Untersuche also, wie sich der letzte Summand abschétzen lasst. Splitte dazu die Summe
in

do= 2t 2+ X
meA  |m|<Lpyl  Im>20  Li<|m|<2|i]
—_ T ——

) i) i)

auf und halte fest, dass

|R2<m>12-|Dpv<m>|25m1, (1+ (

)
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Zui):
1 N
> o @l Iyl = 170
Im| <%l N s
2V
<|”—3+6
~  |m]
S Z 1 |l| —3446 Rlemann / 13dm-\l\_3+5
i<yl \m| 1ntegra1 \m\E[l,%] |m‘
>3
1
_ 2 Ld?“- ‘l|_3+5 5 |l|—1 . |l|—3+5 — |l|_4+5.
3
r=1T
Zu i1):

Auch i) lasst sich auf dhnliche Weise wie ) abschétzen:

LN R Rl

|m|>2|l||

z |m|
S5+
< |l-t. _54¢ Riemann- l_l/ —5+3 4 I 1/ r d
STURTD ST Ul R R U e

jmi>211
S0 =

Bei der letzten Summe kommt nun ein Term der Ordnung |I/|~2 hinzu.

> |m|21+Ff|F Vi)

1
=< |m|<2l
2| I\Zlfl |7|7;| . <H” 2 N 70, also >1

S —2=p—

+ 3 \Z—Q-(1+\/71-\/M-0)_2

|[=|m]

— -
S+ <

Insgesamt erhélt man schliefilich

SIS

Deys(@)] S U730 4 (U4 4 74 4 172)

3
S E Tt St
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Betrachtet man erneut den Ausgangsausdruck (3.22)) und wendet bei der Umformung
nicht die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an, sondern nutzt | Ra(m)| - [ Dys(m)| < |m|~! - |m| ™!
< |m|72, so ergibt sich

1> X (Dors(m) = ¢ (Dyig, (m) + Dyis(m) ) Dyys(m)) Dyv(m)|

meA peR(m)
< D [Re(m)] - [Dys(m)] - [Do(m)]

meA

<Y fml 2 (Hff(\f Vi) ) <,
meA

wobei § > 0 wie zuvor beliebig klein gewahlt werden kann.

(*) ergibt sich durch analoge Anwendung der Riemannsumme wie zuvor, um |D,7,(()|
< |I]7! zu zeigen. Teile auch hier Y, ., in dhnliche Partialsummen auf:

i) 1i1) w)

i)
=2+ >+ Y +Z+Z

meA )<l W <jm|<2)i| W <jm) <2y Iml=[i|  2[i|<|m]|
lv/Im f|>\l| lv/Im flﬁ\ll
Imlﬂll Imlﬂll

Dann ergibt sich

(e (=) )

ST 2 2l S
W—/ N, e’ N~ N N e’
i) i) i) iv) v)
Insgesamt erhalten wir also
546 -3+ -3+
[Drys(DF S 17270 + 17270 S U270,

was den Beweis von Teil 2 beendet. O

3.3 Konvergenzverhalten

Um die Konvergenzeigenschaften beweisen zu kdnnen, ben('jtigen wir neben den Hilfs-
lemmata zur Bifurkationstheorie aus den Vorbereitungen (3.1} die wir genutzt haben, um
die Aussagen iiber das Modell zu beweisen, ein weiteres Hilfsresultat aus [2].

Dieses Lemma wird ohne Beweis angefiihrt.
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3.3.1 Hilfslemma 10: Abschneideoperator T

Es existiert ein Abschneideoperator T : H! — HOR, sodass Tr = 0 auf A\ Br und

2

1Tr0 — ol < 1ol ar ) = ( ) |Dv<m>r2)

TTLEA\BR/Q

Yo € HY erfillt ist.

3.3.2 Theorem 11: approximierter Bifurkationspfad und Konvergenz

Unter den Annahmen 1,2 und 3 aus existiert ein Ry > 0, sodass fiir alle R > Ry ein
approzimierter C*~' Bifurkationspfad Bg : [0,1] — ’H% x R, gegeben durch

Br(s) := (ag, k}Y),

s7°7s

existiert.
Dabei ist Im(Br) C Sg und fir jedes B > 0 gilt sowohl

a8 — sl + |KF = | S B2
als auch

&l kR) — (i, k)| < B2,

ss

wobet wie auch zuvor B(s) = (us, ks) ist.

Beweis von Theorem 11

Wir betrachten das erweiterte System F : B x Y — Z, wobei B =1[0,1], Y =H% xR
und Z = (H%)* x R ist, also F : [0,1] x (H% x R) — (H%)* x R, welches gegeben ist
durch

F(s,y) = (0u& (uy, ky), (uy — 1_0571_6/5)7_11)

. -, da
mit u, = Lé(ss) und y = (uy, ky).

Es gilt dabei:

DSF(S,y) = (OaDS(Uy - ﬁs,ﬁ;)ﬂl)
= (07 (uy - ﬂs?ag)’}{l - (a/w 7;)’)-'[1)

und

—/

62,8 (uy, ky)  62,.E(uy, k
DyF(s,y) = ( (uf -?Hly) wt y>>.
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Auflerdem definiere die Abbildung yr : B — Y durch

yR(S) = (TR'L_LS, ks)

Ziel ist es nun, mithilfe des ABCD-Lemmas zu zeigen, dass F die Bedingen von [3.1.2]
erfiillt und wir dieses somit auf F' anwenden kénnen.

Bs gilt: F(s, yn(s)) = (0u€(Trtts, ks), (Trits — s, )51 )
Damit folgt

02 ,E(Trits, ks) 62, (Triis, k:s)>

DyF(SayR(S)) = ( (ﬂ/s)')?-ll 0

AFbd

Auferdem definiere die exakten Operatoren As := Hy = 62, & (s, l?:s) und by := 52k5(a5, l?:s).
Zerlege also Dy F'(s,yr(s)) mithilfe dieser Definitionen zu

A? bsR A, bs ASR — A b{j — bs
DyF(s,yr(s)) = (WS,.)?.{1 o) - <(u;,~)g1 0) " 0 0
= M;' + MS2'

Dabei behandeln wir hier A, als Einschriankung auf ”;’-[(I)“2 (auf A\ wr verschwindet Aj
also) und b, fassen wir als ein Element aus (H{)* auf. Es gilt:

Def. von Trus - 9 2
I _ z . _
Jim [[Trus — us| S 0 jim > [Dig(m)]
meA\Br/»

R—
o mEA\BR/2

1
2

Th 9 .
e(%em lim ( Z )C~\m]_§+5‘2) .

Fiir R — oo gilt fiir die in der Summe noch involvierten Gitterpunkte m € A\ Bg/s
auch |m| — oo. Dadurch werden die einzelnen Summanden in der Summe beliebig klein.
Es folgt also:

1
2

2
lim ||Tgis — | < lim ( > ‘C.|m]§+5‘) <e
R—o0 R—o0
meA\BR/2
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fir alle € > 0. Das heif$t, Trus — us konvergiert stark in H! fiir R — oo.
Da aulerdem & € C fiir a > 5 ist, also insbesondere 62,€ und §2,€ stetig sind, gilt

U

: 2 R o R _ .
Jim (17221) (1A = Asll g gy + 165 = sl iy )

= lim
R—o0

= lim |62,E(Triis, ks) — 02,E (s, ks)|| + Hm |02, (Thits, ks) — 624E (it ) |
R—o00 R—o0

Stetigkeit . _ oz _ - . _ 7 _ 7
= H(Sgug(ﬁ}gréo TRis, ks) — 55u5(u5, ks)|l + ”53k5(Rh_r£o Tris, ks) — 5121,k€(u57 ksl
5,—/ 5/_/
Us Us
=0. (3.23)
1 As bs .
Versuche nun, das ABCD-Lemma auf M, = @) 0 anzuwenden, um zu zeigen,
s )AL

dass dies ein Isomorphismus ist. Interpretiere M} dabei als Operator von H' x R nach
(H1)* x R. Zeige spiter auBerdem, dass M2 lediglich eine kleine Perturbation ist.

Halte zunéchst fest, dass fiir alle Punkte (us, l::s) des Bifurkationspfades analog zu ((3.13)
die Gleichung

Agtl, + kLbs = 0 (3.24)

erfiillt ist. Unterscheide hierbei drei Falle.

Fall 1; s € Tpos:

Sei s € Zpos = [0,1] \ Zpt, also aus den stabilen Abschnitten ohne die Umgebungen der
Bifurkationspunkte. Nach Annahme 2 gilt fiir s € Z,,, dass ein ¢ > 0 existiert, sodass
fiir alle v € H! gilt: (Asv,v) > c- ||1)H3111 As ist also koerziv.

Nach ist £ a—mal stetig differenzierbar, insbesondere ist also auch A, = 62, (s, ks)
stetig und das Lemma von Lax Milgram lasst sich anwenden. Dieses lautet wie folgt:

Sei X ein reeller Hilbertraum und b : X x X — R eine stetige und koerzive Bilinearform
mit Koerzivitdtskonstante c.

Dann ezistiert genau ein stetiger linearer Operator T : X — X, der b(z,y) = (Tx,y)
erfiillt. Dabei ist T invertierbar und |T~1|| < 1.

In diesem Fall ist X :=H!, b: X x X = R := (A, w) und T := A,.
Wir erhalten also, dass As ein Isomorphismus, also insbesondere invertierbar, ist. Um 1)
des ABCD-Lemmas anwenden zu konnen, muss iiberpriift werden, ob

0-— (ﬂ;, (AS)ile)q-ll # 0
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ist. Dies ist erfiillt, da zusammen mit (3.24) gilt: A, + kLbs = 0 & @), = —kL(A,) ™ bs.
Somit folgt:

(t, (As)bs) g = (—kS(As) ™ bs, (As) "' bs)an
= _\k:s/'«As)_le?(As)_lbsh{l
£0
= =k (k)T (k)T (R A) T s, =Ry (As) T hs)
Da (s, ks) regulire Punkte sind, gilt weiter
—ky - (k)T (SR T (SR (AS) T b, =R (A) T D)
= (k) 7h (@ @)y # 0. (3.25)
—_—— —~~
#£0 #0

| S—
#0

Das ABCD-Lemma ist also anwendbar und M, 81 ist ein Isomorphismus fiir s € Zp.

Fall 2; s € Ty, s # by

Sei nun s € I, so, dass an der Stelle s kein Bifurkationspunkt, also s # b; fiir
ie{l,..., M}, ist. Wir zeigen wie folgt, dass As auch in diesem Fall ein Isomorphismus
ist.

N ach- gilt, dass ein Eigenpaar (us,s) existiert, welches Agys = psJ7ys erfillt. Jedes
v € H! kann nun in v = ay, + w zerlegt werden, wobei w € Uy und o € R Dies gilt,
da Us nach (3.14) das orthogonale Komplement zu span{~,} ist. Da ~s, H € H' mit

Ivsll = || ”Z’)”| = 1 sind, lasst sich damit festhalten, dass

1 w
4wl = sup ({451 > 5 - (1A, 2]+ (A, 0 )

deH! 2
llo]=1

AuBlerdem kénnen wir weiter abschétzen, dass

Skalargrodukt

[(Asv, 7s)| =[{(As(ays +w), vs)| |a{Asys,Vs) + (Asw, ¥s)|

(3:2.4)
= (s s, vs) + (Asw,s)|

=levpss - [yl +(Asw, 7s)]|
=1

B-2.4)
= ’aﬂs + ps (s, w) | = ‘OC,US|
———’

=0
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und
w w w w
[(Asv, )| = [{(As (s + w), )| = |aAsys, 7—) + (Asw, 7—)
[Jw| | [Jwll [[wl]
(32.4) 1 w w
= Jor - s (Vs w) H{Asw, )| = [(Asw, 7))
] #2222 ool ool
1 Ann. 2 ]
mit (A, —) = —(Aaw,w) > —c- |w]? = clw].
[wl” [Jwl] [Jw|

Also erhalten wir |(Asv, ”Z’i—uﬂ > ¢ ||w|| und insgesamt gilt

1
1450l = 3 (lapss| + cljw]]) -

Weiter haben wir [[v]| = [lays +wl| < |af - [[ysll + [wl]] = |af + [lwl.
Setze ¢ := % - min{|ps), ¢}
Fiir v € H! gilt dann:

[Asoll = 5 (e lps| + ellwl])

v
N =N -

~min{|ps, ¢} - (|af + [|wl])
—

2ol

IV
N =

-min{|ps], ¢} -[[o]] = éflv]l-
| ——
=
Damit l4sst sich wie in Fall I das Lemma von Lax-Milgram anwenden. Wir erhalten,
dass Ag ein Isomorphismus ist. Zusammen mit (@, (As)1hs) # 0 aus (3.25) und dem
ABCD-Lemma 1) folgt wie oben, dass M} ebenso ein Isomorphismus fiir s € I mit
s # b; ist.

Fall 3; s = b;:
Sei schlieBlich s = b; fir ein i € {1,..., M}.
Nutze in diesem Fall i) des ABCD-Lemmas, um zu zeigen, dass M, Sl ein Isomorphismus
ist. Betrachte wieder Annahme 2. Demnach existiert ein Unterraum Uy mit Kodimension
hochstens 1, sodass ein ¢ > 0 existiert mit (Asv,v) > c¢- ||v||§_[1 fiir alle v € Us.

>0
Sei also 0 # v € Ker(4s). Dann gilt (Asv,v) = (0,v) =0 > ¢- ||v\|§{1 Das heifit,
Ker(As) € Us. Da Ug Kodimension hochstens 1 hat, gilt also dim(Ker(Ay)) < 1, auf der
anderen Seite ist Ker(A;) nicht-trivial, also dim(Ker(A;)) > 1. Insgesamt erhalten wir,
dass dim(Ker(A;)) = 1.
Fir s = b; folgt mit aulerdem, dass us = 0 ist und somit auch Agvys = 0 sein muss.
Wir haben also ein 75 € Ker(A;) gefunden und kénnen somit festhalten, dass Ker(As)
von s aufgespannt wird.
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Zudem gilt wegen Ay, + kibs = 0 mit k. = 0, dass A,u/, = 0, also @}, = v ist.

Damit folgt, dass (ul,vs) = (7s,7vs) = 1 # 0 gilt. B
Auflerdem ist nach Definition eines Bifurkationspunktes in (bs,vs) = (62.E (s, ks), Vs)
# 0.

Damit sind alle Voraussetzungen fiir das ABCD-Lemma #7) erfiillt und wir erhalten, dass
M} auch fiir s = b; ein Isomorphismus ist.

gleichmafige Stabilitit von M} :

Bislang haben wir gezeigt, dass M} fiir alle s € [0,1] ein Isomorphismus von H' x R
nach (H')* x R ist. Insbesondere folgt daraus, dass fiir jedes & = (ug, ky) € H' x R eine
Konstante ¢ > 0 existiert, sodass gilt: || Mlxz|| > &fz||. Dabei hingt die Konstante &
allerdings von dem zuvor festgehaltenen s ab. Wir versuchen nun eine Konstante ¢ zu
finden, die die Abschétzung unabhéingig von dem gewéhlten s erfiillt.

55u (ﬂs,ks) 55]45(&57]%)
('a;, )Hl 0

dung s — M} in der Operatornorm stetig sein muss, da £ ausreichend glatt und somit

sowohl 02, (s, ks) als auch 62, & (iis, k) stetig sind und auBerdem wegen auch die

Abbildung s +— (us, ks) stetig ist.

Um zu zeigen, dass auch die Abbildung s +— é; = inf,

Kette von Ungleichungen:

Betrachtet man also M} = ( ), so fillt auf, dass die Abbil-

1M ]|
[E3]

stetig ist, betrachte folgende

Mgl (M — M)
|| ]

M) (Mg — Ml _ [ M|

+ Mg = M|

] ] ]

Lisst man nun s gegen t konvergieren, so ist wegen der gezeigten Stetigkeit von M} in
Operatornorm ||M} — M}|| = 0. Wir erhalten

¢t < Cs < Gt

¢s konvergiert fiir s — t also gegen ¢ und wir bekommen Stetigkeit fiir ¢;. Damit ldsst
sich der Satz von Minimum und Maximum nutzen und es ergibt sich, dass das Infimum
inf & auf [0,1] angenommen wird und somit insbesondere positiv ist.

Insgesamt erhalten wir also eine universelle Konstante ¢ > 0, sodass gilt

|MLlz| > é|z| Vse0,1], =€ HE xR (3.26)
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gleichmdjf$ige Stabilitit:
Unter Benutzung der Definition von M2 kénnen wir || Dy F (s, yr(s))z|| beschrinken.
Es gilt nach Definition

A b AR Ay bR b

_ 1 2 s S s s s s
DyF(s,yr(s)) = My + M7 = ((ﬂ;a‘)ﬂl 0) + < 0 0 ) .
Damit folgt fiir = (ug, ky) € HE x R:

1Dy F(s,yr(s))zl =Mz + Miz| > [|M x| — || M|

B.29)
> ¢l - |22z

:HA?_ASH‘||“rH+Hb§_bSH"kx|
>él|al| - (I1AF = Al - el + 55 = boll - [ka) -
Zu Beginn in (3.23) haben wir bereits festgestellt, dass
dim (JJAF = Al + 6T — b} = 0 ist.

Wir finden also ein ausreichend grofies R, sodass ||AF — Ag|| - |Jue|| + |bF — bs]| - |kz| s0
klein wird, dass gilt

é
1Dy E (s, yr(s))zll = 5|zl

Dies sichert wie schon zuvor, dass D, F(s,yr(s)) ein Isomorphismus von H{ x R nach
(HE)* x R ist und deshalb die Bedingung i) von mit der einheitlichen Schranke

|DyE (s, yr(s))al > Sl vs€[0,1], € H xR
erfillt.

Damit ist die Konstante cq aus 1 Bedingung 7)) gegeben durch ¢y =
Nun bleibt noch, die Bedingungen i) und i) zu tiberpriifen.

(SN

Fiir i7) betrachte

|DsF(s,yr(s))ll = 100, (Trts — s, Uy )51 — (s, tg) gy ||
= |(Trts — s, uy )31 — 1|

Fiir ausreichend groBe R ldsst sich dies abschétzen zu | — 14 (Trus — s, U} ) 51| < 2.
Damit ist i7) aus Theorem 2 erfiillt fiir die Konstante ¢; = 2.
Betrachte, um #ii) zu verifizieren die Funktion

Ly(§) == sup ID?F (54, )|,
(s* 7y*)es(87yR(s)7§)
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mit
S (5,yr(5),€) == {(s0,90) € R x (H X R) : |s — so| + || Trits — uo|| — [ks — ko| < &}

Es gilt fiir einen allgemeinen Punkt (s,y) € Rx (HExR) und ein & > (||s—sol|+|ly—o||):

1
IDF(s,5) = DF(so,o)l| = | | D*F(so+t(s = s0),0 4ty = 30) - (5 = 50,5 = )|

< e ID*F(s0 +t(s — s0), 50 +t(y — o)) - (Ils = soll + lly — woll)
tel0,

< L&) (Ils = soll + [y —yol)  mit L(§) = sup
t€[0,1][| D2 F(so+t(s—s0),y0+t(y—yo)) |l

Dabei gilt L(¢) < L1(&) und ersetzt man das Paar (s,y) durch (s,yr(s)), so erhélt man
die geforderte Abschitzung:

IDE (s, yr(s)) — DF(s0,90) || < L1(€)(|ls — soll + | TrEs — uoll + [[ks — koll)-
Mit der Abbildung L; ist also auch Bedingung iii) erfiillt.

Zudem erhélt man, dass

- o R
sup ||F(s,yr(s))| = sup (/|6.€( Triis , ks)|| + |(Triis — s, 7s)|) — 0.
s€[0,1] s€[0,1] ~—— —_—
28, 252
B2, da (iis,ks) 2%

kritischer Punkt ist

Es existiert also eine Konstante d, die unabhéngig von cg,c1,co und L; ist, sodass
suPseo, [1F'(s, yr(s))|l < d gilt.

Damit lasst sich [3.1.2] fiir ausreichend grofie R anwenden, ungeachtet dessen, wie schlecht
die Konstanten cg, c1, co gewéhlt waren und wie ungiinstig sich L, verhélt.

Mit folgt nun, dass ein approximierter Bifurkationspfad Bg : [0,1] — 7—[(1):5 x R mit
Bp(s) := (uf, kF) existiert, sodass gilt

F(s, (@, k) = (0. (al, k), (a8 — s, @) 5) = 0.

s Vs s s

Insbesondere ist also auch 6,&(uft, k2) = 0.

S S
Auflerdem gilt mit einem u zwischen Trus und s

[ aff—Trits|| 0 + |k = ks| < Ko - (|s — s + |1F(s,yr(s))]| )
—_———
16 (Trits ks)||+(TrEs s, 1)
= Ko - (H(SUE(TRﬂ&kS)H + |(TR1—LS - as;ﬂ/)‘)
Taylorent. von §,&

5 ”(5u5(718a ]58) + 512m8 (u, ]58) ' (TRﬂs - ﬂS)H + ’(TRES — Us, ﬂ/)|
N————

um Ug

=0 beschriankt SITrus—us||

SITrEs —s ||

S I Trts — s
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1
Mit der geforderten Eigenschaft an Tx aus(3.3.1} dass | Trv—v|[;n S (ZmEA\BR/Q | Du(m) |2> 2

und der Abschitzung | Diu,(1)| < C - \ZF%*‘S aus [3.2.5| kann man nun weiter folgern, dass
gilt

|Trs — us|| S Z |Dﬂ5(m)‘2>

SioY (© |m|_§+6)2) (3.27)
’ITLEA\BR/2
1
2
S Z |m’3+2,8)
mEA\BR/2

D=

Riemann- 00
< / ror 326 qp
summe r=

S (IRT)? = R,

~ vx

Mit der A-Ungleichung gilt: ||alf — ws|lz < ||ulf — Trts||lzn + (| Trits — ts |51
Damit ergibt sich schliellich die Abschétzung
aff — sl + (RS = ks| < [[alf = Trits |l + [k = ks| + | Trits — sl 1
SIRITE 4 R
< [R|75H0,

Dies zeigt die erste Abschitzung des Theorems.

Skizziere den Beweis der zweiten Abschitzung des Theorems |£(uft, kF) — & (us, ks)|

< R~'*F analog zu dem Beweis von Theorem 2.4 aus [4].
Fiihre also zunachst die dort verwendeten Bezeichnungen ein:
W= {u: A — R| supp(Vu) ist kompakt } = H¢
W2 = {u: A > R|Vue L’} =H!

WO (QR) :={veW®|v=0auf A\ Qg}, woQrC Amit (BgpnA)C Qp ist.
Betrachtet wird hier wie auch zuvor ein Abschneideoperator Tx : W2 — WO(Qp), der
flir ausreichend grofle R

i) DTgu(l) = Du(l) fiir alle l € AN Bg/y
ii) [|DTru — Dulliz S [Dulle2(a\Bp»)
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erfiillt.
AuBerdem gilt nach Theorem 2.3 aus [4]: |Dus(1)] < |1]71F5. (%)
Fiir ausreichend grofie R ist £ zweimal differenzierbar entlang des Abschnittes

{(1 —t) - (s, ks) +t- (@l kB) | t € [0,1]}. Damit gilt also:

_ _ 1 _ _ _ _
& (@, k) — (g ks)| = | / (08 (1= 1) - (s, ko) + 1 - (@l B)) (all, kE) = (a, k)
0

s7°Us

— TN 1 _ _ _ _ _
55(“5’:’“5)‘O|/0 (08 (1= 1) - (s, ko) + 1 - (uf, K ) = 66 (e, ko), (wfl, B = (s, )

Mit (0€(TRiis, ks),v) = (0E(TRUs, ks) — 6 (Us, ks),v) S |DTRis — Diis||2 - [[Dv|2 fiir
alle v € WY(Qg) gilt auch:

€@, k) — E(tis, k)| S |1Da — Dis|lgz - | Dag’ — D2 = || Dt — D72
S |1DTrus — DQSH?Q

1
S ||Dﬂ8||€2(R\BR/2)

()

S / (|l|—1+ﬂ)2 dl = / |l|—2+2,3 di S R_H_ﬁ.
R\Bg/2 R\BR/2

Damit sind die Abschitzungen gezeigt und der Beweis beendet. ([

Um nun das letzte Theorem des Artikels beweisen zu kénnen, bendtigen wir zwei weitere
Hilfslemmata als technische Vorbereitungen, die ich hier ohne Beweis angeben werde.
Das erste ist aus ([3], Theorem 4.1) entnommen und wurde in [2] als Lemma 4.6 zitiert.
Im Folgenden wird aus Lesbarkeitsgriinden kg(bf) fiir 12;;; geschrieben.

3.3.3 Hilfslemma 12: Bifurkationspunkte von Bgr

Sei (ty,, ky,) € B ein einfacher quadratischer Wendepunkt.

Unter den Annahmen 1,2 und 3 aus[2.5 hat das Bifurkationsdiagramm Bpr fir ausrei-
chend groffe R einen quadratischen Wendepunkt an der Stelle s = bfi, wobes |bZR—b7;\ —0
fiir R — oo gilt.

Daraus ergibt sich folgende Abschdtzung:

Er(bf) = K(bo)| <l (b) = () 3 + Rib) — ¥ (b0) (3.28)
+ lan(b) — ) 2 + e(v) ~EGP - (3.29)
+ inf o=, (3.30)

Das néchste Hilfslemma bendtigen wir, um spéter Terme der Ungleichung des vorherigen
Lemmas abschétzen zu konnen. Es ist eine Erweiterung von stammt aus [5] und
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liefert eine zusétzliche Aussage iber Ableitungen.

3.3.4 Hilfslemma 13: Erweiterung von Theorem 2

Angenommen, die Voraussetzungen von [3.1.9 seien alle erfillt und zusdtzlich gelte
sup || DF(zo,y(xo))|l < c1.
zoeU

Dann existiert eine stetige Funktion K : Ry — Ry, die nur von co,c1 und L1 abhdngt,
sodass fiir alle xo € U und alle x € B(xo,a) gilt, dass

1Dg(x) — Dy(zo)ll < K(|Dy(xo)l) - ([l = zoll + [|F'(x0, y(z0))]]
+ [ D2 F (20, y(w0)) + Dy F (20, y(20)) - Day(xo)])-

3.3.5 Theorem 14: Konvergenz der approximierten Bifurkationspunkte

Fiir ausreichend grofle R besitzt der Bifurkationspfad Br aus[3.3.9 M Bifurkationspunkte
im Sinne von die an den Stellen s € {bf,... bE} C (0,1) auftreten. Fiir jeden dieser
Punkte gilt dabei

|/%R(bf) — k(b)) S R7IHP fiir ein belibieges [ > 0.

Beweis von Theorem 14:

Mit folgt, dass Br quadratische Wendepunkte an den Stellen s = b; hat, wobei
bR — b; fiir R — oo. Demnach hat auch Bg M approximierte Bifurkationspunkte, wel-
che ebenso wie die von B in dem Intervall (0, 1) liegen. Es bleibt also, die Summanden
rechts der Ungleichung aus [3.3.3] abzuschétzen. Betrachte diese zunéchst einzeln.

Zu .'

Betrachte die Abbildung F(s, yr(s)) = (6u(Tris, ks), (Trits — Us, W) 4;1) aus dem Beweis
von [3:3.2] Diese erfiillt, wie dort bereits gezeigt, die Voraussetzungen von [3.1.2]

Zudem gilt:

0 _ (TRﬂs - ﬂs, ﬁg)’}-[l - (1737 ag)’Hl
IDF (s, yr(s))]| = || | 0au (TRs, ks) (U, )gpn <ar.

Damit sind alle Voraussetzungen von erfiillt und man erhilt

s — | + [k — k| < (| — Tra | + (k7 — ki| + | Tra, —

B34
S NF(s,yr(s)Il + [|DsF (s, yr(s)) + DyF(s,yr(s)) - Dsyr(s))|
+ || Trul, — |
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Zu :
Nach gilt bereits ||l — ||, + |kF — ks| < R3%8,
Zu :
Es gilt
Try,; EHT
inf ||lv — v, ||+ < TrYs, — Vo, ||-
o o =llgr < TRy = wil

Da auch fiir 73, die Abschétzung aus gilt, erhdlt man damit analog zu (3.27)

1
TRy, = | < R72F7.

Betrachtet man nun s = b;, so ergibt sich mit [3.3.3] insgesamt

[kr(b;') = k(bi)| < (R_%Jrﬁf + (R—%Jrﬁ)z + (R—%+5)2
SR

Damit ist die Aussage bewiesen. O
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4 Ausblick

In dieser Arbeit haben wir untersucht, wie man die Rissausbreitung eines skalaren Risses
in senkrechter Richtung zur Gitterebene in einem 2D-Modell mit NN-Paarinteraktionen
analysieren kann.

Dabei haben wir den Ansatz der Bifurkationstheorie gewéahlt und in Kapitel bewie-
sen, dass dieser verwendbar ist, um die Rissausbreitung auf Quadratgittern beschreiben
zu koénnen.

Die Wahl des Spannungsintensitéitsfaktors &k als geeigneter Bifurkationsparameter, um
das Bifurkationsverhalten festhalten zu kénnen, hat sich dabei als méglich und sinnvoll
herausgestellt.

In Kapitel wurden schliefflich fiir endliche Gebiete Konvergenzgeschwindigkeiten ab-
héngig von der Gebietsgrofle herausgearbeitet, mit denen diese approximierten Bifur-
kationsergebnisse gegen das theoretische Bifurkationsverhalten auf einem unendlichen
Gitter konvergieren. Dabei fallt auf, dass dies nur recht langsam mit einer Geschwindig-
keit von R~! (vgl. passiert und die Gebietsgrofle somit einen sehr grofien Einfluss
auf die Qualitdt der Analyseergebnisse hat.

Fortfilhrend wéren interessante Fragestellungen, ob und inwiefern diese gravierenden
Gebietsgrofieneffekte beispielsweise durch eine geeignetere Wahl der Grenzbedingungs-
16sung gemindert oder weitgehend umgangen werden kénnen (vgl. [2]).

Desweiteren ist von grofler Relevanz, inwiefern sich die Erkenntnisse auf andere, komple-
xere Setups tibertragen lassen. So ist nach [2] beispielsweise numerisch validiert, dass sich
die Theorie auch fiir beliebige, endliche Interaktionen statt lediglich einfache ,Néchste-
Nachbar “-Paarinteraktionen anwenden ldsst. Dies und anderes tatséichlich rigoros be-
weisen zu konnen, bedarf allerdings weiterer Forschung.
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