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Einleitung

Abstrakt

In dieser Arbeit werden wir uns mit Animationen virtueller Figuren unter anderem fiir
Film, Fernsehen und Medizin beschéaftigen. Zur Erstellung entsprechender Animationen ist
das Verfahren des Motion Capture weit verbreitet. Beim Motion Capture werden reale
Personen, zumeist Schauspieler, bei Bewegungen aufgezeichnet, um diese dann fiir die Ani-
mationen weiter zu verarbeiten. Diese erzeugten Informationen fiir Animationen erfordern
eine Nachbearbeitung, um unter anderem Bewegungen zu erginzen, Fehler auszubessern
oder neue Bewegungen zu integrieren. Diese Nachbearbeitung wird in der Regel mit einem
elastischen metrischen Modell, das Anwendung in der Form-Anpassung findet, durchgefiihrt.

Wir werden einen mathematischen Rahmen erarbeiten, der eine iiberzeugende Animation
von menschlichen Figuren begiinstigen soll. Zum Anpassen der Motion Capture Ergebnisse,
werden wir Methoden der geometrischen Formanalyse verwenden und Formraume untersu-
chen. Ein besonders wichtiger Formraum ist dabei, der Raum der nicht parametrisierten
Kurven, der auch im Zentrum dieser Arbeit steht [I]. Dabei werden Kurven oftmals in Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten betrachtet und mit Geodaten verbunden. Die Distanz zweier
Kurven, beschrieben durch die Geoditen, kann man dann als ein MaB der Ahnlichkeit der
Kurven interpretieren. Wir werden in dieser Arbeit das elastische metrische Modell verwen-
den und ergénzen es um weitere Merkmal-Punkt-Informationen. Ziel ist es die Animationen
und deren zeitliche Ausrichtungen zu verbessern.

Vorgehen

In Kapitel [I] werden zunéchst nicht mathematische Grundlagen der Animation und des
Motion Capture zum Verstindnis der Arbeit formuliert. Im Kapitel ] fiihren wir dann die
mathematischen Grundlagen ein, die wir zum Konstruieren des mathematischen Rahmens
benotigen. Unter anderem fiihren wir den Raum der Kurven und die elastische Metrik
mit der entsprechenden SRV-Transformierten ein. Auf dieser Grundlage betrachten wir das
Energiefunktional und definieren die AhnlichkeitsmaBe und symmetrisieren das Energie-
funktional in Section[2:6] In Kapitel [}l nehmen wir dann die Anpassung der Merkmalkurven
mit der elastischen Metrik vor. Um den mathematischen Rahmen zu vervollstdndigen, be-
trachten wir zum Schluss in dem Kapitel [f] das Gradientenverfahren und in Kapitel [f] das
Verfahren des dynamischen Programmierens. Die erarbeiteten Anpassungstechniken, wer-
den wir dann in Kapitel [flanwenden. Parametriesierte Kurven werden wir als Représentaten
betrachten.






KAPITEL 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die fiir das Verstdndnis der vorliegenden Arbeit relevanten Grund-
lagen néher ausgefiihrt. Anfangs setzen wir uns mit der Skelett-Animation auseinander und
gehen dann in Section auf das Motion Capture Verfahren ein. In Kapitel [f] werden auf
Grundlage des in Section [I.1] eingefiihrten Animations-Skeletts einige Animationen durch-
gefithrt und analysiert.

1.1 Skelett-Animation

Im Folgenden werden wir wiederholt iiber Animationen sprechen, dabei handelt es sich um
Skelett-Animationen. Bei der Skelett-Animation werden die Bewegungen einer Figur, ins-
besondere menschliche Bewegungen, durch ein Skelett und eine entsprechende Animations-
kurve beschrieben. Motion Capture ist dabei die iibliche Methode, um solche Animationen
zu erzeugen [I]. Das Skelett ist in Anndherung an das menschliche Skelett eine Hierarchie
von Knochen, wobei die Transformationsbeziehungen der einzelnen Knochen durch Gelenke
definiert werden, diese Transformationen beschrédnken sich bei menschlichen Bewegungen
auf die Rotationen [I].
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Abbildung 1.1: Animations-Skelett [2]



Dem Abschnit{I.]] kann man entnehmen, dass das Skelett durch azyklisch gerichtete Gra-
phen dargestellt wird. Die Knochen werden durch die Kanten représentiert und die Gelen-
ke durch die Knoten des gerichteten Graphen. Zu erwéhnen ist, dass die Darstellung des
Animations-Skeletts funktionaler ist, als das Skelett eines Menschen. Unter anderem wer-
den Knochen und Gelenke vernachlassigt, verkniipft oder neue Knochen eingefiigt. Diese
Veranderungen werden unter anderem vorgenommen, um die Rechenleistungen, unter Be-
riicksichtigung der zu animierenden Bewegungen, minimal zu halten.

Die Lénge der Knochen ist fest, ferner hat jeder Knochen ein bis drei Rotationsfreiheitsgra-
de. Genauer verstehen wir unter den Freiheitsgraden eines Knochens die Freiheitsgrade des
entsprechenden Gelenkes. Um bestimmte Beugungen der Gelenke zu verhindern, kann man
die Freiheitsgrade einschrinken. Auf diese Einschrinkungen werden wir in dieser Arbeit
allerdings nicht genauer eingehen.

Als Beispiel fiir Ausrichtung und Anzahl unterschiedlicher Freiheitsgrade, betrachten wir
zunachst das Bein eines Menschen, in Abbildung 2 kénnen wir erkennen, dass die Kante des
gerichteten Graphen, des Femur in Richtung der Tibia zeigt und dass das Knie als Knoten
einen einzigen Rotationsgrad hat. Demgegeniiber zeigt die Tibia in Richtung des Fuflkno-
chens, dessen Gelenk zwei Freiheitsgrade hat, die man als nicken und gieren ausmachen
kann [2].

1.2 Motion Capture

Motion Capture findet in den unterschiedlichsten Bereichen Anwendung, unter anderem im
digitalen Design, bei Sicherheitstechniken, im Sport, sowie in der Medizin, zum Beispiel
in der Rehabilitation, jedoch auch bei der Animation fiir Videospiele und Filme. Einige
bekannte Beispiele fiir die Anwendung von Motion Capture in Filmen sind Avatar (2009),
Fluch der Karibik : Am Ende der Welt (2007) und Paddington (2014) [3].

In Understanding Motion Capture for Computer Animation and Video Games,

2nd Edition [4], wird ausfiihrlich dargelegt, wie die Daten des Motion Capturing erfasst
werden, um sie im Nachgang im mathematischen Kontext weiterzubearbeiten, Anpassungen
vorzunehmen und Fehler zu beheben.

Um die Daten des Motion Capturing zu erhalten zeichnen, mehrere Kameras Live-Bewegungen
einer realen Figur auf. Bei Filmen sind das Schauspieler, in den Bewegungswissenschaften
und in der Medizin oftmals Rehabilitationspatienten, deren Bewegungen aufgezeichnet, aus-
gewertet und weiterverarbeitet werden. Die aufgezeichneten Personen tragen dabei einen
Anzug, an dem an bestimmten Punkten optisch reflektierende oder magnetische Marker
befestigt sind. Wahrend der Aufnahme geben die Kameras aus allen Winkeln Infrarotstrah-
len ab, welche von den Markern reflektiert, und von den Kameras aufgezeichnet werden. So
entstehen Bewegungspfade der realen Figuren, die auf virtuell erstellte Modelle (Bewegungs-
Skelette) tiberlagert werden.

Ziel ist es den virtuellen Modellen ein realistisches Aussehen zu verleihen und Bewegungen
fliissig darzustellen. Mithilfe von Software kann man diese virtuellen Modelle dann in ei-
nem bestimmten Rahmen individuell modellieren, in dem man zum Beispiel verschiedene
Motion Capture Daten biindelt, editiert, oder mit gezeichneten Keyframes ergénzt. Unter
anderem wird dabei auch auf Motion-Capture-Datenbanken zuriickgegriffen. Das Ziel des
Motion Capturing: Eine realitdtsnahe Darstellung einer virtuellen Figur in Bezug auf ihre
Bewegungen zu erlangen, stellt zugleich eine der groften Herausforderungen dar.



KAPITEL 2

Mathematische Grundlagen

In dieser Arbeit werden wir einen mathematischen Rahmen erarbeiten der eine iiberzeugen-
de Animation von menschlichen Figuren begiinstigen soll. Weithin werden zum anpassen
der Motion Capture Ergebnisse Methoden der geometrischen Formanalyse verwendet und
Formrdume untersucht. Ein besonders wichtigter Formraum ist dabei der Raum der nicht
parametrisierten Kurven, der auch im Zentrum dieser Arbeit steht [I]. Dabei werden Kur-
ven oftmals in Riemannschen Mannigfaltigkeiten betrachtet und mit Geodéten verbunden.
Die Distanz zweier Kurven, beschrieben durch die Geodéten, kann man dann als ein Maf
der Ahnlichkeit der Kurven interpretieren. Zunéchst formulieren wir das mathematische
Problem und fiithren einige mathematische Grundlagen ein, mit denen wir spéter arbeiten
werden.

2.1 Mathematisches Problem

Problem 1 [[I],Problem 1]

Gegeben sind zwei nicht parametrisierte Kurven [co] und [c1] und n Punkt Korrespondenzen
zwischen den Kurven, das heifit die Punkte C} und C% sollten einander angepasst sein.
Wir suchen nun eine optimale Verformung zwischen den Kurven, die die Ausrichtung der
Merkmal-Punkte beriicksichtigt.

Zuerst wahlen wir Représentanten, fiir [cp] und [c;], in Form von parametrisierte Kurven cg
und c¢;. Jeder Représentant ¢; bestimmt Parameterwerte 6, so dass mit C7 als Merkmal-
Punkte gilt:

¢ (05) = Ci.
Somit kénnen wir jede Form [cg] mit zusdtzlichen Merkmal-Punkt-Informationen als Tupel
(cpBy) darstellen, wobei ¢y € Imm (Sl,Rd> und 6y = (6)), € (S1)"™. Auf Grundlage der Re-

prisentanten werden wir dann ein Ahnlichkeitsma$ auf den Produktraum Imm (Sl, ]Rd) X

(S1)™ konstruieren, um das formulierte Problem [I| zu 16sen. Wir werden das Ahnlichkeits-
maf so konstruieren, dass es spezielle Invarianzeigenschaften in Bezug auf die Wirkung der
Diffeomorphismengruppe hat.

In der nachsten Sections werden wir uns mit unendlichdimensionalen Riemannschen Geo-
metrien befassen und das Problem [[] mathematisch l6sen.



2.2 Mannigfaltigkeit der parametrisierten Kurven

Im folgenden werden wir uns in dem Raum der reguldre Kurven Imm (M , Rd> befinden.

Wir werden vor allem offene Kurven, aber auch geschlossene Kurven betrachten. Dabei
haben wir fiir die offenen Kurven den Parameter Raum definiert als M := [0, 27] und fiir
geschlossene Kurven als M := S', wobei S der Einheitskreislinie entspricht:

Imm (M,]Rd) = {c e C™® (M,]Rd) ] > O}.

Der Imm (M ) ]Rd> ist offene Teilmenge von dem Fréchet-Raum C'° (M , Rd) und somit eine
glatte, unendlich dimensionale Fréchet-Mannigfaltigkeit. Der entsprechende Tangentialraum
beziiglich der Kurve c ist:

T, Tmm (M, Rd> = {h € 0™ (M, Rd>} :

Im Kapitelwerden wir mit der sogenannten elastischen Metrik Gg’b arbeiten, wobei wir in
der Anwendung mit den Parameterwerten a = 1 und b = % arbeiten. Wir werden in Section
sehen, warum diese Parameterwahl von Vorteil ist.

Hierzu fithren wir zunéchst reparametrisations invariante riemannsche Metriken ein:

Ge(h k) = Geop(h o, ko) Vo e Diff(M),

Alle Reparametrisierungen der betrachteten Kurve sammeln wir in dem orientierungserhal-
tenden Diffeomorphismus Diff (M ). In [I] wurde die elastische Metrik beziiglich G.(h, k) wie
folgt definiert:

Gt (hk) = /M a®| (Dsh) ™ | (Dsk)™ | + 6% (Dsh) " || (Dsk) " |ds.
Wobei a? und b? positive Konstanten sind. D, = ﬁ@g sei die Ableitung der Bogenlan-
ge, ds = || df sei die Integration der Bogenlinge und v = Dgc ist der Tangentenein-
heitsvektor. Auflerdem bezeichnet ’(Dsh)T’ = (Dsh,v) die tangentiale Komponente und

’(Dsh)l) = D,h — ’(Dsh)T’ v die normale Komponente von Dsh = ﬁh’@g.
G%Y (h, k) schreiben wir der Einfachheit halber um.

G (h, k) :/ a? (Dsh,n) (Dsk,n) + b* (Dsh,v) (Dk,v) ds, (2.1)
M

mit v = ﬁ als Tangenteneinheitsvektor zu ¢ und n Normalenvektor zu c. Wobei die Terme
mit dem Normalenvektor die Biegung der Kurve ¢ beschreiben und die Terme mit dem
Tangentenvektor die Streckung [5]. Im Folgenden werden wir mit der elastischen Metrik [2.1]
weiter arbeiten.

h seien konstante Vektorfelder, also ist der Vektor an jeder Position gleich. Nun liegen die
Vektorfelder i im Kern von G%? (h, k). Somit definiert eine Metrik auf der Mannigfal-
tigkeit der Immersionen modulo Translationen. In [6] wird dariiber hinaus gesagt, dass
fiir b = a? sogar eine Metrik auf parametrisierte Kurven modulo Translationen, Rotationen



und Skalierungen ist.

In der nachsten Section werden wir zeigen, dass die elastische Metrik fiir die Para-
meterwahl ¢ = 1 und b = % eine vorteilhafte Darstellung als Pullback von der flachen
L?-Metrik hat.

2.3 SRV-Transformierte

Zuerst fithren wir die in [I] definierte square root velocity transformtion (SRVT) ein, die
eine Kurve, in dieser Arbeit ¢, auf R (c) abbildet, wobei die Metrik G, fiir 40> = b?
vereinfacht wird [5]. Die SRV-Darstellung kann zur Form-Analyse von Kurven im Eukli-
dischen Raum unter der Verwendung einer elastischen Metrik genutzt werden. Vorteil der
Verwendung der SRV-Darstellung ist unter anderem, dass sich die elastische Metrik zur
L2-Metrik vereinfacht [7]. AuBerdem wird durch die Abbildung R(c) die numerische Be-
rechnung von Geodéten erleichtert, auch wenn diese keine expliziten Formeln liefert [5].

Fiir die Metrik G*®, mit 4b?> = b2, haben wir die SRVT:

C

— .
Vil

Die Inverse zu der SRVT sieht fiir Kurven modulo Translation wie folgt aus:

Cc

. {Imm (M,]Rd) »—>(J°/° (M,Rd\{o}),

P el (M, RA{0}) > Tmm (M, R7),
e = I lalgas.

In [7] wird gezeigt, dass fiir — C* (M , ]Rd) der Pullback der L?-Metrik iiber R genau die
elastische Metrik 2.7 ist.

Lemma 1 [Elastische Metrik]
Der Pullback iiber R der L?-Metrik entspricht auf — C> (M, Rd> genay der elastischen
Metrik G%° (h, k).

Proof: Zundchst wollen wir ¢ darstellen mithilfe der logarithmischen Geschwindigkeit ¢ und
der Richtung w der Kurve zu jedem Zeitpunkt 6.

Sei die Abbildung ¢ : M — R definiert durch

und w: M — S durch




Demmnach ergibt sich fiir ¢ die (¢, w)-Darstellung:

¢ (6) = * 0w (0) = | (9))

Damit wir Riemannsche Geometrie auf dem Raum der betrachteten Kurven anwenden kén-
nen, mochten wir dem Kurvenraum eine Riemannsche Metrik, die unter Translation inva-
riant ist, auferlegen.

Dazu definieren wir eine Metrik auf ®xQ mit ® = {¢p: M — R} und Q = {w : M — S41}.
Der entsprechende Tangentialraum ist dann gegeben mit:

Tipw) (2 x Q) ={(u,v) :u€ P und v : M — R mit v(0) Lw(9),¥0 € M}.

(u1,v1) und (uz,v2) sind nun Elemente von T4 ) (®,9Q). In [8] wurde ein entsprechendes
inneres Produkt ndher betrachtet:

((wr,on), (uz,v) = [ s (0)uz (0)€*® db+ [ 42 (01 ()02 (0) *®) ab.

Das erste Integral kann als Maf$ der Streckung interpretiert werden, da ui und us Anderun-
gen der Geschwindigkeit ¢ der Kurve sind. Wahrend das zweite Integral als das Maf$ der
Biegung interpretiert wird, da vy und vy Anderungen der Richtung w der Kurve sind. a?
und b? sind gewichtete Konstanten mit a,b € RY. Auferdem steht (-,-), im zweiten Term,
fir das Standard Skalarprodukt.

Betrachten wir nun die SRVT [2.4 Mit der (¢,w)-Darstellung ergibt sich fiir R (c) durch
einfache Umformungen:

d d e 1 1
R(c) = —— = /|d|— = |d]2 = = e(zIn (|¢]) = = e2%w.
( ) /|c/| ’ "cl| ‘ ‘ ‘cl| (2 (‘ D ‘C,‘
Fiir (u,v) € T4y (@ x Q) idst der Tangentenvektor f zu R (t) gegeben durch:
1 16 16
f:§e2 uw + e2%.
Seien nun (u1,v2) , (u1,v2) Elemente aus T4, (® x ) und f1, fo die entsprechenden Tan-

gentenvektoren zu R (t) in L? (M, Rd) . Mit dem zuvor definierten inneren Produkt gilt dann
fiir die Tangentenvektoren:

1 1
<f1af2> / (2€§¢u1w—|—e§¢v1)( eéqsqu_Fe%d’ 2) do

1 1 1
/ ( 1¢u1w e§¢u2w)+(2 1¢u1we§¢v2>

( % % u2w> + (e%‘%le%‘ﬁvg) db



da w ein Element der FEinheitskugel ist, g¢ilt dass w-w=1 1ist,

auflerdem ist w - v; = 0, da alle v; Tangentenverktoren zur Finheitskugel von w sind

1 1 1

_ Ze® Ze® Ze? ¢

= /M <46 uung) + (26 u1v2w> + (26 7)1U2w> + (6 1111)2) do
1

= /M <4 ¢u1u2) + <6¢U1U2> df

es gilt e? = exp (In (|c'])) = ||

_/ < |c|“1“2> + (Ic'[v1vz) d6.

Nun berechnen wir die elastische Metrik fiir die gewdhlten Parameter. Fira =1 und b = %
ergibt sich die elastische Metrik:

@

1

GYZ (b, k) / 12 (Dyh, n) Dk, n) + <;>2<Dsh,v> (Dk,v) ds
:/M1<D8h,n> (Dskz,n)+7<D5h, Dyc) Dok, Dye) ds

:/M<’C]‘,’1h’ ><Mk’ > 11<Mh’Dc><’,lz’Dcl> ds

= [, Qo) Gerom) + 3 Gt ere) (i) 1919
, , oL Y
= 1 Gt (s >+'C'<|f| @) e )

Dabei interpretieren wir, wie in Section[2.9 bereits erwdihnt, den ersten Term als Maf fiir
die Biequng und den zweiten Term als Maf fiir die Streckung. [ |

(7], 1L A]

Wir haben also gezeigt, dass der Pullback der L?-Metrik iiber R genau die elastische Metrik
[2-1] darstellt, somit wird die numerische Berechnung von Geodéte erleichtert.

Im Folgenden betrachten wir eine allgemeinere Form der SRVT, fiir offene Kurven, die
in [5] genauer analysiert wurde. Sowie die Geodéten und die geodétische Distanz fiir offene
Kurven. Zunéchst formulieren wir einige triviale Eigenschaften fiir R beziiglich den offfen
Kurven.

Lemma 2 [[5], Lemma 4.1.]
Sei ¢ € Tmm ([0, 271], R?) und ¢ € Diff ([0,27]). Fiir R gelten die folgenden Eigenschaften:

o Aquivariant unter Reparametrisierung

R(cow) =|p/|2 . (R(c) o).



10

o Translations Invariant
R(c+p) = R(c) fiir p € RY.

o Skalierungseigenschaft
R(c.p) = p%.R (¢) fir p € Rsyp.

e Erhaltung der L?>-Norm unter Reparametrisierung
2
[ 1R@of ao= [ R do.
0 St

Die R Darstellung fiir offene Kurven ¢ € Imm ([0, 27r],Rd) ist dabei gegeben durch:

R*": Tmm ([0, 27], R) /Tra — C ([0, 27], R*\{0}) ,

- () ==(()

/ .
v = ﬁ wurde zuvor definiert.

Nun formulieren wir die Geodédten und die geodétische Distanz. Fiir offene Kurven haben
wir die nachfolgenden expliziten Formeln gegeben:

Satz 1 [[1], Theorem 1.]
Das Bild der R-Abbildung der Mannigfaltigkeit der offenen Kurven ist eine offene Teilmenge
von C'*° ([0,2%],1&‘1) :

Im (R) = {g € C* ([0,27],R?) : |g| # 0}.

Zwei offen Kurven cg, c1 kénnen genau dann durch eine Geoddte verbunden werden, falls es
kein 6 € [0,27] und kein X > 0 gibt sodass ¢, (6) = —\c} (0). In diesem Fall, ist die einzige
geoddtische Verbindung gegeben durch:

c(t,0) =RV ((1—t) R (co) +tR (c1)).

Auferdem, ist die induzierte geoddtische Distanz auf Imm ([0, 27r],Rd) gegeben durch:

21 2
d(co,c1) = ; dist(R (co),R(c1)) df = \//0 IR (co) — R (c1) ||]%§d de.

Proof: [[5], Theorem 4.5]
Der Raum der offenen Kurven C° ([0, 27], Rd) ist beziiglich der L?-Metrik gegeben durch:

Gy (hk) = /027r (h,k) db,
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fiir h,k Tangentenvektoren zu q. Wobei die Metrik nicht von q abhdngt, sie ist an allen
Punkten des Raums gleich.

Ein Weg von Kurven q ist dann eine Geoddte, falls fir alle 0 die Kurve t — q(t,0) eine
Geoddte ist. Die L*-Metrik liefert die Eigenschaft, dass Geodditen in Im (R) gegeben sind
durch Wege der Kurve q(t,0), sodass fir alle festen 6 die Kurve q(.,0) eine Geoddte ist.
Die Linge des Weges q (t,0) in im (R) ist gegeben durch das Integral iber die Lingen der
einzelnen punktweisen Wege q (.,0). Die Werte fir k sind fir alle 6 € [0,2w] die gleichen,
da wir eine stetige Familie von Geoddten haben.

Also ist die geoddtische Distanz zwischen zwei Elementen qo,q1 € Im (R) gegeben mit:

st (a0 (0) 01 (0)) db.

wobei das Minimum iber k nur einmal fir alle Werte von 0 genommen wird. [ |

Fiir geschlossene Kurven haben wir keine explizite Formulierung der geodétischen Distanz.
Jedoch kénnen wir Angaben zum Bild von R machen, dessen Grundlage fiir die Algorithmen
genutz werden konnen:

Satz 2 [[1], Theorem 2.]
Das Bild von R (Imm (Sl, Rd>) der Mannigfaltigkeit geschlossener Kurven unter der SRVT

ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension d, des flachen Raums C° (Sl,]Rd). Wir

1L
bezeichnen es mit €. Fine Basis des orthogonalen Komplements (TqR (Imm (Sl,Rd>)
ist gegeben durch d Vektoren:

1
Ui(q) = ol (Qi(ha @ gl aQiQd) :

In [5] wird eine effiziente nummerische Methode, zur Berechnung der geodétischen Distanz,
zwischen geschlossenen Kurven, vorgestellt. Wir wollen dieses Verfahren nun mit der Basis
aus Satzanwenden. Dabei betrachten wir wieder die Metrik G, fiir den Fall 4% = o =1,
die auch in der Anwendung relevant wird.
2.3.1 Nummerische Berechnung von Geodaten fiir geschlossenen Kurven
Wir betrachten zunéchst die Abbildung R,

R:Imm ([o, 277],11%2) /Tra — C* ([o, 27r],R2) :

R(c) = ]c/\%v.
Das Bild fiir offene Kurven ist, dann gegeben durch:

Im (R) = C* ([0,27], R*\{0}) .

Da wir die geschlossenen Kurven betrachten wollen, haben wir durch Satz [2] fir das Bild
von R gegeben, dass es eine Untermannigfaltigkeit von C* (S 1 ]RQ) der Kodimension 2 ist.
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Auf Imm (S 1 ]RQ) /Tra sind Geodéaten, unter der SRV Darstellung, gegeben durch Geodé-
ten auf ¢ mit der Riemannschen Metrik, die durch die flache L?-Metrik auf C* (S1,R?)
induziert wird.

Wir kénnen nun eine Projektionsoperator implementieren, der die orthogonale Projektion
T5,¢, fiir eine Kurve ¢ € € und einen Tangentenvektor p zu g, berechnet. Wobei p € T,€ die
Anfangsgeschwindigkeit ist.

function PROJ(q,p)

Uy, Uy « ONB of (T,€)"
return p — (p,Uy) Uy — (p,Us) Uy
end function

Pseudocode aus [5]

Diese Vorwartsberechnung der Geodéte von € kann als ein eingeschranktes Optimierungs-
problem betrachtet werden, dabei ist diese ein Minimum von:

/01 /51 %IU(t)F + (p(t), 4(t) — u(t))dl + \(t) - F(q(t))dt,

mit \(t) € R? als Lagrange-Multiplikator, der die Nebenbedingung F(q) = 0 erzwingt.
Wir differenzieren nicht zwischen Geschwindigkeiten u(¢) und Momentum p(t), da wir die
euklidische Metrik verwenden. F'(q) sei definiert durch:

Fl@)= [ la®)a(®)d.

und es sei € = F~!(0). Zu Loésung dieses Problems wenden wir den RATTLE-Algorithmus.
Bei diesem Algorithmus wird aus der aktuellen Position und Geschwindigkeit, die Positio-
nen und Geschwindigkeiten zum néchsten Zeitpunkt berechnet. Dabei benétig dieser keine
Informationen des fritheren Verlaufs. In der Anwendung bedeutet das, dass der Geschwin-
digkeitsvektor auf die Oberfliche der Nebenbedingung gelegt wird. Auflerdem werden durch
eine explizite Profjektion des Geschwindigkeitsvektors die Nebenbedingungen bewahrt.

Die Variationsgleichungen werden in kontinuierlicher Zeit beschrieben durch:

p(t),
A(t) - VF(q(t)).

q(t)
p(t)

Sei At = %, mit N als Anzahl der Zeitschritte .

Somit ergibt sich zundchst: function EXP(q,p, N)

qo,Po < ¢,p

fori+0,...,N—1do
P pi+ 5\ VF(g)
Git1 < ¢ + Atp
estimate initial value for O A to enforce constraint
iteratively adapt A so that g,y € €
pit1 < D+ St VE (1)

p chosen such that p;y1 € Ty, €
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end for
return ¢q,p
end function

Pseudocode aus [5]

Nun wollen wir das Randwertproblem fiir parametrisierte Formen l6sen. Seien ¢g,q; € €
Kurven. Um das Randwertproblem zu lésen, suchen wir die Anfangsgeschwindigkeit p fiir
die der Endpunkt Exp, op nah bei ¢; liegt. Dazu nutzen wir Fixpunktiteration. Zu beachten
ist, dass € eine Untermannigfaltigkeit von C'* (S L ]R2) ist.

function LOG(q,p,N)
p < AtPROJ (g0, ¢1 — qo)
g < EXP (qo,p,1)
p < PROJ (¢0,G — qo
while | EXP (qo,p, N
q < EXP (qo,p, N
p < p+aPROJ (g0, 1 — q)
end while
return p
end function

)
) —q1| > e do
)

Pseudocode aus [5]

Wir werden nun eine Anfangsschitzung angeben. In [5] wurden zu Ermittlung einer guten
Anfangsschitzung Experimente durchgefiihrt. Somit wird die Anfangsschitzung ermittelt,
in dem ein Schritt des Forwar-Shooting-Alogorithmus berechnet wird und die Geraden G—qq
zuriick nach T,0€ projeziert werden.

Fiir die Iteration, mit Schrittweite «, ergibt sich dann:

¢ Endpunkt ¢ = Exp, op der Geodite mit der Anfangsgeschwindigkeit p berechnen.
e pin Richtung ¢; — ¢ aktualisieren.

« wahlt man fir Anwendung der gesamten Minimierung oder adaptiv. In Annéherung an
das Gradientenverfahren, wurde in [5] « so grofi wie moglich gewéhlt, wobei sich der Ab-
stand, beziiglich der letzten Iteration, verringert.

1

. 2
E(p) - 5 dist (EquO b, Ch) )

mit Ableitung:

TPE(5p) = GEquO p (_ logEquO pqa, Tp Equo ((5]))) :

Nun approximieren wir:
e die Ndherung des Logarithmus durch die Gerade: logEquO p@1 ~ q1 — Expy, p,
e das Differential der Exponentialkarte durch die Identitét: T}, Exp,, (dp) =~ dp,
e und ¢t — Exp, (tp) von Exp, p zu qo durch die Projektion auf 7,.
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Mit t +— Exp,, (tp) als Paralleltransport entlang der Geodéte von Exp, p zu qo.

Aus diesen Approximationen ergibt sich, die Approximation der Ableitung von E(p):

T,E(0p) = Gy, (— Proj,, (q1 — Exp,, p) ,5p) .

Fiir die Approximation des Gradienten ergibt sich:
VpE ~ —Proj,, (q1 — Exp,, p) .

Die Kurve ¢ € € wird durch eine endliche Anzahl von Punkten (¢’), <j<n €TSEtzt, um eine
rdaumliche Diskretisierung zu erhalten. Die entsprechenden rdumlich diskreten Geoditen
sind Minima von

/Oljf:l % ’uj(t)r n <pj(t),qj(t) _ uj(t)> FA()-F (qj) dt.

In [5] wurde somit ein dynamisches System zu numerischen Berechnung von Geodéten auf
den Raum der geschlossenen parametrisierten Kurven erarbeitet. Um genau zu sein, be-
schreibt dieses Variationsprinzip ein endlich-dimensionales Hamilton-System.

In Section wollen wir das Ahnlichkeitsma$l auf den Produktraum Imm (Sl, ]Rd) X (S 1)"
konstruieren, um das zu Beginn formulierte Problem [I] zu 16sen. Zuvor miissen wir jedoch
das entsprechende Energiefunktional definieren.

2.4 Energiefunktional

Notation 1 [I]
Fiir gegebene Kurve ¢ € Imm (M, Rd), definieren wir mit ¢(0) den gesamten Vektor der
Punkte ¢ (0) € R 1 <i<n.

Fiir einen gegebenen Weg ¢ : [0, 1] — Imm (M , ]Rd) ist das entsprechende Energiefunktional
in [I] definiert durch:

& (90, Cl) (C) = /01 G, (Ct, Ct) dt + \FM (C (1, 90) , Cl) . (2.3)

Mit Parameterwerten 8y = (6f)), € M™ und Merkmal-Punkten C; = (C}), € (Rd)n. Wir

wihlen FM als unterhalb stetiges Ahnlichkeitsma$l auf R4*". Diese Bedingung werden wir
bei der Energieminimierung verwenden. Damit konstante Wege Null Energie haben, setzten
wir voraus, dass FM(C, C) = 0. Auflerdem sei G, (-, ) eine beliebige Metrik, die invariant
beziiglich Reparametrisierung ist.

Wir formulieren nun eine invariante Eigenschaft des Energiefunktionals[2:3]die wir in Section
anwenden werden, um unser Ahnlichkeitsmafl auf den Raum der nicht parametrisierten
Kurven, zu formulieren.
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Lemma 3 [[I], Lemma 3.]
Das Energiefunktional [2-3 erfillt die invariante Eigenschaft:

€ (7" (80),C1) (cop) =€ (8),C1) (o).

Proof: Da G, invariant beziiglich Reparametrization ist, kann man € (¢~ (6¢),C1) (co ¢)
umformen zu:

E (goil (69), Cl> (cop) = /01 Geop ((co @), , (cop),)dt + AFM ((co ®) (1, o ! (00)) ,Cl)

— /01 Ge(ctyce) dt +AFM (c(1,8p),C1) = £ (60, Cy) (c).

Wir konstruieren nun das Ahnlichkeitsmafl als die minimale Energie iiber alle Wege mit
den Formen [cg] und [c;] als Grenzen.

2.5 AhnlichkeitsmaB

Zunichst formulieren wir wichtige Eigenschaften des AhnlichkeitsmaBes auf den Raum der
nicht parametrisierten Kurven [I]:

1. Das Ahnlichkeitsmafl héingt nicht von der Wahl der Reprisentanten (c;, ;) der be-
trachteten Formen ([¢;], C*) ab.

2. Die optimale Verformung richtet sich sowohl nach der Form der Randkurven als auch
nach den Merkmal-Punkt-Informationen.

3. Das Ahnlichkeitsmaf erzwingt eine exakte Ubereinstimmung der nicht
parametrisierten Kurven, aber nur eine ungenaue Ubereinstimmung der Merkmal-
Punkt-Informationen.

Auf Grundlage des in Section formulierten Energiefunktional konstruieren wir
nun zunichst das Ahnlichkeitsmaf auf den Raum der parametrisierten Kurven.

2.5.1 AhnlichkeitsmaB auf Raum der parametrisierten Kurven

Das Ahnlichkeitsmafl mit Merkmal-Punkten auf den Raum Imm (M , ]Rd) x M™ der para-
metrisierten Kurven, definieren wir mit wie folgt:

dp ((co,00),(c1,601)) := inf  E(Bg,c1(61))(c), (2.4)
¢:[0,1]—=Imm
wobei das Infinum tber alle Wege ¢ € Imm (M, Rd), die ¢(0,.) = ¢cound ¢(1,.) =
erfiillen, betrachtet wird.
Da c(1,.) = ¢ fest ist, kénnen wir das Ahnlichkeitsmafl auch schreiben als:

dp ((co,00),(c1,601)) =  inf [/01 Ge (¢tyer) dt] + NFM (¢1 (60) ,¢1 (67)) -

¢:[0,1]—=Imm
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Somit minimieren wir nur den ersten Term des Energiefunktionals. Dass der Zweite Term
nicht gedndert wird, werden wir in Section benutzen. Mit dem erarbeiteten Ahn-
lichkeitsmaf fiir parametrisierte Kurven und dem Energiefunktional, kbnnen wir nun das
Ahnlichkeitsmaf auf dem Raum der nicht parametrisierten Kurven definieren.

2.5.2 AhnlichkeitsmaB auf Raum der nicht parametrisierten Kurven

Zuerst bestimmen wir die induzierte Wirkung der Diffeomorphismengruppe auf den Pro-
duktraum Imm (M , Rd) x M™. Fiir Imm (M , Rd) haben wir eine Verkniipfung von rechts.
Fiir M™ miissen wir jedoch einfache Berechnungen anstellen. Da M™ Raum der Merkmal-
Punkte ist, miissen wir die Auswirkungen einer Reparametrisierung auf die Merkmal-Punkte

berechnen:
Co=co () =< (v (¢ (%)) = (cov) (¢ ()
mit ¢ € Diff (M).

Somit ergibt sich, mit Imm (M , Rd) Verkniipfung von rechts, fiir die induzierte Wirkung
der Diffeomorphismengruppe auf den Produktraum, die folgende Gleichung;:

(co,80) 09 = (co 00,97 (80)) .

Mit Lemma [3| haben wir dann das Ahnlichkeitsmafl gegeben durch

Satz 3 [[1], Theorem 6.
Das Ahnlichkeitsmaf auf Imm (M, ]Rd) x M"™ induziert ein Ahnlichkeitsmaf auf den
Formraum von nicht parametrisierten Kurven mit zusdtzlichen Merkmal-Punkt-Informationen.

Das induzierte Funktional ist gegeben durch:

A(([eol, Co), (fea): C1) o= _jnt - dp ((e0,60), (cro9. 07 (00))) . (25)

Dabei sind (cj,0;) beliebige Vertreter von den Formen ([c;],C;).

Proof: Wegen Lemma@ wissen wir, dass unser Ahnlichkeitsmaf8 invariant ist. Nun wollen
wir zeigen, dass das Ahnlichkeitsmafl nicht von der Wahl der co und ci1 abhdngt. Da wir
tiber alle moglichen Reparametrisierungen von c; minimieren, hingt unser Ahnlichkeitsmaf

nicht von ¢y ab. Um die Unabhingigkeit von co zu zeigen, berechnen wir inf cpigar) dp-
Alle anderen [c;] schreiben wir als ¢; o p, wobei ¢ € Diff (M).

Durch einfaches Umformen erhalten wir:

i+ dp( (co0 w7 (80)) . (cr0 0,07 (0)) )

peDIff(

= inf < inf 5(¢1(00),clo¢(¢191))(c)>

peDIff (M) \ ¢:[0,1]—Imm

— ( inf g(¢—1<ao),cl<el>)<c>>,

peDIff (M) \ ¢:[0,1]—Imm
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mit Randbedingungen:
c(0,.)=cootp, c(l,.)=crogp.
Mit der in Lemma@formulierten invarianten Eigenschaft ergibt sich fir inf epignn dp:

inf dp< (co0 v, (80)) ., (c100,67" (61)) )

peDIff(M)

peDIff (M) \ ¢:[0,1]—Imm

peDiff(M) \ &[0,1]—Imm

= inf < inf  &(0p,c1(671)) (5)> )
sodass

é(0,.)=coopop L =cy, c(l,)=ciop

gilt. Also ist die Reparametrisierungen unabhdngig von der Wahl von cy und c1, und somit
gilt Eigenschaft 1. [ |

In [I] wird darauf hingewiesen, dass das Energiefunktional eine exakte Anpassung der
nicht parametrisierten Kurven erzwingt. Fiir Merkmal-Punkte gilt dies nicht. Da Merkmal-
Punkte zusétzliche manuelle Informationen sind, die fehleranféllig sein kénnen, werden diese
nur ungenau angepasst.

Nun schreiben wir das Ahnlichkeitsmaf 2.5 um als:
d(([co] , Co) , ([e1], C1))

N soeé?frf(M) ( [0,1] 11Hjlmm [/ Ge Ct’ct)dt} TAEM{ero ¢ (6o). Cl)) (26)

wobei das innere Infimum iiber alle Wege ¢ genommen wird, die die Bedingungen ¢(0, -) = ¢
und ¢(1,-) = ¢; o @ erfiillen.

In Kapitel [f] werden wir uns mit Skelettanimationen beschiftigen. Dazu betrachten wir

ein Distanzmafl FM auf M™:

F/l\\/[ (CO rof (Co) Cl ref (Cl)> falls C; € Ci7ref(M)n,

+0o0 sonst.

M (Cl, Cg) = {

Das entsprechend geéindert Ahnlichkeitsma$ d (([co], Co) , ([c1],C1)) ist dann gegeben
mit:

d(([eo] s Co) , ([ea] , C1))

~ inf ( inf U Go (e, 1) dt] + AFM (0 (o.et) , 01 ref)>

peDIff (M) \ ¢:[0,1]-Imm
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mit ¢(0,-) = ¢, ret und ¢(1,-) = ¢1 ref © .

Ci, ret € [c;] ist dabei eine natiirliche Referenzparametrisierungen der betrachteten Kurven.
Fiir Skelettanimationen sind das Abbildungen von einem Zeitintervall in den Gelenkraum
J, das heifit Referenzparametrisierung verwenden eine einheitliche Bildrate und Repara-
metrisierungen entsprechen lokalen Beschleunigungen oder Verlangsamungen. Des Weiteren
wird, bei Skelettanimationen, fiir die Anpassung der Merkmale die Ahnlichkeit der Para-
meterwerte betrachtet und nicht die der Punkte auf der Kurve.

Wir werden in Kapitel [f] genauer auf J eingehen.

Das in dieser Section konstruierte Ahnlichkeitsmafl kénnen wir nicht als Distanz inter-
pretieren, da das Energiefunktional nicht symmetrisch ist. Daher konstruieren wir in
der néchsten Section ein symmetrisches Ahnlichkeitsmaf.

2.6 Symmetrisierung des Energiefunktionals

Da die Merkmal-Punkte unterschiedlich betrachtet werden, ist das Energiefunktional [2-3]
nicht symmetrisch beziiglich der Formen [¢p] und [¢1]. Um das Energiefunktional zu sym-
metrisieren, behandel wir die Merkmal-Punkte gleich und definieren:

1
gsym (90, Cy, 04, Cl) (C) = /0 G, (Ct, Ct) dt + A\ (FM (C (1, 90) , Cl) + FM (C (0, 01) , Co)) .
Auch dieses Energiefunktional erfiillt die aus Lemma [3 angepasste invariante Eigenschaft:
g ((;071 (00) P CO7 Qpil (01) ) Cl) (C © QO) = g (007 CO) 017 Cl) (C) VQO € M.

Somit haben wir, fiir das symmetrisierte Energiefunktional, die Distanz auf den Raum der
parametrisierten Kurven mit Merkmal-Punkten gegeben durch:

dp7 sym ((Co, 00) N (Cl, 01)) = inf gsym (00, (&) (00) ,01, C1 (01)) (C)

¢:[0,1]—Imm

Betrachtet werden hier alle Wege c, die ¢(0,-) = ¢ und ¢(1,+) = ¢ erfiillen.

Mit der invarianten Eigenschaft von &, ergibt sich fiir dpgym:

dP,sym ((CO © ¢a Q;Z)_l (00)) ’ (Cl © 'QD» 1/)_1 (01)>) = dP,Sym ((CUa 00) ) (617 01)) )

mit ¢ € Diff(M). Nun kénnen wir auf dieser Grundlage, dhnlich wie in Satz ein symmetri-
sches Ahnlichkeitsmafl auf den Formraum von nicht parametrisierten Kurven mit Merkmal-
Punkten formulieren:

d(([CO] ,Co)) , ([Cl] ,Cl)) = Lpelii)%if(M)d ((co7 cal (CO)) , (Cl 0, 3071 o cl—l (Cl))) . (27)
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Betrachtet man das berechnete symmetrische Ahnlichkeitsmaf wird deutlich, dass wir
zur Berechnung des Infimum iiber ¢ € Diff (M) den Term FM (go_l ocyt (Cy) ,CO) berech-
nen miissen. Da dieser Term jedoch Inverse von ¢ € Diff(M) enthélt und fiir das, in Kapitel
[ verwendete, Gradientenverfahren zusétzlich auch die Ableitungen des Inversen berechnet
werden miisste, birgt das symmetrische Ahnlichkeitsmaf einige Probleme.

Fiir das in Kapitel [5l angewandte Verfahren des dynamischen Programmierens, gibt es zwar
unter Umstdnden Diskretisierungen mit dem der Term effizient minimiert werden kann,
jedoch werden wir in dieser Arbeit mit dem nicht symmetrischen Ahnlichkeitsmafl weiter
arbeiten.

Wir haben nun die bendtigten mathematischen Grundlagen formuliert. Im Folgenden wol-
len wir diese Grundlagen anwenden. Zunéchst werden wir die Riemannsche Metrik auf
Imm (M , ]Rd> aus Section die sogenannte elastische Metrik auf das zuvor entwi-
ckelte Ahnlichkeitsma anwenden. AuBerdem wollen wir den Merkmal-Anpassungs-Term
untersuchen.
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KAPITEL 3

Anpassung von Merkmalkurven mit der elastischen
Metrik

Wir wollen nun das in Kapitel [2| formulierte Ahnlichkeitsmaf} , unter Verwendung der elas-
tischen Metrik H fur die Konstanten a = 1,b = %, anpassen. Des Weiteren verwenden
wir die in Section eingefithrten Referenzkurven ¢; := ¢; rof und die 2-Norm auf den
Parameter Raum M um den Merkmal-Anpassungs-Term zu betrachten.

Zuerst betrachten wir das angepasste Ahnlichkeitsma$ fiir offene Kurven.

Korollar 1 [[1], Corollary 10]

Unter Verwendung der Metrik G mit Koeffizientena = 1,b = % und der 02-Norm-Fehlerterm
sieht das Ahnlichkez’tsmaﬂ auf die Menge von offenen Kurven mit Merkmal-Punkten wie
folgt aus:

2
/

d(([col, Co) ;s ([e1], C1))
& 5 oy

2w
= inf / p——
e \Jo [\l ldloy

Mit (cj,0;) als beliebige Reprasentanten von den Formen ([¢;], Cj).

2

d9+)\zn:‘tp () - o
Rd =1

Das entsprechende Energiefunktional, fiir offene Kurven mit Merkmal-Punkten, definieren
wir dann als:

open 21 cl c o n . .
&P i= [ I — VI do+ XY o (8)) - 6
=1

Vldlow

2

(3.1)

Fir offen Kurven haben wir in Satz [[] bereits die induzierte geodétische Distanz der Metrik
G festgehalten:

2m 2m
d(co,c1) = ; dist (R (co), R (c1)) db = \//0 IR (co) — R(c1) |24 dO.

21
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Um die offenen Kurven mit Merkmal-Punkt-Informationen anpassen zu kénnen, miissen wir
zunéichst das Energiefunktionalﬁber alle Diffeomorphismen ¢ aus [0, 27| minimieren. In
Kapitel [4 stellen wir dafiir das Gradientenverfahren vor und in Kapitel [f] das dynamische
Programmieren. Im Anschluss berechnen wir die Geodéte die ¢y und ¢; o ¢ verbindet.

Nun miissen wir noch das angepasste Ahnlichkeitsmaf fiir geschlossene Kurven betrach-
ten. Zum Ende von Section [2.3] wurde bereits darauf eingegangen, dass wir keine explizite
Formulierung fiir die geodétische Distanz haben. Jedoch haben wir in Satz [2] ein Bild von
der Abbildung R fiir geschlossene Kurven formuliert. Aufgrund dessen kénnen wir das An-
passungsfunktional nicht vereinfachen. In [I] wird das Energiefunktional fiir geschlossene
Kurven wie folgt definiert:

2

Sld(tp) := dist (¢g, ¢1 © @)2 + A Z ‘go (96) — 011' (3.2)
i=1

In [5] wurde eine schnelle Methode zur numerischen Berechnung der geodétischen Distanz
vorgestellt, sieche Section [2.3.]

Wir wollen nun die notwendigen Formeln herleiten, um die Parametrisierung mit dem Gra-
dientenverfahren zu finden. Dazu betrachten wir Bl fiir offene Kurven mit Hilfe des Gradi-
entenverfahren.
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KAPITEL 4

Gradientenverfahren

Das Gradientenverfahren, ist eine Optimierungsmethode, die zur Minimierung von Pro-
blemen verwendet wird. Wir werden das Verfahren nutzen um das Energiefunktional
der offenen Kurven zu minimieren. Dazu miissen wir den Gradienten von Bl finden. Das
entsprechende Energiefunktional mit Gradienten halten wir in Lemma [] fest.

Lemma 4 [[I], Lemma 12.]
Die Variation von E{P" in Richtung ¢ ist gegeben durch:

27
BEP () (0p) = /0 (@0 —a1 %08 (a1 % 2) = 2 (a1 ) dp)_, B

Lo Z (0 (80 — 03) 5 (5).

mit qx ¢ := @' (qo ) fir die Wirkung der Diffeomorphismengruppe auf den Raum der
SRV -transformierten Funktionen.
Der L?-Gradient des Energiefunktionals ist dann gegeben mit:

grad (£7(9)) = - <qo, W>>Rd + (a 252 Ny + 23 (o(0) ~61) 04, 0.

wobei 593 fiir die Delta-Distribution steht.
Proof: Mit gj = R (c;) = \/cﬁ haben wir fu’r:

2

open I C/ C,OSD - 7 %
@) = [ I — VIR 042 Y o (6)) — 0}
i=1

’ VIdilow

ol
n . .
= llao — a1 x@ll7e + 2Dl (6) — 6
=1

Wir berechnen die Gradienten der beiden Terme einzeln.

23
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Zundchst betrachten wir den ersten Part:

6 (llao — a1 % o%2) (5¢)
=5 (llo = V¥ (a1 09 [72) (59)

27r
—/ 10— V¢ (@1 09),—0V (a1 09) = 2v/Pa 0 9o, db

2 5@’
=—2/ <qO— "(q109), 2\F(Q1w +fqlow5w>dd9

mit g1 x @ := /@' (q10¢)

1
2m 5¢! s P +/elqit oo pl o) Q"
=—2/ G0 — 1 * 2/ (1o p) + | 2 : o ,90)9,0 Sp) df
0 20 © 20V v
2 / 7 o / 7 ° 1"
:_2/ <q0_q1 I \/&(qlo@)Jr((\/s?(ql/ ©)) _(\/s?(qlls;))so >5¢> "
0 e 2(90) Rd
2” 5,07 (V¥ (@mow) 1 ¢’
—2/0 W= nx5 ,\/Q(CHO(PH‘ <¢—2(\/Q(Q1O<P)) () O N dg
¢

2 / * / 1 "
—2/ <qo—q1*<p, S0 *<p+<ml,)—2(q1*<p) ¢,2>5¢>> do
0 P R4

/
qo — q1 * %2 ,q1 90+(ql*90)5¢> ) do.

Mit

Nun integrieren wir partielle iber die 6@’ Terme. Da d¢ an der Grenze verschwindet, haben
wir:

27‘(’ 680/ ’
—2/ CJO—QI*%?CH*QP"’(%*‘P)(S@ dg
0 R

27
2—2/ <QO—Q1 607 ,Q1 > o
0 2 Rd
2r
=9 —
/ dep (<qo g xp, L 2 - >Rd>

2w
—/ (5<p<qo (1 x¢), 1/SD do
Ra

+/2w6<p<qo—(1*<p) (g1 * 80)” (Q1*<P) > do.
0 R4
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Der Gradient zum ersten Term sieht dann wie folgt aus:

/ /!
nrxe)  (nxp)e
grad (|lao — a1 % o3 ) = G~ 1%, ~2) % p+ ; L ,2)
¥ 14 Rd

q1 x e
+<Q6—(Q1*90)/7 ; >
4 Rd

/
qi x @ q1 %
:<qo—q1*so,—( ,)> +<Q6—(q1*<p)',, >
Rd 2 R4

(%2
* )’ *
:_<q07 (a1 %¢) > +<Q67Q1 /<p> .
SO Rd 90 Rd
Nun miissen wir noch den zweiten Term berechnen:
2 (Z v (6) - eiF) (0p) =2~ (¢ (6) - 01) 60 (65)
i=1 i=1

_ 2;:/0% b5y (0) (12(0) — 03) 50 (0) db.

Daraus folgt, dass der Gradient beziiglich des Energiefunktionals der offenen Kurven:
!/ n
open q1*x @ q1 *x @ %
grad (£ (p)) = — <qO, (ax o) % ) >>]Rd + <q6, N >>Rd +22)° (30(9) - 91) 0s (0)
i=1

8t. [ |

In anderen Arbeiten wurde gezeigt, dass es von Vorteil sein kann, ¢ als Tupel ¢ = (x,, 1/¢/)
darzustellen. Da wir offene Kurven betrachten, ist unser Anfangswert xo = 0. Setzten wir
nun ¢ = /7 ergibt sich aus unserem Energiefunktional £77":

)

Fiir diese Darstellung des Energiefunktionals, wollen wir nun die Variation berechnen.

2 n 2

A
L2 i=1

(4.1)

93 ]
Ex() = / V? dr — 6}

Lemma 5 [[I], Lemma 14.]
Die Variation von E(1) in Richtung 61 ist gegeben durch:

6&2(1)(09)
2 6
= —2/0 <51/} <q0 —q1 %P, q1;¢>Rd + (/0 Yo dT> (g0 — q1 * ¢, 2¢) *90>Rd) do

+ 4/\zn: (o (%) —03) /0 " o dr.
=1
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Proof: Wie in[{ berechnen wir zuerst den ersten Term.

5 (qu v <q1 ' ( [ d)) H%) (5
:2/027r <qo—w.qlo </09¢2 dT> ,—01).q1 0 (/Oezﬁ dT)
s <q;o (/091”2 m))/jwaw dT> d6

R4

:—2/027r51/1<q0—w.q10 (/001/;2 dT> g0 (/091/;2 d7>> a6

Rd
_4/()%/061/151/1 dT<q0—1/J.Q1O </00¢2 dT) 9. <q10 (/()6¢2 dT>>>Rd v
mit /091/12d7':<p, Y=
:_2/027r5¢<qo—\@(mw),(qu»w df
or 10
_4/0 /o Yo dr<qo—\/a(q10¢)a\/a(q/10@)>w do

_ _2/02” (w <qo— ﬁ(qlw),W>Rd

(e} e P e 5) )
0 - )

2 (¢")?

Wendet man auf den letzten Term die Umformungen aus dem Beweis zu Lemmal[f an er-
halten wir den ersten Term der Variation von E2(1) in Richtung 6.

Nun miissen wir noch den zweiten Term berechnen:

; (Z [ vt - eiw?) (5¢)
i=1 70

2;”; (/095 W27 — 91) /0% 2poe) dr
(o (06) ~ 1) [ 2000 ar

(¢ (8) — 1) [ vw ar.

Il
™M=

I
—

2

(2

=4\

-

1

7

Ein weiteres Verfahren zur Losung des Anpassungsproblems ist das Verfahren des dynami-
schen Programmierens.
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KAPITEL 5

Verfahren des dynamischen Programmierens

Das dynamische Programmieren, ist eine Optimierungsmethode, bei der das Problem
algorithmisch gelést wird. Dabei wird hiufig eine stiickweise lineare Ann&herung an die
optimale Parametrisierung bestimmt.

In [I] wurde das Verfahren des dynamischen Programmierens angerissen:
Zuerst fithren wir eine lokale Version des Energiefunktionals [3.1] ein.

Wir betrachten wieder die offenen Kurven, also arbeiten wir in [0, 27]. Es sei nun

Z ={70,...,Tn} eine Diskretisierung des Intervalls . Sei ¢ eine streng wachsende Funktion
fir die gilt, dass ¢([k,i]) = [I, 7], wobei k < i € Z und | < j € Z. Wir definieren dann die
lokale Version als:

. 2
; €109

06 B oy

Wir betrachten nun den Spezialfall, dass ¢ die Lineare Funktion ist und ¢ die entsprechende
SRV-Darstellung der reparametrisierten Kurven. Mit

do+x D o0 -0 (5.1)

mi<7<j

R4

j—1
i—k’

(Pk,l;i,j('r) = + (’7’ — k‘)
und

. :
AoPrliy  |J—1

I} 0 il VI K

ki, (T) 7=
Fiir das Energiefunktional ergibt sich dann die Darstellung:

E(k,1;i,7) == &1 (Prijs k11, 7) = /k 190 — @gsiilma dO+ XN D i (057) — 07

m:<07" <j
Seien ¢ € ® stiickweise lineare und wachsende Homéomorphismen, dargestellt durch:
@+ 0,27] — [0, 2],

und Scheitelpunkten auf dem Gitter Z x Z. Weiter sei ®;; Menge aller ¢ € ® die ¢(k) =1
erfiillen.

27
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Verwenden wir nun die auf dem Gitter Z x Z definierte stiickweise lineare Reparametrisie-
rung, erhalten wir durch H (i, 7), mit ¢,j € Z, die minimale Energie, die fiir die Anpassung
der lokalen Kurven coly ; und c1]y ;7, bendtigt wird.

H(i,j) == min E1(¢;0,0:4, ).
pe®; ;
Wobei ; ; der beliebig gewédhlte Minimierer ist.

Nun betrachten wir die globale Reparametrisierung.

Um diese zu erhalten miissen wir die minimale Energie H(27,27) ermitteln, so wie die
entsprechende optimale Reparametrisierung ¢ := @ar 2, [1].
Wegen der Additivitdt von £; kénne wir H auch schreiben als:

H(i.j) =, min E(kLi.j)+ H(kD). (5.2)

Also ist der Minimierer ; ; gegeben durch:
pij(r) =1 Praad (™) TER G e agmin Bk Lig) + HkD). (5.3)
Pr,(T) T € [0, K], k€T k<i,l<j

In [I] wird beschrieben, wie die Berechnung, des dynamischen Programmierens, in der Praxis
durchgefihrt wird:

1. Es wird eine M x M Matrix H induktiv, unter Beriicksichtigung der Minimierungs-
indizes k und ! von formuliert.

2. Berechnung von ¢ durch Riickverfolgung der Minimierungsindizes und Anwendung
der Formel [5.3] von ¢; ; .

(i, 7)

1—1 ¢
Abbildung 5.1: Beschleunigung des dynamischen Programmierens [I]

Zur Beschleunigung der Berechnungen, werden nur die Indizes k,[ beriicksichtigt, die sich
in der Néhe von ¢, j aus befinden. In der Grafik ist zu sehen, dass sich durch diese
Einschrinkung die Anzahl der méglichen Steigungen der stiickweise linearen Reparametri-
sierung ¢ verringert.
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KAPITEL 6

Anwendung

In diesem Kapitel wollen wir den erarbeiteten, mathematischen Rahmen auf verschiedene
Animationen anwenden und den Einfluss von Merkmal-Punkt-Informationen betrachten.
Zunichst definieren wir den Gelenkraum.

Definition 1 [[I]Gelenkraum]

Sei B die Menge aller Knochen und dof(b) mit b € B die Anzahl der Freiheitsgrade

eines Knochens. Wir nennen J den Gelenkraum. Seien alle Rotationen dargestellt durch
Euler-Winkel. Alle Freiheitsgrade der Gelenke im Skelett werden dann als hochdimensiona-
ler Torus J zusammengefasst:

J = T4,

mit d =Y ;e dof(i) als Gesamtzahl aller Freiheitsgrade des Skeletts.

Eine Animation ist dann eine Funktion von einem Zeitintervall in den Gelenkraum 7, so-
dass wir fiir jeden Zeitpunkt eine Pose des Skeletts erhalten [I].

Dieser Gelenkraum J wird dann in R? abgerollt und die Animationen als parametrisierte
Kurven ¢y und ¢; dargestellt. Auf diese Kurven werden dann die zuvor erarbeiteten Tech-
niken angewendet. In [2] wird genauer darauf eingegangen, wie die erarbeiteten Techniken
der Form-Anpassung angewandt werden kénnen.

Wir werden nun erste Anwendungen der Merkmal-Anpassungen betrachten, um einen Uber-
blick zu bekommen, in wie weit zusitzliche Merkmal-Punkt-Informationen Einfluss auf die
Interpolation von Kurven haben. Dazu betrachten wir einige Beispiele von Kurven im Zwei-
dimensionalen.

29
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6.1 Erste Anwendungen von 2D-Kurven

In [I] wurden zwei offene Kurven im zweidimensionalen Raum betrachtet. Wir werden im
Folgenden die Ergebnisse der Anpassungen mit verschiedenen Merkmal-Punkt-Informationen
analysieren und auswerten.

Abbildung 6.1: Ebene Kurven im zweidimensionalen

Die blaue Kurve mit insgesamt drei Maxima und Minima, und die rote Kurve mit nur zwei
Maxima, Minima wollen wir aneinander anpassen.

Um die Auswirkungen der Merkmal-Terme auf die Kurven-Anpassung zu verdeutlichen,
betrachten wir zunéchst die Form-Anpassung der zwei Kurven unter Verwendung des elas-
tischen Anpassungs-Term ohne Merkmal-Punkt-Informationen.

s

Abbildung 6.2: Form-Anpassung zweier ebenen Kurven ohne Merkmal-Punkt-Informationen [I]

In [6.2] sehen wir, wie der Weg bei minimaler Energie und ohne weitere Merkmal-Punkt-
Informationen, die Kurven aneinander anpasst. Die verschiedenen Kurven zeigen, wie der
Weg das erste Extremum der blauen Kurve auf das erste Extremum der roten Kurve ab-
bildet und das letzte Extremum der blauen auf das letzte der roten Kurve, wiahrend das
mittlere Extremum im Verlauf des Weges verschwindet.
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Nun betrachten wir drei Anpassungen der Kurven mit unterschiedlichen Merkmal-Punkt-

Abbildung 6.3: Form-Anpassung zweier ebenen Kurven mit Merkmal-Punkt-Informationen [I]

In [6.3] Grafik I. wurden Merkmal-Punkte auf dem ersten und zweiten Maximum der blauen
Kurve gesetzt, sowie auf dem ersten Maximum der roten Kurve. Das Resultat ist, dass der
optimale Weg das erste und zweite Maximum der blauen Kurve zu dem ersten Maximum
der roten Kurve verschmelzt. In Grafik I1I. kann man, bei gespiegelten Merkmal-Punkten,
die entsprechende gleiche Verschmelzung beobachten.

Bei II. wurden die Merkmal-Punkte auf die &uleren Maxima der blauen Kurve, auf das mitt-
lere Minimum und das letzte Maximum der roten Kurve gesetzt. Diese Wahl der Merkmal-
Punkte beeinflusst den optimalen Weg insoweit, dass das erste blaue Maximum zum ersten
roten Maximum wird, das erste blaue Minimum zum mittleren roten Minimum wird und
die anderen beiden Maxima verschmelzen zum letzten roten Maximum.

Alle vier Grafiken zeigen also verschiedene optimale Wege der Anpassung der Kurven. Dar-
aus lasst sich ableiten, dass, wie erwartet, die Verwendung von Merkmal-Punkt-Informationen
Einfluss auf den optimalen Weg der Kurven-Anpassung hat.
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Nun wollen wir weitere Beispiele, diesmal fiir geschlossene Kurven, betrachten. In [I] wurden
die Auswirkungen verschiedener Merkmal-Punkte auf die Anpassung zweier Kurven, welche
die Form von Hénden haben, untersucht. Videos dieser Animationen sind in [9] vorhanden.

S e S|
/ )

Abbildung 6.4: Geschlossene Kurven von zwei Handformen [1],][9]

Zu Beginn betrachten wir die elastische Parametrisierung der Kurven ohne Merkmal-Punkt-
Informationen.

S, e, e e
i 7 / / / 7

Abbildung 6.5: Elastische Parametrisierung ohne Merkmal-Punkt-Informationen [I],[9]

Zu erkennen ist, dass die Interpolation zwischen der ersten und der zweiten Hand nicht
natiirlich aussieht. Nur der kleine Finger, dessen Form sich augenscheinlich kaum verén-
dert, sieht in dieser Interpolation natiirlich aus. Die anderen Finger sind in den einzelnen
Schritten verformt und verschmelzen zum Teil miteinander.

Wiéhlt man nun zwei Merkmal-Punkte an den zwei Fingerspitzen der Hiande dessen Form
sich am deutlichsten verdndert, also Ringfinger und Zeigefinger, ergibt sich eine natiirlich
wirkende Interpolation.

Abbildung 6.6: Elastische Parametrisierung mit geeigneten Merkmal-Punkt-Informationen [I],[9]

Um zu verdeutlichen, dass auch die Wahl der Position des Merkmal-Punktes und nicht nur
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die Verwendung zufillig positionierter Merkmal-Punkte entscheidend ist, betrachten wir
nun noch ein Beispiel fiir eine ungeeignet gewahlte Positionierung der Merkmal-Punkte.

4NN n i r o
S 1 PN e T S P

' 4 ) ) - I v
/ / /

E— R S — o — e -

Abbildung 6.7: Elastische Parametrisierung mit ungeeigneten Merkmal-Punkt-Informationen [I],[9]

In[6.7] wurden die Fingerspitzen des Daumens und des Ringfingers als Merkmal-Punkte der
ersten Hand gewéhlt, der Ringfinger und der Punkt zwischen Mittel- und Zeigefinger als
Merkmal-Punkte der zweiten Hand. Diese Wahl bezeichnen wir als ungeeignet, da die Inter-
polationen der beiden Hénde, wie bei [6.5 unnatiirlich aussieht. Wir sehen, dass Zeige- und
Mittelfinger verschmelzen, der Daumen zum Zeigefinger wird, und sich ein neuer Daumen
herausformt.

Die Grafiken und zeigen, dass Merkmal-Punkt-Informationen eben so viel Auswir-
kungen auf den optimalen Weg der Anpassung von geschlossenen Kurven haben, wie auf
die offenen Kurven aus [6.1]

Im néchsten Abschnitt, werden wir die Merkmal-Punkt-Informationen auf Animationen
von menschlichen Bewegungen anwenden. Dazu betrachten wir unterschiedliche Animatio-
nen, die in [I] untersucht wurden.

6.2 Anwendung in der Animation

Es gibt zahlreiche menschliche Bewegungen, die man durch Animationen darstellen kann.
Wir werden die Gehbewegungen analysieren. Bei der Animation von Gehbewegungen gibt
es einige Parameter zu beachten. In [I] werden, unter anderem, unterschiedliche Geschwin-
digkeiten, Schrittlangen, Rhythmen und Armbewegungen genannt. Auflerdem wird darauf
verwiesen, dass elastische Anpassungs-Methoden ohne Merkmal-Punkt-Informationen zwar
auf eine Vielzahl von Bewegungen angewandt werden kénnen, aber auch Schwierigkeiten bei
bestimmten Animationen auftreten kénnen, zum Beispiel, wenn die zu animierende Figur
hinkt. Um diese Schwierigkeiten zu beseitigen, kann man Merkmal-Punkt-Informationen
einsetzen, und diese dazu nutzen, Animationen zeitlich abzustimmen.
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Betrachten wir zunéchst eine Grafik von der Animation von Gehbewegungen mit einer un-
terschiedlichen Anzahl von Schritten.

44 LA

Abbildung 6.8: zwei Gehbewegungen mit unterschiedlicher Anzahl von Schritten [I],[9]

Die blauen Linien beschreiben die Trajektorien des linken Fufles und die orangefarbenen
Linien die des rechten Fufles. Zu sehen ist, dass die zweite Figur weniger Schritte als die
erste Figur macht. In [6.9) wurden die Animationen der verschiedenen Anpassung-Methoden
grafisch festgehalten [9]:

o Lineare Interpolation der Euler-Winkel

o Elastische Form-Anpassung ohne Reparametrisierung,
ohne Merkmal-Punkt-Informationen

¢ Elastische Form-Anpassung mit Reparametrisierung,
ohne Merkmal-Punkt-Informationen

o Elastische Form-Anpassung mit Reparametrisierung
und Merkmal-Punkt-Informationen

Linear No reparam.

Elastic reparam.  __q Feature reparam.
t

Abbildung 6.9: Interpolationen zweier Gehbewegungen mit unterschiedlicher Anzahl von Schritten

11,19
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In den Videos ist zu erkennen, dass bei der Animation ohne Merkmal-Punkt-Informationen
weitere kleine Schritte eingefiigt wurden. Dies ldsst annehmen, dass die unterschiedliche An-
zahl an Schritten Probleme bei der Anpassung hervorruft. Es wurden drei Merkmal-Punkte
gesetzt. Als Position hat man die Punkte gewéhlt, an dem das linke Knie nach vorne an
dem rechten Knie vorbei zieht. Diese Wahl fithrt zu einer iiberzeugenden Interpolation.
Wir betrachten nun wieder eine Gehbewegung einer Figur und fiigen diesmal eine andere
Schwierigkeit hinzu, um zu sehen, ob die Wahl der Merkmal-Punkte auch fiir andere Ani-
mationen geeignet ist. Die Schwierigkeit die wir wéhlen ist ein Hindernis, iiber das die Figur
steigen muss.

Abbildung 6.10: zwei Gehbewegungen mit Hindernis[I],[9]

Wie bei [6.8] beschreiben die blauen Linien die Trajektorien des linken Fufies und die oran-
gefarbenen Linien die des rechten Fufles. Auflerdem betrachten wir wieder die lineare In-
terpolation der Euler-Winkel, die elastische Form-Anpassung ohne Reparametrisierung und
ohne Merkmal-Punkt-Informationen, die elastische Form-Anpassung mit Reparametrisie-
rung und ohne Merkmal-Punkt-Informationen und zuletzt die elastische Form-Anpassung
mit Reparametrisierung und Merkmal-Punkt-Informationen.

Linear No reparam.

Elastic reparam. ——— Feature reparam.

t

Abbildung 6.11: Interpolationen zweier Gehbewegungen mit Hindernis[I],[9]

Den Videos aus [9] kann man entnehmen, dass die elastische Form-Anpassung mit Repara-
metrisierung und Merkmal-Punkt-Informationen wieder ein iiberzeugendes Interpolations-
ergebnis liefert, wihrend die anderen Interpolationen Fehler einbauen. Unter anderem sind
kleine zusétzliche Zwischenschritte und Hiipfer in den Videos zu sehen. Bei der elastischen
Form-Anpassung mit Reparametrisierung und ohne Merkmal-Punkt-Informationen neigt
sich die ganze Figur auf der Léngsachse zur Seite.
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KAPITEL 7

Fazit

In dieser Arbeit haben wir uns mit Animationen virtueller Figuren beschéftigt. Dabei sind
wir kurz auf das Verfahren des Motion Capture eingegangen.

In Kapitel 2] haben wir einen mathematischen Rahmen erarbeiten der eine tiberzeugende
Animation von menschlichen Figuren begiinstigen sollte. Dazu haben wir geometrische For-
manalyse angewandt und den Formraum der nicht parametrisierten Kurven untersucht. Da
die Arbeit mit nicht parametrisierte Kurven einige Problem birgt, haben wir zunéchst Re-
prasentanten in Form von parametrisierten Kurven betrachtet.

Auf diesen Raum haben wir dann das elastische Metrische Modell betrachtet und dieses
um weiter Merkmal-Punkt-Informationen ergénzt, um die Animationen und deren zeitliche

Ausrichtungen zu verbessern. Wir konnten in Lemma [1] zeigen, dass L?-Metrik genau der
1

elastischen Metrik Gi’i (h, k) entspricht. Dies war im weiteren Verlauf von Vorteil, da wir
mit der einfacheren SRV-Darstellung arbeiten konnten. Auf Grundlage des Energiefunktio-
nals haben wir dann ein Ahnlichkeitsmaf} formuliert und die Anpassung von Merkmalkurven
mit der elastischen Metrik vorgenommen. Es hat sich gezeigt, dass die Anwendung eines
symmetrischen AhnlichkeitsmafBes, komplexere Berechnungen benétigt.

In [f] und [f haben wir zwei Optimierungsverfahren angerissen. Zuletzt haben wir in Kapitel
[6] Anwendungen des erarbeiteten mathematischen Rahmens anhand von verschieden Ani-
mationen betrachtet.

Sowohl bei der Anwendung auf Kurven im 2-dimensionalen Raum, zu Anpassung von ver-
schiedenen Handformen, als auch auf Animationen von Gehbewegungen von Figuren, wurde
deutlich, dass die Ergédnzung von Merkmal-Punkt-Informationen auf das elastische Metri-
sche Modell visuell bessere Ergebnisse liefert. Dies wurde insbesondere bei der Auswertung
der Animation von Gehbewegungen, mit verschiedenen Schwierigkeiten, deutlich. Visuell
besonders unnatiirlich wirkende Animationen entstanden bei der elastischen Anpassung
mit Reparametrisation. Das Ziel dieser Arbeit: iiberzeugende Animation von menschlichen
Figuren begilinstigen, das heifit virtuellen Modellen ein realistisches Aussehen verleihen und
Bewegungen fliissig darstellen, wurde somit erreicht.
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