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1 Kurzfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Verfolgung einzelner Zellen in einem lebenden Orga-
nismus. Dabei soll aufbauend auf [5] die zeitabhéngige Position 7(¢) einer solchen Zelle mit-
hilfe von kubischen Splines modelliert und aus Daten der Positronen-Emissions-Tomografie
rekonstruiert werden. Es werden Daten- und Regularisierungsterme hergeleitet und auf
Existenz und Eindeutigkeit ihrer Minimierer untersucht. Bei den Regularisierungen han-
delt es sich um eine Minimierung der Geschwindigkeit wie in [5] und eine Minimierung der
Beschleunigung. Beides bevorzugt physikalisch wahrscheinlichere Zellbewegungen.

Anschlieflend werden PET-Daten selbst simuliert und extern simulierte PET-Daten aus [8]
verwendet, um Datenterm und Regularisierungen zu testen. Wir zeigen, dass sich sowohl
eine Minimierung der Geschwindigkeit, als auch eine Minimierung der Beschleunigung eig-
nen, um den Rekonstruktionsfehler bei einer einfachen Trajektorie deutlich zu verkleinern.

2 Einfiihrung

2.1 Zielsetzung

Es gibt in der Medizin und Forschung viele Szenarien, in denen man daran interessiert ist,
die Bewegung einzelner Zellen nachzuverfolgen. Mdégliche Anwendungen dafir sind das
Aufspliren von Entziindungen und Infektionen durch das Verfolgen von weiflen Blutkor-
perchen, die Untersuchung von biologischen Prozesse wie Beispielsweise der Krebsmeta-
stase, das Markieren von transplantierten Zellen und der Untersuchung der Prozesse in
der Immuntherapie [5].

2.2 Positronen-Emissions-Tomografie

Es gibt mehrere Bildgebende Verfahren, mit denen man die Verfolgung einzelner Zellen rea-
lisieren kann. Im Folgenden wird aufbauend auf [5] die Positronen-Emissions-Tomografie
(PET) behandelt.

Die PET verwendet Radionukleide, welche beim Zerfall Positronen emittieren (3-Zerfall),
als Marker im lebenden Kérper. Meistens wird hierzu das Isotop '®F in Form von 2-Fluor-
2-desoxy-D-glucose (FDG) verwendet [3]. Zerfillt ein 8F Atom, so wird ein Positron
emittiert. Die Annihilation dieses Positrons mit einem umliegenden Elektron fiithrt zur
Emission von zwei Photonen mit einer jeweiligen Energie von 511keV. Diese Photonen
bewegen sich in entgegengesetzter Richtung. Werden beinahe zeitgleich zwei Photonen
mit entsprechenden Energien an zwei umliegenden Detektoren gemessen, so fand die An-
nihilation des Positrons wahrscheinlich auf einer Linie dazwischen statt. Diese Linie wird
auch als ,line of response“ bezeichnet. In einer kleinen Umgebung davon hat sich dann
der Marker wéhrend des Zerfalls befunden. Dieser Vorgang ist in Abbildung 1 schematisch
dargestellt. Die Liste der gemessenen Ereignisse besteht aus Zeitpunkten und den Positio-
nen der jeweiligen Detektorpaare eines PET-Scans. Diese wird auch mit ,list-mode“-Daten
bezeichnet.

Normalerweise werden aus diesen Daten ein oder mehrere Bilder rekonstruiert. Diese eig-
nen sich aber schlecht, um einzelne Zellen zu verfolgen, wie in [5] dargestellt. Auch Se-
quenzen von Bildern sind schlecht um eine kontinuierliche Bewegung darzustellen, da die
Anzahl an Messungen pro Zeitabschnitt zu klein ist. Wir sind deshalb nicht an Bildern,
sondern an dem zeitabhingigen Pfad 7(t) einer einzelnen Zelle interessiert. Dieser muss
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Abbildung 1: Schematische Darstellung der Messung einer Positronenemission (blau). Zwei
Detektoren (rot) erfassen zwei Photonen, welche durch die Annihilation (griin) eines Po-
sitrons mit einem umliegenden Elektron entstanden sind. Die Annihilation fand auf der
sline of response“ (schwarz) zwischen den entsprechenden Detektoren statt. Zur Veran-
schaulichung wurde eine deutlich groflere Weglénge des Positrons gewéhlt, als spéter ver-
wendet wird. (Die Standardabweichung je Raumkoordinate wurde hier zur besseren An-
schauung auf ¢ = 100 mm gesetzt. In den verwendeten simulierten PET-Daten betrigt sie
10 mm, in realen Szenarien ist sie deutlich kleiner.)

aus den ,list-mode“ Daten rekonstruiert werden.

2.3 Bekannte Verfahren

Eine schon bekannte Methode, die in der Chemie Anwendung findet, ist das sogenannte
,Positron Emission Particle Tracking* (PEPT) [4]. Ereignisse in einem Zeitintervall wer-
den zusammengefasst und jeweils die Position mit dem kleinsten Abstand zu den Messun-
gen bestimmt (Minimum-Distance Methode). Messungen, die zu weit abweichen, werden
schrittweise vernachlassigt und die Rechnung wiederholt, um zuféllige Ereignisse heraus-
zufiltern. In den meisten PEPT Studien werden 1—30 MBq ®F verwendet. Einzelne Zellen
kénnen aber nur mit 1 — 10 Bq FDG markiert werden [5].

Aus diesen Griinden wird in [5] eine neue Methode vorgeschlagen, die mit deutlich weniger
Messungen auskommt. Die Trajektorie 7(¢) einer Zelle wird dabei mit kubischen B-Splines
modelliert, sowie eine Regularisierung in Form einer Geschwindigkeitsminimierung vorge-
nommen.



3 Theorie

3.1 Konvexitat

Zunéchst wollen wir angelehnt an [6] den Begriff der Konvexitéit einer Menge sowie eines
Funktionals einfithren. Dies hilft uns spéater die Eindeutigkeit von Minimierern bestimmter
Zielfunktionen zu untersuchen.

Definition 1 (konvexe Menge). Sei V ein Vektorraum. Die Teilmenge X C V ist konvex,
wenn

{:El + )\(.752 — x1)|/\ S [0, 1]} cX

fiir alle 1,29 € X. Das heifit, dass die Verbindungsstrecke zweier Elemente aus X immer
in X liegt.

Definition 2 (konvexes Funktional). Sei F' : X — R ein Funktional auf einer konvexen
Menge X. Das Funktional F' ist konvex, wenn

F(Az1+ (1= Naa) < AF(z1) + (1 = M) F(x2) (1)
fir alle 21,22 € X und X € [0, 1]. Weiter heiit F' strikt konvex, wenn
FAz1+ (1 —XNz2) < AF(z1) + (1 — A F(22) (2)

fir alle 21,22 € X mit z1 # x2 und A € (0,1).

Dabei folgt aus der obigen Definition direkt, das endliche Summen konvexer Funktionale
konvex und endliche Summen konvexer Funktionale, von denen mindestens eins streng
konvex ist, streng konvex sind. Zudem ist anzumerken, dass strikte Konvexitat Konvexitat
impliziert. Der nachfolgende Satz gilt somit auch fiir strikt konvexe Funktionale.

Satz 3 (Hinreichende Bedingung fiir globale Minima). Sei F': X — R konvex und stetig
differenzierbar. Sei zy € X eine Nullstelle der Ableitung OF(x)/0x, so ist xq ein globaler
Minimierer von F'.

Beweis. Sei 29 € X eine Nullstelle der Ableitung 0F (z)/0x. Dann gilt

lim F(xo+ ev) — F(xg)

e—0 €

=0 3)

fir alle v € X — 9. Aus der Konvexitiat von F folgt dann fiir zog +v € X und A € (0, 1]

F(zo+ M) = F(A(zo +v) + (1 — XN)zo) < AF(zo+v) + (1 — N F ()
F(zo + \v) — F(z0)

S < F(xo+v) — F(xo).

Mit (3) und A — 0 folgt dann
F(zo) < F(xo+v)

fiir alle V' € X. Dies ist die Behauptung .



Satz 4 (Eindeutigkeit des Minimums). Ist ein Funktional F' : X — R strikt konvex, so
hat F' hochstens ein globales Minimum auf X.

Beweis. Seien x1,z9 € X mit 1 # zo beides globale Minimierer eines strikt konvexen
Funktionals F': X — R. Setze Fy,in = F(x1) = F(x2). Aus der strikten Konvexitéat folgt

dann
r <$1 +CC2) < F(z1) + F(x2)

- Fmin-
2 2

Da X konvex und somit %ﬂ in X liegt, ist dies ein Widerspruch zur Definition von Fiiy.
Es folgt die Behauptung .

Wegen Satz 3 konnen wir die globalen Minimierer von den spéter verwendeten Daten- und
Regularisierungstermen durch Ableiten ermitteln, sofern wir Konvexitit gezeigt haben.
Ist diese strikt, so ist der Minimierer wegen Satz 4 eindeutig. Dies gilt dann auch fiir die
Nullstelle der entsprechenden Ableitung.

3.2 Splines

Der folgende Abschnitt tiber Splines ist inhaltlich an [7] und [9] angelehnt. Jedoch wurde
die Notation aufgrund der Ubersichtlichkeit an den spéiter verwendeten Python-Code und
[5] angepasst.

Definition 5 (Interpolationsfunktion). Man betrachte ein Intervall [t1,¢,] € R, die Stiitz-
stellen t1 < to < --- < t, und die Stiitzwerte x1,x2, - , Tp.

Die Funktion f : [t1,t,] — R ist eine Interpolationsfunktionen zu den Punkten (t;,x;),
wenn f(t;) = z; firallei =1,--- n.

Weiter nennen wir eine Interpolationsfunktion m-mal stiickweise stetig differenzierbar,
wenn f|q, 4., fiirallei =1,--- ,n — 1 m-mal stetig differenzierbar ist.

Eine Moglichkeit der Interpolation von Punkten (¢;,z;) ist die Polynominterpolation. Je-
doch weisen die entsprechenden Polynome bei hohem Grad unerwiinschte Oszillationen
auf. Alternativ kann man eine Interpolationsfunktion auch stiickweise aus Polynomen mit
niedrigerem Grad zusammensetzen. Dies nennt sich dann Spline-Interpolation.

Definition 6 (Spline). Man betrachte ein Intervall [¢1,t,] € R, die Stitzstellen
t1 <ty < --- <t, und die Stitzwerte x1, 9, - ,Tp.
Die Funktion s : [t1,t,] — R ist ein Spline von Grad ¢ zu den Punkten (¢;, z;), wenn:

(i) s eine Interpolationsfunktion zu den Punkten (t;,x;) ist.
(ii) sl 4,0 fiir alled =1,--- ;n —1 ein Polynom vom Grad g ist.

(iii) s p-mal stetig differenzierbar ist.

Bemerkung 7 (Splinegrad). Fiir den Splinegrad gibt es in unterschiedlicher Literatur
unterschiedliche Notationen. In [7] entspricht der Splinegrad jeweils dem Polynomgrad.
Somit sind lineare Splines vom Grad 1. Dies ist die Notation, die wir hier verwenden. In
[9] und Wikipedia ist der Splinegrad jeweils eins hoher, als der Polynomgrad. Dort sind



lineare Splines vom Grad 2. Die Bezeichnung als lineare, quadratische oder kubische Spli-
nes bleibt konsistent.

Bemerkung 8 (Freiheitsgrad und Dimension des Splineraums). Typischerweise wird p =
g — 1 gewdhlt. Das heifit, Splines vom Grad g sind g — 1 mal stetig differenzierbar. Wir
betrachten ab hier nur diesen Fall.

n—1 Polynome vom Grad g haben insgesamt (n—1)(g+ 1) Freiheitsgrade. Die g — 1-fache
stetige Differenzierbarkeit zwischen den Stiitzstellen ist schon gegeben, da es sich dort
um Polynome vom Grad g handelt. Lediglich an den Stiitzstellen to,--- ,t,_1 spielt diese
Bedingung eine Rolle. Dies sind (n — 2)g Bedingungen.

Ein Spline vom Grad g hat dann insgesamt

n—1(g+1)—(n—2)g=n+g—1

Freiheitsgrade. Dies ist die Dimension des Raumes der Splines von Grad g zu den entspre-
chenden Stiitzstellen ¢ < t5 < --- < t,,, welcher im Folgenden als Splineraum bezeichnet.

3.2.1 Lineare Splines

Lineare Splines sind Splines vom Grad 1. Es handelt sich hierbei um einen Polygonzug,
der die Punkte (¢;,z;),i = 1,--- ,n verbindet. Wir betrachten das Funktional

R(p= [ If 0P a @

fiir eine stiickweise stetig differenzierbare Interpolationsfunktion f zu den Punkten (¢;, x;).

Satz 9 (Minimallingen-Eigenschaft). Ist s der lineare Spline zu den Punkten (z;,%;), so
minimiert s das Funktional R;.

Beweis. Seien fi, fo stiickweise stetig differenzierbare Interpolationsfunktionen zu den
Punkten (t;, ;) mit fi # fo und A € (0,1). Dann folgt

RaMi (=8 = [ N0 + (1= 0P
< [" P [0 -2

< [Tiorasa-n [P
= AR1(f1) + (1 = N)Ry(f2).

Dabei wurde im zweiten Schritt verwendet, dass mindestens Ri(f1) > 0 oder Ry(f2) >
0. Dies gilt, da sonst f; und fs beides konstante Interpolationsfunktionen zu denselben
Punkten sind und damit identisch wéren.

Somit ist R; strikt konvex und der entsprechende Minimierer eindeutig.

Sei s ein linearer Spline zu den Punkten (¢;, z;). Dieser ist nach Bemerkung 8 eindeutig, da
n+ g — 1 = n und hier n Stiitzstellen gegeben sind. Sei weiter h eine beliebige stiickweise
stetig differenzierbare Interpolationsfunktion zu den Punkten (¢;,0). Dann ist s + eh fiir



€ € R eine stiickweise stetig differenzierbare Interpolationsfunktion zu den Punkten (¢;, x;).
Es folgt

d tn
—Ri(s+¢€h)| =2 R'(t)(s'(t) + eh!(t)) dt
de e=0 t1 e=0
tn
=2 h'(t)s'(t) dt
t1

Dabei gelten s”(t) = 0, da s ein Polynom ersten Grades ist und h(t;) = 0 fir alle
i=1,---,n
Damit ist s der eindeutige Minimierer von R; [J.

3.2.2 Kubische Splines

Kubische Splines sind Splines vom Grad 3. Fiir die Eigenschaften von diesen Splines gibt es
eine physikalische Analogie: Spannt man eine Holzlatte zwischen durch Négel festgelegte
Punkte, so wird diese die Spannungsenergie natiirlich minimieren. Die Holzlatte interpo-
liert dann diese Punkte mit minimaler Kriimmung.

Mathematisch heifit das, dass sich die Holzlatte durch eine zweimal stiickweise stetig dif-
ferenzierbare Interpolationsfunktion f beschreiben lisst, die das Funktional

R = [ 10 i o)

minimiert.

Satz 10 (Minimalkriimmungs-Eigenschaft). Sei s der kubische Spline zu den Punkten
(xi,t;) und mit natiirlichen Randwerten s”(t1) = s”(¢,) = 0, so minimiert s das Funktional
Rs.

Beweis. Seien fi, fo zweimal stiickweise stetig differenzierbare Interpolationsfunktionen
mit f; # fo zu den Punkten (¢;,2;) und A\ € (0,1). Dann folgt

RaMi+ (=5 = [ IO + (1= VRO d
g/t"w |2dt+/ (L= N FL()[2 dt
YN |2dt+<1—A>/t THOIR
= ARy (f1) + (1 = A)Ra(f2)-

Dabei wurde im zweiten Schritt verwendet, dass mindestens Ra(f1) > 0 oder Ra(f2) > 0.
Dies gilt, da sonst f; und f> beides lineare Interpolationsfunktionen zu denselben Punkten
sind und damit identisch waren.



Somit ist Rs streng konvex und der entsprechende Minimierer eindeutig.

Sei s ein kubischer Spline zu den Punkten (¢;, z;) und mit Randwerten s”(¢1) = s”(¢,,) = 0.
Dieser ist nach Bemerkung 8 eindeutig, da n+ g —1 = n+ 2 und n Stiitzstellen sowie zwei
Randbedingungen gegeben sind. Sei weiter h eine zweimal stiickweise stetig differenzierbare
Interpolationsfunktion zu den Punkten (¢;,0). Dann ist s + eh fiir ¢ € R eine zweimal
stiickweise stetig differenzierbare Interpolationsfunktion zu den Punkten (¢;,z;). Es folgt

%RQ(S—Feh) 2 [T W) + el (1)

e=0 t1

e=0

=1
_ 221 (h’(t)s”( ) Z“ - /t j”l W(6)s" (t) dt)

Dabei gelten die natiirlichen Randbedingungen s”(tg) = s”(t ) = 0. Zudem ist s"(t) =0
fiir alle ¢, da s ein Polynom dritten Grades ist und h(t;) =0 fir allei = 1,--- , n.
Damit ist s der eindeutige Minimierer von Ry [.

3.2.3 B-Splines

Splinefunktionen lassen sich als Linearkombination von entsprechenden Basisfunktionen,
den sogenannten B-Splines, schreiben. Sie bilden damit eine Basis des entsprechenden Spli-
neraums (Beweis folgt spater). Dadurch lassen sich Rechnungen mit Splines vereinfachen.

Definition 11 (B-Splines vom Grad 0). Fiir N B-Splines vom Grad 0 betrachten wir die
Knotenpunkte k1 < ko--- < kxy1. Dann ist der i-te B-Spline stiickweise konstant und
definiert durch
1, fallsk; <t<k;
Bio(t) = { Z o (6)

0, sonst

firi=1,--,N.

Diese Funktionen bilden eine Basis der Splines von Grad 0 zu den Stiitzstellen beziehungs-
weise Knotenpunkten k;. Hohergradige Splines werden rekursiv definiert. Dabei stimmen
die Knotenpunkte jedoch nicht mehr mit den Stiitzstellen iiberein.

Definition 12 (B-Splines). Fiir N B-Splines vom Grad g betrachten wir die Knotenpunkte
k1 < kg--- < knygs1. Der i-te B-Spline vom Grad g ist dann rekursiv definiert durch:

t—k; ki -t
e B () 4 e Bii g (1) (7)
i+g — M

B; ,(t) =*
() kitgs1 — ki1



firi=1,---,N.
Dabei werden Briiche mit 0 im Nenner auf Null gesetzt. Dies wird durch das * angedeutet.

lineare B-Splines

e Knotenpunkte 0,0,2,4,6,8,10,10
1.0
G 0.5 -
0.0 +
quadratische B-Splines
e Knotenpunkte 0,0,0,2,4,6,8,10,10,10
1.0 A
ﬁ 0.5 -
kubische B-Splines
e Knotenpunkte 0,0,0,0,2,4,6,8,10,10,10,10
1.0 A
)
Q 0.5 -

Abbildung 2: B-Splines B;(t) fiir lineare, quadratische und kubische Splines zu den Stiitz-
stellen 0, 2,4, 6,8, 10. Die jeweiligen Knotenpunkte wurden nach Definition 13 bestimmt.

Definition 13 (Knotenpunkte). Um die Basis der Splinefunktionen zu den Stiitzstellen
t1 <ty < --- <t zu erhalten, definiert man die Knotenpunkte k1 < ko < -+ < kjqo4

durch
(1) kl? ,kg = tl
(ii) kg—i—i =t firi=1,---,n
(iii) kgrntt, - s kniog i= tn.
In Abbildung 2 sind lineare, quadratische und kubische B-Spline Basisfunktionen und die

entsprechend nach Definition 13 definierten Knotenpunkten zu den Stiitzstellen 0, 2,4, 6, 8, 10
abgebildet. Man sieht, dass ein B-Spline B;, genau innerhalb des Intervalls (k;, Kkitg+1)

9



ungleich Null ist. Dies erleichtert die Auswertung mit dem Computer und fithrt dazu, dass
die spéter verwendeten Matrizen diinn besetzt sind.

kubische B-Splines

e Knotenpunkte 0, 0, 0, O, 2, 4, 6, 8, 10, 10, 10, 10

kubische B-Splines mit
speziellen Knotenpunkten

e Knotenpunkte 0, 0, 0, 0, 4, 6, 10, 10, 10, 10

Abbildung 3: Kubische B-Splines B;(t), wobei die Knotenpunkte nach Definition 13 (oben)
und nach Definition 14 (unten) gewéhlt wurden.

Definition 14 (spezielle Knotenpunkte fiir kubische Splines). In [7] werden die Knoten-
punkte kubischer Splines so definiert, dass die Stiitzstellen t5 und t,_; wegfallen. Zu den
Stiitzstellen t; < t9 < --- < t,, definiert man dann die Knotenpunkte k1 < ko < --- < kypq4
durch

(i) ki, ks =t

(lll) kn+1, ce ,kn+4 = tn
Dadurch fallen zwei Freiheitsgrade weg und bei der Interpolation zu den Punkten (t;, x;)

sind keine Randbedingungen mehr nétig. Wir betrachten nach dem nachfolgenden Satz
nur diesen Fall. Es gilt dann N = n.

Ein Vergleich zwischen den Knotenpunkten nach Definition 13 und Definition 14 ist in
Abbildung 3 zu sehen. Auch hier gilt, dass ein B-Spline B; ; genau innerhalb des Intervalls
(ki, kiyg+1) ungleich Null ist.

Satz 15 (B-Splines bilden eine Basis des entsprechenden Splineraums). Seien k; < --- <
k424 die nach Definition 13 definierten Knotenpunkte zu den Stiitzstellen 1 < --- < ¢,,.
Die B-Splines B; 4 zu diesen Knotenpunkten bilden dann eine Basis des Splineraums von
Grad g zu den Stiitzstellen ¢t < -+ < t,.

10



Beweis. Damit die B-Splines B;, eine Basis des entsprechenden Splineraums bilden,
miissen folgende Aussagen gelten:

(i) Alle B, 4 sind Splines vom Grad g zu den Stiitzstellen t; < --- < t,.

(ii) Alle B; 4 sind linear unabhéngig.
(iii) Die Anzahl der B; 4 entspricht der Dimension des entsprechenden Splineraums.
Wir zeigen nun alle drei Aussagen.

(i) Die B-Splines vom Grad 0 sind auf den entsprechenden Intervallen stiickweise kon-
stant und somit Splines vom Grad 0.
B-Splines vom Grad g werden rekursiv durch B-Splines vom Grad g — 1 definiert.
Sind die B; 41 stiickweise Polynome von Grad g — 1 und g — 2-mal stetig differen-
zierbar, so sind die B;, aus (7) stiickweise Polynome von Grad g und g — 1-mal
stetig differenzierbar. Das * spielt dabei nur fiir die d&uflersten B-Splines eine Rolle,
weshalb die g — 1-fache stetige Differenzierbarkeit auch dort gilt. Induktiv folgt die
Behauptung fiir alle B-Splines.

(ii) B-Splines B; ; vom Grad g = 0 sind genau innerhalb der Intervalle [k;, ki;1) ungleich
Null. Diese gehen nicht durch Schnitte oder Vereinigungen auseinander hervor. Somit
sind die B; g linear unabhéingig.

B-Splines B; 4 vom Grad g > 0 sind genau innerhalb der Intervalle (k;, kijg41) un-
gleich Null. Diese gehen ebenfalls nicht durch Schnitte oder Vereinigungen auseinan-
der hervor. Somit sind auch die B; 4 linear unabhéngig.

(iii) Die Dimension eines Splineraums mit n Stiitzstellen ist nach Bemerkung 8 gegeben
durch n + g — 1. Die Anzahl an Knotenpunkten zu n Stiitzstellen ist nach Definition
14 gegeben durch n + 2g und nach der Definition der B-Splines N + g + 1. Es folgt
N=n+4+29g—g—1=n+g— 1. Die Anzahl N der B-Splines entspricht somit der
Dimension des Splineraums.

Es folgt die Behauptung .

Satz 15 gilt ebenfalls fiir Knotenpunkte nach Definition 14. Es handelt sich dabei lediglich
um B-Splines beziechungsweise einen Splineraum, bei denen die zwei gleichen ausgewéhlten
Stiitzstellen fehlen. Ab hier verwenden wir nur noch diese Definition fiir die Knotenpunkte
von kubischen B-Splines.

Wegen Satz 15 kann ein Spline s vom Grad g durch einen Koeffizientenvektor
a=(ai,---,an)’ € RN als

N

s(t) = sa(t) = ) aiBi(t) (8)

=1

beschrieben werden.
Fir ¢tj,5 = 1,--- , K, welche unabhangig von den Knotenpunkten sein kénnen, und s; =
s(t;) lasst sich dies als Matrix-Vektor-Produkt § = M@ aufschreiben, wobei

M = (M) = (Bi(t))) € RN (9)

und 5= (s1,---,sx)7 € RE,
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Bemerkung 16 (Polynome). Ein Polynom vom Grad p auf dem Intervall [tq,t,] ist
glatt und somit auch ein Spline vom Grad g > p. Dementsprechend lésst sich dieses
nach Satz 15 durch einen Koeflizientenvektor @ als Linearkombination von B-Splines B; 4
schreiben. Ein Polynom von Grad p hat p+1 Freiheitsgrade. Damit hat der entsprechenden
Koeffizientenvektor auch p + 1 Freiheitsgrade.

3.2.4 Dreidimensionale B-Splines

Im Fall eines dreidimensionalen Splines 5': [t1,t,] — R3 schreiben wir fiir den Koeffizien-

tenvektor @ = (a}, -+ ,ak,a?, -+ ,a%,a}, - ,a%)T € R*N wobei
1
™
i = | a; . (10)
3
a;
Dann ist

N
§(t) = 5a(t) = Y_ a@iBi(t). (11)

1=1

Fir t5,j = 1,--- , K, welche auch hier unabhéngig von den Knotenpunkten sein kénnen,
lasst sich dies als Matrix-Vektor-Produkt §= Ma aufschreiben, wobei

M 0 0
M=|[0 M 0 |cR¥*3N (12)
0 0 M
und § = (si,--- ,s}(,S%, e ,s%(,s:f, e ,s:;()T € R3*¥. In den nachfolgenden Rechnungen
werden wir zudem fiir j = 1,--- , K die Schreibweise
s} M; 0 0
Si=|s5|=10 M 0|da=Ma (13)
330? 0 0 M;

verwenden, wobei Mj die j-te Zeile von M bezeichnet. M; € R3*3N bezeichnet die ent-
sprechende Blockmatrix aus den Zeilen M;.

3.2.5 Approximation mit kubischen B-Splines in einer Dimension

Im Folgenden werden wir zwischen den Daten-Stiitzstellen ¢; der Daten fir j = 1,--- | K
und den N Spline-Stiitzstellen, auf denen die Knotenpunkte (k1, kny44) der N kubischen B-
Splines beruhen, unterscheiden. Wéhlt man weniger Spline-Stiitzstellen als Daten-Stiitzstellen,
so eignen sich B-Splines auch um gegebene Datenpunkte zu approximieren.

Bemerkung 17 (Besetztheitsstruktur vom M und M). Die Matrix M ist diinn besetzt
und hat nur nahe einer ,schiefen Diagonalen“ Eintrége ungleich Null, da die B-Splines B; 4
auflerhalb der Intervalle (k;, ki+g+1) Null sind. Jede Spalte stellt dabei diskrete Funktions-
auswertungen eines B-Splines dar. Aufgrund der Wahl der Knotenpunkte nach Definition
14 haben die vierte Spalte von links und von rechts bei dquidistanten Spline- und Daten-
Stiitzstellen jeweils etwas mehr Eintrage, als die anderen Spalten. Ein Beispiel fiir die
Matrix M ist im Anhang in Abbildung 9 zu sehen.

Die Matrix M ist dementsprechend ebenfalls diinn besetzt.
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In Abbildung 4 wurde eine Beispielapproximation durch kubischen B-Splines mit den
dquidistanten Funktionsauswertungen f(¢;) fiir ji,- - - , jx mit K = 21 der Funktion f(t) =
sin(t) + %t und N = 4,6,8 dquidistanten Spline-Stiitzstellen durchgefiihrt. Dazu wurde
die Zielfunktion

1

1, -~ ~
2= S lsalty) — F(t5)? = ||t — fi? (14
J

™=

F(@) =

Il
—

minimiert, wobei f = (f(t1),- -, f(tx))T € RE. Die verwendete Norm ||.|| ist hierbei die
Frobeniusnorm.

Approximation mit kubischen B-Splines

ST o fit)=sin(t) +it

4 kub. B-Spline fur N =4
_ —— kub. B-Spline fir N=6
% 31— kub. B-Spline fir N =8
=
3
= 27
=
L

1 -

0 -

t

Abbildung 4: Approximation der Funktion f(t) = sin(t) + 3¢ mit 21 dquidistanten Daten-
Stiitzstellen (blau) durch kubische B-Splines fir N = 4 (orange), 6 (griin) und 8 (rot)
dquidistanten Spline-Stiitzstellen.

Satz 18 (Hinreichende Bedingung fiir Injektivitdt von M und M). Die Matrizen M €
REXN aus (9) und M € R33N aus (12) sind bei der Wahl der Knotenpunkte nach
Definition 14 injektiv unter folgender Voraussetzung:

In jedem der Intervalle (kgi;, k54+i),i = 1,---, N — 5 liegen mindestens ein und in den
Intervallen (k4, k5) und (ky, kn4+1) mindestens drei unterschiedliche Daten-Stiitzstellen ¢;
mit j € {1,--- ,K}.

Beweis. Da wir nicht mehr Spline-Stiitzstellen als Daten-Stiitzstellen wéhlen, ist K > N
und M € REXN genau dann injektiv, wenn alle Spalten linear unabhéingig sind.

Jede i-te Spalte fiir i = 1,--- , N stellt dabei diskrete Auswertungen des B-Splines B; 3 zu
den Zeiten t; dar. Diese sind genau auf den Intervallen (k;, kiy4) ungleich Null. Die i-te
Spalte kann somit nur von den Spalten 3 weiter rechts oder 3 weiter links linear abhingig
sein. Wird jeder B-Spline B; 3 in den Intervallen (k;, kit1) und (kit3, kiys) ausgewertet,
so ist die lineare Unabhéngigkeit zu den anliegenden Spalten gegeben, da diese dort Null
sind.

Fir die jeweils 3 d&uflersten Spalten links und rechts gilt dies nicht, da diese keine 3 Spalten
rechts beziehungsweise links von sich haben. Die lineare Unabhéngigkeit voneinander, folgt
dann aus der linearen Unabhéngigkeit der zugehorigen B-Splines (siehe Satz 15) und drei
unterschiedlichen Auswertungen in den Intervallen (k4, k5) beziehungsweise (ky, kn+1).
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Es folgt die Injektivitdt von M und aus der Darstellung durch Blockmatrizen die auch
Injektivitat von M 0.

Die Voraussetzungen von Satz 18 gelten fiir N < K und dquidistante Spline- und Daten-
Stiitzstellen. Dies gilt fiir die hier verwendeten Stiitzstellen. Damit ist M injektiv. Es folgt
fir zwei Koeffizientenvektoren @, @ € RY mit dj # ds und \ € (0,1)

— ~ —

FAG + (1= ) = %HA(M i = )+ (1= N (Va3 — f)|?

| | L

<E|’)\(Ma1— )HQ‘FEH(l—)\)(M 5— P
)\ = 12 1 )\ ~ 12

<EHM 1— fll +T|’Ma2 |

_ AF(d@) + (1= N F(d).

Dabei wurde im zweiten Schritt verwendet, dass M injektiv und mindestens F(dj) oder
F(a3) groBer Null sind, da d@; # do.

Somit ist F' streng konvex und der entsprechende Minimierer eindeutig. Ableiten und
Nullsetzen liefert das lineare Gleichungssystem MTMa = M7T f, welches sich mit dem
Computer l6sen lisst. Die Invertierbarkeit von M7 M folgt dabei aus der Injektivitit von
M. Die entsprechenden Ergebnisse fir N = 4,6,8 #aquidistante Spline-Stiitzstellen sind
in Abbildung 4 zu sehen. Es ist zu erkennen, dass auch fiir wenige Spline-Stiitzstellen
im Verhéltnis zu den Daten-Stiitzstellen gute Approximationen méglich sind. Dies hingt
jedoch von den Figenschaften der zu approximierenden Daten ab.

3.3 PET-Daten und Trajektorie der Zelle

PET-Daten liefern zu K Zeitpunkten t;,j = 1,--- , K die Positionen zweier Detektoren
Dy j,Dyj € R3, zwischen denen die ,line of response“ verliuft. Die reale Trajektorie, die
die Bewegung einer Zelle beschreibt, bezeichnen wir mit 7(¢) und setzen Z; = 7(¢;).

Lineare und kubische Splines eignen sich aufgrund ihrer FEigenschaften gut, um die physi-
kalischen Bewegungen einer Zelle in einem Organismus zu beschreiben.

Die Minimalldngen-Eigenschaft einer zeitabhéngigen Position z(t) entspricht dabei einer
minimalen Geschwindigkeit und damit einer minimalen kinetischen Energie. Die Minimal-
kriimmungs-FEigenschaft entspricht einer minimalen Beschleunigung und damit einer mi-
nimalen Krafteinwirkung auf die Bewegung der Zelle. Solche Bewegungen sind im phy-
sikalischen Kontext wahrscheinlicher als Bewegungen mit hohen Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen.

Ersteres wird fiir die Regularisierungen in [5] und [8] verwendet. Zudem wurde laut [5] die
Trajektorie 7(t) der Zelle mit kubischen Splines modelliert. Jedoch ist nicht ganz klar, ob
es sich dabei auch wirklich um kubische Splines handelt, denn die entsprechende Abbil-
dung 2 in diesem Artikel zeigt quadratische B-Splines (vgl. Abbildung 2). Dies entspricht
nach der Dokumentation von B-Splines in Matlab [2] einem B-Spline vom Grad 3, da dort
eine andere Notation verwendet wird. Siehe dazu Bemerkung 7. Nach dieser Notation hét-
ten die gewiinschten kubischen B-Splines den Grad 4. Es ist also moglich, dass es sich in
dem gesamten Artikel [5] in Wahrheit nur um quadratische Splines handelt. Um dies zu
iiberprifen, miisste man den verwendeten Quellcode einsehen.

Wir werden im Folgenden die Rekonstruktion der Trajektorie 7(t) der Zelle mit einem drei-
dimensionalem kubischen Spline 5(¢) der Form (11) modellieren. Dadurch verkleinern wir
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bei N << K die Krimmung der Trajektorie. Zudem werden wir den Effekt Minimierung
der Geschwindigkeit, sowie der Beschleunigung als Regularisierung untersuchen. Dies ist
nur sinnvoll, da wir mindestens kubische Splines verwenden.

3.4 Zielfunktionen

Die Rekonstruktion der realen Trajektorie 7(¢) werden wir durch das Minimieren von Ziel-
funktionen vornehmen, die angeben, wie gut die Rekonstruktion s§(t) zu den Daten passt,
und wie physikalisch wahrscheinlich sie ist.

3.4.1 Datenterm

Zunéchst miissen wir bestimmen kénnen, wie gut eine rekonstruierte Trajektorie 5(¢) zu
den Daten eines PET-Scans passt. Dazu wird in [5] der Datenterm I(@) folgendermafen
definiert.

Sei 53(t) ein Spline der Form (11) zum Koeffizientenvektor a.
Der Abstand von 8 = M;@ = 5;(t;) € R? zu der jeweilige ,line of response” zum Zeitpunkt
t; wird mit d;(@) bezeichnet. Die ,line of response* verlauft parallel zu

. Dy — D
Uy = ————=1 (15)
T ID2 = Dl
Fiir den Abstand d;(a@) gilt dann
d3(@) = 115 — DilP* = |d; - (5j — D1)I*. (16)

Seien @; und dy Koeffizientenvektoren und A € [0, 1]. Sei weiter Z; der néchste Punkt zu
M;ay, welcher auf der ,line of response” liegt und > der néchste Punkt zu M;ds, welcher
auf der ,line of response® liegt. Der nichste Punkt zu M;(Ad; + (1 — A)dz), welcher auf
der ,line of response® liegt ist dann A 4+ Z1 (1 — \)Z2. Es folgt

d3(Ady + (1= N)da) = |[AMjay + (1 — A\)Mjdy — Ay — (1 — \)@|?
< | ay =3[P+ [|(1 = A (Mdz — )|
< N|Mja, — 3| * + (1= N)||Mjda — 3|
= Ad3(d@1) + (1 — N)d3(a2).

Damit ist d? (@) konvex.
Weiter ist der Datenterm definiert durch

1 K
u@:%Zﬁ@. (17)
j=1

als Summe von konvexen Funktionen ebenfalls konvex.

Minimiert man (@), so erhélt man den B-Spline, der am besten zu den Daten passt. In
[5] wird dieser Ausdruck so weiterverwendet und ein maximaler Abstand dpyax eingefiihrt,
um Fehlmessungen zu ignorieren, die beispielsweise auftreten kénnen, wenn zwei Photonen
gemessen werden, welche nicht zum gleichen Ereignis gehoren, oder auch zu stark abgelenkt
wurden.

Diese Falle werden wir in dieser Arbeit nicht behandeln. Stattdessen wollen wir I(@) in
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Matrixschreibweise formulieren und anschliefend Ableiten. Dazu definieren wir den Vektor
d= (d%,-~- ,d}od%,-~- ,d> ,d:f,-~- ,d:%()T € R3E mit

d}
- J
dj = dz = Dlj) (18)
d;
den Vektor @ = (u}, - ,uk,u?, - ui,ud, - ud)T € R3K mit
1
u::
J Do i — Dy .
- 2 2, L.j
U= |us | = 72— (19)
To\A] D2 — Dyl
J
und die Matrix
ui uf ui
U= € REX3K, (20)
Ui ufe Ui
Zusammen mit (12) kann man I dann schreiben als
1(a) = = (I1Md - dif* - |[U (M - d}|1?) (21)
e .

Dieser Term lésst sich aufgrund der Matrixschreibweise mit Python schneller auswerten
als der Ausdruck (17), bei dem for-Schleifen verwendet werden miissten.
Wir leiten I(@) ab und erhalten

a%l(aa) = %MT (E - UTU) Ma — %MT (E -~ UTU) d, (22)

wobei E € R3*(*3K die Einheitsmatrix ist.
Durch Nullsetzen erhalten wir ein Gleichungssystem Ad = b mit

A= %MT (BE-UTU) M und b= %MT (E-vTv)d (23)

Da wir aktuell keine strenge Konvexitat haben, ist die eindeutige Losbarkeit und damit
Invertierbarkeit von A nicht gegeben. Wenn wir analog zu der Approximation in einer
Dimension die Bedingungen fiir die Injektivitit von M beziehungsweise M aus Satz 18
voraussetzen, so ist die eindeutige Losbarkeit dennoch nicht gegeben, da E — UTU nach
der nachfolgenden Bemerkung nicht invertierbar ist.

Bemerkung 19 (Nicht Invertierbarkeit von E — UTU). Die Matrix E — UTU ist nicht
invertierbar.
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Beweis. Ausgeschrieben ist

E-U"U
1— (uj)? —uiug —uiug
1— (ug)? —ufu —ufuje
—ujui 1— (uf)? —uiui
ek @R ik
—Uujuy —ujuy 1- (U1)
—upuy —ufeufe 1— (uf)?
€ R3OBK, (24)

Die Invertierbarkeit wére gegeben, wenn alle Spalten linear unabhéngig sind. Aufgrund der
Form der Matrix miisste dies nur fiir jeweils drei Spalten gezeigt werden. Es gilt jedoch

b (1u}2)2 —u?uz} 2 B zu%
det —ujlu% 1-— (2uj3) - ju3j ,

=1 ((u))? + (@) + (u)?) = 0

fir alle j = 1,--- , K. Dabei wurde verwendet, dass (ujl)2 + (u?)2 + (ug’)2 = 1 aufgrund der

Normierung in (15). Somit ist £ — UT U nicht invertierbar [J.

Wir brauchen also neben der notwendigen Bedingung, dass M injektiv ist, weitere Vor-
aussetzungen, um Invertierbarkeit von A zu erhalten.

Bemerkung 20 (Rang von E — UTU). Die Matrix £ — UTU hat Rang 2K.

Beweis. Wir betrachten wieder die Darstellung (24). Aufgrund der Form der Matrix
koénnen je j =1, -, K nur drei Spalten linear abhéngig sein. Wie oben schon gezeigt ist
dies fiir drei Spalten der Fall. Wir betrachten also nur je zwei Spalten und berechnen die
nachfolgenden Determinanten.

Fall 1: ujl # 0:

Es folgt wegen der Normierung aus (15), dass (u3)? + (u3)® # 1 und weiter



Fall 2: ug’ # 0: Es folgt wegen der Normierung aus (15), dass (u;)2 + (u?)2 # 1 und weiter

Somit sind fiir alle j = 1,--- , K jeweils genau zwei Spalten linear unabhangig und insge-
samt genau 2K Spalten. Es folgt die Behauptung .

Damit wissen wir, dass M nicht nur injektiv, sondern auch RangM = 3N < 2K gelten
muss, damit die Matrix A = MT(E — UTU)M invertierbar sein kann. Eine hinreichende
Bedingung ist dies jedoch nicht.

Satz 21 (Hinreichende Bedingung fiir Invertierbarkeit von M7 (E —UTU)M). Die Matrix
MT(E —UTU)M ist invertierbar unter folgenden beiden Voraussetzungen:

(i) In jedem der Intervalle (k4ti,ks+i),@ = 1,---, N — 5 liegen mindestens ein und in
den Intervallen (k4,ks) und (ky, Kn41) mindestens drei unterschiedliche Paare an
Daten-Stiitzstellen {t;/,t;#}, 7,5 € {1,---, K} mit j" # j”.

(i) Die zugehérigen ,lines of response beziehungsweise Richtungsvektoren j und ;»
aus (19) sind nicht parallel.

Beweis. Wir indizieren die oben genannten Paare mit S = 1,---, K’ und nennen sie
{tjfytjg}' Dabei ist aufgrund der oben geforderten Anzahl an Paaren K’ > N + 2.
Wir definieren die Summe der Quadratischen Abstdnde eines Paares durch

d3 (@) = dj, (@) + djy (). (25)

Im Allgemeinen ist dieser Term als Summe zweier konvexer Terme lediglich konvex, aber
nicht streng konvex.

Wir definieren nun den Untervektorraum Vg = (Kern (Mj}a — Mj};’))' Dann gilt fiir alle
ae VB

M1 G = Mjnsd (26)

Seien nun di,ds € Vg mit @ # do und A € (0,1). Die jeweils niachsten Punkte zu Mjgé’l

und Mjgﬁg auf der ,line of response® parallel zu @ nennen wir #; und Z%. Die jeweils

Jp

nichsten Punkte zu Mjgc_il und Mjgc_ig auf der ,line of response* parallel zu ﬂ’jg nennen
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wir 27 und #5. Es folgt analog zum Beweis der konvexitét von d;(a)
dF(Aay + (1= V) = dj; (A + (1= N\)@a) + d5y (Ady + (1 — N)a2)

= [[AMy @1 + (1 = \) My, Gz — AT} — (1= )T

+IAMjpdy + (1= N Mydy — A7 — (1 - VAR
< MMy ar — FDIP+11(1 - A) (M dz — 7)|I?

+INMar — )P + |11 = X (M2 — 75)| I

< M[My, @y = Z° + (1= WMy, @ — 75|
+ MMy — 57 + (1= N)|[Mydz — 7]
= /\dié(d’l) + (1 - )\)djz-g(d’g)

Dabei wurde im vierten Schritt verwendet, dass mindestens einer der vier Summanden
grofler als Null sein muss. Ansonsten, ldgen sowohl Mjéd’l, als auch Mjgd’Q auf beiden
nicht parallelen ,lines of response®.

Da die Richtungsvektoren ﬁjb und ﬁjg nicht parallel sind, gibt es keine zwei verschiedenen
Punkte, die jeweils auf beiden zugehorigen ,lines of response” gleichzeitig liegen kénnen.
Maximal liegt einer von beiden im Schnittpunkt.

Damit waren Mjg a, = ijﬁxcfg und wegen d1, dy € Vg wiirde @y = do folgen. Letzteres ware
ein Widerspruch.

Somit ist d’g (@) beschrénkt auf @ € Vj streng konvex und

K/
I'@) = > d3(@) (27)
B=1

beschrénkt auf Spanglzl\/g streng konvex.
Wir betrachten nun die Matrizen

M/ — c RSK/X?)N und M// — c R?)KIXSN. (28)
My, Mg,

Durch umsortieren der Zeilen erhalten wir &hnliche Matrizen

M 0 0 M'" 0 0
M/ ~ 0 M/ Q E R3K’X3N U.nd M// ~ 0 MI/ p 6 R?)K/X?)N. (29)
0 0 M 0 0o M"
wobei ~
MJ/ Mj”
1 1
M=| : |[|eR¥"WNundN"=| : [eRHKN (30)
My, Mjn,

Dabei bezeichnet ~ die Ahnlichkeit zweier Matrizen.

Die letzten Beiden Matrizen sind nach Satz 18 und den oben genannten Voraussetzungen
iiber die Existenz von Daten-Stiitzstellen in bestimmten Intervallen beide injektiv. Ihre
jeweiligen Zeilen sind zudem paarweise linear Unabhéngig, da sie Auswertungen der B-
Splines zu den Zeiten tj//j und tjg Darstellen und diese nicht identisch seien kénnen.
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Daraus folgt, dass M’ — M" injektiv ist und genau 3N Zeilen von M’ — M" linear unab-
hangig sind. Die lineare Hiille Spanglzl\/g = Uglzl (Kern (Mjlﬁ - MJ-/B/)> spannt dann den
Vektorraum R3V auf.

Es folgt, dass I’(@) auf ganz R3V streng konvex ist. Da I(@) als Summe aus konvexen
Funktionalen geschrieben werden kann, von denen mindestens I'(@) streng konvex ist, ist

I(@) ebenfalls streng konvex. Es folgt die Existenz eines eindeutigen Minimierers und so-
mit die Invertierbarkeit von MT(E — UTU)M O.

Sind die Daten, wie in Satz 21 beschrieben, dann ist der Minimierer von I(@) eindeutig.
Es sind K > 2(N + 2) Daten-Stiitzstellen notig, um diese Hinreichende Bedingung zu
erfillen. Es gilt dann auch die Notwendige Bedingung Rang M = 3N < 3K/2 < 2K, wie
weiter oben gefordert. Theoretisch wiren auch Werte von 3N/2 < K < (N + 2) denk-
bar, jodoch haben wir dafiir keine Hinreichenden Kriterien. In der spateren Anwendung
wahlen wir N << K, damit die Invertierbarkeit bei zuféllig verteilten Daten-Stiitzstellen
wahrscheinlich gegeben ist. Garantieren kdnnen wir sie damit nicht.

3.4.2 Regularisierungsterm zur Minimierung der Geschwindigkeit

Wenn die Voraussetzungen fiir die Eindeutigkeit des Minimums von I(@) nicht gegeben
sind, kann man eine Regularisierung einfithren. Dies tritt beispielsweise ein, wenn es Inter-
valle (k;, kitg+1) gibt, in denen keine Messungen liegen. Die Koeffizienten zu dem entspre-
chenden B-Spline sind dann entkoppelt [5]. Ein weiterer Grund fiir eine Regularisierung
ist, dass die gemessenen ,lines of response“ aufgrund des Positronenweges und Streuung
der Photonen nicht auf der realen Trajektorie liegen. Eine Regularisierung kann helfen,
Trajektorien zu bestimmen, die nicht nur nah an den Daten, sondern auch physikalisch
wahrscheinlich sind.

Wiéhlt man N << K und dquidistante Spline-Stiitzstellen zu zufilligen Daten-Stiitzstellen,
minimiert man die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Fall eintritt und erzwingt zudem eine
indirekte Regularisierung, welche bei der Wahl von kubischen Splines die Kriimmung mi-
nimiert. Alternativ kann man einen Regularisierungsterm R(@) einfithren, der konvex ist
und versuchen so eine Eindeutigkeit des Minimierers zu erhalten. In [5] wurde dazu der
Term

1 N-1

N =1

R(d) = @1 — @l |? (31)
eingefithrt und mit einem Relaxationsparameter A > 0 zum Datenterm addiert. Die neu
Zielfunktion lautet dann

J(@) = 1(@) + AR(q). (32)

(Strenggenommen wurde in [5] eine abgeénderte Version von I(@) verwendet.)

Die Regularisierung im neuen Term fiithrt dazu, dass kiirzere Trajektorien bevorzugt wer-
den, wenn in einem Intervall (k;, ki4g+1) keine Messungen liegen. Diese Eigenschaft wollen
wir analog zu (4) durch minimieren der Lénge erreichen. Wir definieren den Regularisie-
rungsterm

@ = [ sl 3

Dieser minimiert die Geschwindigkeit und bevorzugt damit physikalisch wahrscheinlichere
Zellbewegungen. Ohne weitere Bedingungen an @ ist R;(a@) jedoch nicht streng konvex,
da alle konstanten dreidimensionalen Splines eine Nullstelle und damit globale Minimierer
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von Rjd sind. Nach Bemerkung 16 haben die entsprechenden Koeffizientenvektoren 3
Freiheitsgrade. Ry hat damit einen dreidimensionalen Raum an globalen Minimierern. Es
gilt lediglich Konvexitét, da

Ri(Adi + (1= N)dp) = /tK [IA8%, (1) + (1 = A\)g, (8)]]? dt

t1

< [" s [0 -0l
t1

ti
<)\/ HthJr(l—)\)/
t1

= )\Rl(al) ( — )\)Rl(a_é)

185, (D1 dt

fir Koeffizientenvektoren ay, az und A € [0, 1].
Um R; mit dem Computer berechnen zu kénnen, bringen wir R;(@) in Matrixform. Es
folgt

N

— b e 2 b = 2
i@ = [ lsh@IPde= [T @R dr
t =1
ti
= ZZaz/ Bl(t)B,(t)dtd; = @La. (34)
i=1 i=l t1
wobei
I:l Q 0 - - tix
Li=|0 L 0| mitL=(Lyy)= ( B.(t)Bj(?) dt) e RN, (35)
0 0 I f

Da ein kubischer B-Spline B; 3(t) nur auf dem Intervall (k;, kit4) ungleich Null ist, gilt
dies auch fir die Ableitungen. Die Matrizen L; und L, haben somit Siebenbandgestalt
und sind dinn besetzt. Ein Beispiel fiir eine Matrix L; findet sich in Abbildung 35 im
Anhang.

Ist der Minimierer von I(@) aus den weiter oben genannten Griinden nicht eindeutig, so
eignet sich die Addition von AR; (@) mit einem Relaxationsparameter A > 0, um den Raum
der Minimierer zu verkleinern. Wir erhalten eine neue Zielfunktion

J1(@) = (@) + AR, (). (36)

Diese ist mindestens konvex, da I(@) und R;(@) konvex sind. Die Eindeutigkeit eines
Minimierers ist auch hier nicht garantiert. In der Anwendung ist jedoch davon auszugehen,
dass I(a@) den dreidimensionalen Raum der Minimierer von R; (&) durch Randbedingungen
verkleinert, wodurch der Minimierer von J; (@) eindeutig wird.

Ableiten und Nullsetzen liefert

%Jl(a) = %I(a) + )\(%Rl(a) =0 (37)

und damit das Gleichungssystem
2 T T - 2 T T 7
(KM (E-UTU) M+ >\2L1> = (KM (E-vTv))d (38)

Dieses lasst sich unter der Annahme, dass der Minimierer eindeutig und somit die entspre-
chende Matrix invertierbar ist, mit dem Computer l6sen.
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3.4.3 Regularisierungsterm zur Minimierung der Beschleunigung

Weiter definieren wir analog zu (5) den Regularisierungsterm:
tK
Rof@) = [ " II3" ()] dt = Lud (39)
t1

wobei

Ly 0 0 i i .
Ly=10 Ly 0| mitLy= (Lgu) = ( / B!'(t)B;'(t) dt) eRVXN. (40)
0 0 Ly

t1

Dieser minimiert die Beschleunigung und bevorzugt analog zu (34) physikalisch wahr-
scheinlichere Zellbewegungen. Die Matrix Lo hat dabei wie L; Siebenbandgestalt und ist
dementsprechend diinn besetzt. Fin Beispiel ist im Anhang in Abbildung 40 zu sehen.
So wie R;(a@) lediglich konvex, aber nicht streng konvex ist, gilt dies auch fir Ry(a@). Die
Rechnung verlduft analog.

Der Raum der Minimierer ist hier sechsdimensional. Dies folgt daraus, dass alle dreidimen-
sionalen linearen Splines eine Nullstelle und somit ein globaler Minimierer von Ry (@) sind.
Die entsprechenden Koeffizientenvektoren haben dann nach Bemerkung 16 sechs Freiheits-
grade.

Addieren wir ebenfalls diese Regularisierung mit einem Relaxationsparameter A > 0 zu
dem Datenterm (@), so erhalten wir eine weitere neue Zielfunktion

Jo(@) = I(@) + ARa(a). (41)

Diese ist ebenfalls konvex aber nicht zwingend streng konvex. Die Eindeutigkeit eines Mi-
nimierers ist auch hier nicht garantiert. In der Anwendung ist jedoch davon auszugehen,
dass I(@) den sechsdimensionalen Raum der Minimierer von Ra(@) durch Randbedingun-
gen verkleinert, wodurch der Minimierer von Jo(a@) eindeutig wird.

Ableiten und Nullsetzen liefert

%Jg(a) = %1(@ + A%Rﬂa) =0 (42)

und damit das Gleichungssystem

(IQ(MT (E _ UTU) M+ AzLQ) q= (;MT (E - UTU)) d. (43)

Auch dieses ldsst sich unter der Annahme, dass der Minimierer eindeutig und somit die
entsprechende Matrix invertierbar ist, mit dem Computer 16sen.

4 Methoden

Die Umsetzung der Theorie und die Simulation der PET-Daten findet in Python in Form
eines beigefligten Jupyter-Notebooks statt.
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4.1 Simulieren von PET-Daten

In [5] und [8] wird das GATE Monte Carlo Paket [1] verwendet, um die PET-Daten eines
Siemens Inveon microPET Scanners zu simulieren. Im Folgenden werden wir uns einfache
PET-Daten selbst konstruieren und anschlieend externe simulierte PET-Daten aus [8]
verwenden.

Zunéchst iiberlegen wir uns eine angemessene Trajektorie fiir eine Zelle. In [4],[5] und [8]
werden neben komplizierteren Zellbewegungen einfache Kreisbewegungen in einer Ebene
betrachtet. In den Daten von [8], die wir im Anschluss verwenden, ist die Trajektorie
gegeben durch

cos (ti’:x )
7(t) =r- | sin (%t) . (44)
0

Dabei wird eine Messung im Zeitintervall [0, tax] mit tax = 120s betrachtet. Der Radius
der Bewegung ist r = 60 mm. Diese Trajektorie eignet sich gut dazu eine physikalisch
wahrscheinliche Bewegung zu simulieren und die Regularisierungsterme R, und Rp zu tes-
ten, da Geschwindigkeit und Beschleunigung beschrénkt sind.

Fiir den Aufbau des PET-Scanners betrachten wir zylindrisch um den Ursprung angeord-
nete Detektoren. Der Zylinder hat hier eine Hohe von h = 200 mm und einen Radius von
R = 400 mm. Dies entspricht den Maflen des simulierten PET-Scanners aus den spéter
verwendeten PET-Daten von [8]. In diesem Zylinder positionieren wir 8 x 100 Detektoren
(vgl. Abbildung 1). Dies ist eine relativ schlechte Auflésung, macht aber die Effekte der
Regularisierung deutlicher.

Der PET-Scanner, der in [5] mit dem GATE Monte Carlo Paket simuliert wird hat eine
Sensitivitdt von 8,4%. Betrachten wir die Linge des hier verwendeten Zeitintervalls von
tmax = 120s und eine nach [5] realistische Aktivitdt von bis zu 10 Bq, so sollten wir im
Durchschnitt 0,084 -10Bq-120s ~ 100 = K Zerfalle messen. Wir wahlen also mit Python
100 gleichverteilte Zeitpunkte ¢1,--- ,tx aus dem Intervall [0, t;ax] aus.

Zu jedem Zeitpunkt ¢; erhalten wir die Position & = 7(t;) der Positronenemission. Da-
zu addieren wir je Koordinate einen normalverteilten Wert zur Standardabweichung o,
um den zuriickgelegten Weg des Positrons bis zur Annihilation mit einem Elektron zu
simulieren. Die Weglénge eines realen emittierten Positrons hingt vom Material ab, durch
das es sich bewegt. In Wasser ist diese beim Zerfall von '8F durchschnittlich 0,6 mm und
maximal 2,4 mm [3]. Um auch hier den Effekt der Regularisierung deutlicher zu machen,
wihlen wir eine deutlich groBeren Standardabweichung der Wegléinge von /30 und setzen
o = 10mm. Den Ort der Annihilation nennen wir 7 = (y1, 32, y3)” .

AnschlieBend miissen wir einen zufélligen normierten Vektor @ = (v, v, v3)” wihlen, der
beschreibt, in welche Richtung sich die bei der Annihilation entstandenen Photonen be-
wegen. Dazu reicht es nicht, drei gleichverteilte Zufallswerte v}, v5, v5 € [—1,1] zu wéihlen
und anschliefiend v/ zu normieren, da so Richtungen nahe der Diagonalen wahrscheinlicher
sind als Richtungen nahe der Achsen. Um dies zu verhindern, wiahlen wir solange gleichver-
teilte v}, vh, v € [—1,1], bis |[/|| < 1. Danach wird v’ zu @ = o/ /||v/|| normiert. Mit dieser
Methode erhilt man Radialsymmetrie und gleichverteilte Punkte auf der Einheitskugel
(siche Abbildung 5).

Anschlielend wird der Schnittpunkt, der durch die Position ¢ und die Richtung ¥ beschrie-
benen ,line of response”, mit dem Zylinder bestimmt, auf dem die Detektoren liegen. Dazu
betrachten wir zundchst die z1-z2-Ebene und nehmen an, dass sich (y;, y2)T innerhalb ei-
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Gleichverteilte Punkte auf
der Einheitskugel
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Abbildung 5: Gleichverteilte normierte Richtungsvektoren als Punkte auf der Einheitsku-

gel.

nes Kreises um den Ursprung mit dem Zylinderradius R befindet. Wir 16sen die Gleichung
(y1 4+ Av1)? + (2 + Avg)® = R? (45)

nach A auf und erhalten

N o ULy vy vy + vy \* | yi +y3 — R
L2 =779 2 2 2 o 2 2
Ui+ U1 + 03 v + 03

(46)

Die Punkte, an denen die ,line of response“ den Zylinder schneidet, liegen somit bei ¢+ A7
und ¢+ A29. Liegen diese auerhalb des definierten Zylinders, so wird der gesamte Prozess
wiederholt. Durch passendes Runden der entsprechenden Zylinderkoordinaten erhilt man
dann die Positionen der néchstliegenden Detektoren. Das Ergebnis dieses Vorgangs ist fiir
o = 100 in Abbildung 1 zu sehen. Das Ergebnis fiir einen vollstdndigen PET-Scan mit 100
Messungen ist in Abbildung 6 zu sehen.

Unter realen Bedingungen werden die Photonen auf dem Weg zum Detektor durch die
umgebende Materie abgelenkt. Dies kann dazu fithren, dass die Annihilation von Positron
und Elektron nicht mehr auf der ,line of response* liegt. Bei schwacher Streuung ist die
Abweichung minimal und kann in unserem Fall durch das relativ grofie o simuliert werden.
Starke Streuung kann hingegen als zuféllige Messung von Photonen an zwei zufélligen De-
tektoren angesehen werden (vgl. [8]). Diesen Fall simulieren wir hier nicht, er kann jedoch
in den spater verwendeten externen PET-Daten auftreten.

4.2 Fehlerabschitzung

Den Rekonstruktionsfehler error einer Rekonstruktion §(¢) definieren wir wie in [5] durch

Q
error® = 22 Z ||7(0x) — 5(6,)]|%, (47)
k=1

wobei O, k = 1,- -+, Q dquidistante Zeitpunkte auf dem Intervall [ko, kx +4] sind. Es reicht
hier nicht, das Intervall [0, tyax] zu wéhlen, da bei der Wahl der Daten-Stiitzstellen als
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Trajektorie F(t) —— Trajektorie F(t)
e Messungen lines of response
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Abbildung 6: Selbstgenerierte PET-Daten. Links: Die Positionen der Detektoren, welche
die (-Zerfille Messen (rot) und die Trajektorie 7(¢) der Zelle (blau) im z1-z2-z3-Raum.
Rechts: Die ,lines of response“ (schwarz) und die Trajektorie 7(¢) der Zelle (blau) im
r1-x2-t-Raum.

Spline-Stitzstellen die Splines aulerhalb dieser nicht definiert sind. Da wir nur PET-Daten
mit 100 Daten-Stiitzstellen betrachten, reicht es in unserem Fall aus wie in [5] @ = 5000
zu setzen.

4.3 Rekonstruktion der Trajektorie der Zelle aus PET-Daten

Um die Trajektorie 7(¢) durch einen dreidimensionalen Spline 5(¢) zu rekonstruieren, ver-
wenden wir die Zielfunktionen I(a@), J1(@) und J2(@) aus der Theorie.

Fiir die B-Splines verwenden wir die Methode BSpline aus dem Python Paket
scipy.interpolate. Weiter sind die Matrizen M, U, L; und Lo diinn besetzt, weshalb
diese mit dem Paket scipy.sparse erstellt werden, um den Rechenaufwand zu minimie-
ren. Entsprechend werden die Gleichungssysteme (23), (38) und (43) mit der Methode
scipy.sparse.linalg.spsolve gelGst.

Eine Besonderheit stellen die Matrizen L; und Lo dar. Die Ausdriicke (35) und (40) kon-
nen theoretisch analytisch gelost werden, da es sich bei den B-Splines um stiickweise
Polynome handelt. Bei der ersten und zweiten Ableitung ist dies jeweils mit der Me-
thode .derivative() moglich. Das anschliefende Integral berechnen wir numerisch mit
scipy.integrate.quad. Dabei nutzen wir aus, dass die Matrizen L; und L, Fiinfband-
gestalt haben und die B-Splines B;3(t) und ihre Ableitungen auflerhalb des Intervalls
U{Ji, ki+4] Null sind.

5 Ergebnisse und Diskussion

5.1 Datenterm

Um den Datenterm [(@) zu testen, wahlen wir deutlich weniger Spline-Stiitzstellen als
Daten-Stiitzstellen, damit zwischen den Spline-Stiitzstellen méglichst viele Messungen lie-
gen und der Minimierer wahrscheinlich eindeutig und die Matrix M”* (E — UTU)M inver-
tierbar ist.
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Wir testen jeweils 10 verschiedene PET-Datensétze fiir jeweils N = 4,812, 16,20 aqui-
distante Spline-Stiitzstellen und berechnen den durchschnittlichen Rekonstruktionsfehler
(sieche Abbildung 11 oben). Dieser ist bei N = 8 minimal und liegt bei 13,375 mm. Un-
terhalb davon scheint die Auflésung des Splineraums nicht gut genug zu sein, um die Tra-
jektorie 7(t) abzubilden. Oberhalb davon wird der Effekt der indirekten Regularisierung
durch die Darstellung als kubische Splines kleiner. Es stehen immer mehr Freiheitsgrade
zur Verfiigung, um die Messfehler abzubilden, die durch die Wege der Positronen entste-
hen. Dies ist unten in Abbildung 11 im Anhang sichtbar. Die Rekonstruierten Trajektorien
haben bei hdherem N mehr Ausreifer.

Eine Wahl von wenigen Spline-Stiitzstellen hat den Effekt, iiber mehrere Datenpunkte zu
mitteln, und somit Messfehler zu reduzieren. Dies ist dhnlich zur PEPT aus [4], nur dass
hier mit kubischen Splines gearbeitet wird. Wir nennen dies indirekte Regularisierung.
Oberhalb von N = 30 wird der Rekonstruktionsfehler vierstellig und hoher. In diesem
Fall scheinen zu wenig Messungen zwischen den Spline-Stiitzstellen zu liegen. Dement-
sprechend werden dort die Regularisierungsterme R;(@) und Ro(@) notwendig.

5.2 Regularisierung durch Minimierung der Geschwindigkeit

Zunichst wird die Zielfunktion J; (@) fiur jeweils 10 verschieden PET-Datensétze fiir je-
weils A = 1073, ..., 10" getestet. Wir kombinieren den Regularisierungseffekt einer klei-
nen Zahl von N = 20 Spline-Stitzstellen und einer Minimierung der Geschwindigkeit.
Dies entspricht dem vorgehen aus [5], da dort im Schnitt 5 Daten-Stiitzstellen zwischen
die Knotenpunkte der B-Splines gelegt wurden. Die Ergebnisse sind in Abbildung 12 im
Anhang zu sehen. Die optimale Wahl von A liegt hier in der Gré8enordnung von 10!. Der
durchschnittliche Rekonstruktionsfehler kann so auf 13, 288 mm reduziert werden, was eine
Verbesserung zum entsprechenden Versuch ohne Regularisierung darstellt. Ist A zu klein,
so hat die Rekonstruktion immer mehr Ausreifler, ist A zu grof, so kiirzt der Algorithmus
Wege zu stark ab. Dies ist bei der roten Kurve aus Abbildung 12 unten zu sehen. Die
rekonstruierte Spiralbewegung hat einen kleineren Radius, als die reale Trajektorie. Dieses
Verhalten ergibt Sinn, da R;(a@) die Lénge minimiert.

Neben N = 20 dquidistanten Stitzstellen testen wir die Zielfunktion .J; (@) auch bei iden-
tischen Spline- und Daten-Stiitzstellen. Die Ergebnisse dazu sind in Abbildung 13 im
Anhang zu sehen. Bei zu kleinem A hat die Rekonstruktion zu viele Ausreifler, bei zu
grofem A kiirzt das Verfahren wieder ab. Die optimale Gréflenordnung liegt auch hier
bei A = 10~!. Der durchschnittliche Rekonstruktionsfehler ist dann mit 14,613 mm etwas
schlechter, als der bei den N = 20 aquidistanten Stiitzstellen. Wahrscheinlich liegt dies
daran, dass keine indirekte Regularisierung stattfindet.

5.3 Regularisierung durch Minimierung der Beschleunigung

Wir betrachten nun die Rekonstruktion der Trajektorie durch die Minimierung von Ja(@).
Wieder wihlen wir erst N = 20 dquidistante Spline-Stiitzstellen. Die Ergebnisse sind in
Abbildung 14 im Anhang dargestellt. Der optimale Wert von A liegt wieder in der Gréfien-
ordnung von 10~!. Der Rekonstruktionsfehler betrigt dann im Durchschnitt 10,78 mm,
was eine deutliche Verbesserung zum selben Szenario mit J; (@) darstellt.
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Im Weiteren betrachten wir wieder identische Spline- und Daten-Stiitzstellen. Die Ergeb-
nisse dazu sind in Abbildung 15 im Anhang dargestellt. Die Rekonstruktion ist sichtbar
schlecht und der durchschnittliche Rekonstruktionsfehler nie kleiner, als 59,82 mm. Ist A
zu grofle, so wird die Rekonstruktion aufgrund der starken Regularisierung beinahe kon-
stant. Ist A zu klein, so hat ein Teil der Rekonstruktion Ausreifler, die nicht mehr gut zur
realen Trajektorie passen, wahrend ein Teil der Rekonstruktion immer noch beinahe kon-
stant ist. Es scheint so, als wiirde die Regularisierung in unterschiedlichen Zeitabschnitten
unterschiedlich stark wirken. Eine Erklarung dafiir ist, dass durch die Wahl der Spline-
Stiitzstellen als Daten-Stiitzstellen, die Intervalle (k;, k; 4+ 1) unterschiedlich grof sind. Die
entsprechenden Ableitungen und vor allem zweiten Ableitungen der B-Splines sind damit
zu unterschiedlichen Zeiten unterschiedlich groff und die Regularisierung unterschiedlich
stark.

Um das oben beschriebene Verhalten zu umgehen testen wir das Verfahren zuséatzlich noch
fir N = 100 aquidistante Spline-Stiitzstellen. Damit sollte kaum eine indirekte Regulari-
sierung stattfinden, die Regularisierung durch den Term Ry (a) aber zu allen Zeiten gleich-
stark sein. Das Ergebnis dazu ist in Abbildung 16 im Anhang zu sehen. Der gewiinschte
Effekt tritt ein und die Regularisierung ist gleichméfig und fiir A in der GréBenordnung
von 10! optimal. Der Rekonstruktionsfehler ist dann durchschnittlich 10,795 mm und ge-
nauso gut, wie im Fall von N = 20 Spline-Stiitzstellen. Hier findet zwar keine indirekte
Regularisierung mehr statt, der Effekt ist jedoch in beiden Féllen eine Minimierung der
Kriimmung, da wir die §(¢) durch kubische Splines darstellen.

5.4 Regularisierung durch Minimierung der Beschleunigung bei exter-
nen PET-Daten

Abschlieflend testen wir den Term J(a@) noch fiir N = 20 dquidistante Spline-Stiitzstellen
an jeweils einem PET-Datensatz aus [8] mit schwacher und starker Streuung. Da die ge-
gebenen Datensétze in 120s mehr als 100 Messungen liefern, wahlen wir jeweils zuféllig
hundert davon aus, um die Ergebnisse besser mit unseren selbst simulierten Daten zu ver-
gleichen.

Die Ergebnisse zu der schwachen Streuung sind in Abbildung 17 zu sehen. Die optima-
le GroBenordnung von A liegt hier bei 10°. Der entsprechende Rekonstruktionsfehler ist
2,22mm. Dieser ist deutlich kleiner, als in unseren selbst generierten Daten, da wir dort
eine unrealistisch hohe Positronenweglénge simuliert haben.

Die Ergebnisse zu starker Streuung sind in Abbildung 7 im Anhang zu sehen. Die optimale
Grofenordnung von A ist hier hoher, als bei schwacher Streuung und liegt bei 10'. Dies
liegt daran, dass bei schlechteren Daten mehr Regularisierung notwendig ist. Der entspre-
chende Rekonstruktionsfehler liegt bei 18,52 mm und ist wie zu erwarten deutlich hoher,
als bei schwacher Streuung.
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Abbildung 7: Rekonstruktion der Trajektorie aus externen PET-Daten 7(t) mit Minimie-
rung der Beschleunigung bei N = 20 dquidistanten Spline-Stiitzstellen. Oben: Rekonstruk-
tionsfehler in Abhéingigkeit vom Relaxationsparameter A = 10°,--- ,10%. Unten: Die reale
Trajektorie 7(t) der Zelle (blau) und drei rekonstruierte Splines §(¢) fiir A = 10 (orange),
100 (griin) und 1000 (rot) im x;-z2-t-Raum.
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6 Schlussfolgerung

In dieser Arbeit haben wir uns mit den Grundlagen der Positronen-Emissions-Tomographie
auseinandergesetzt und bekannte Verfahren zur Verfolgung einzelner Zellen im lebendem
Organismus erldutert. Die hauptsédchliche Schwierigkeit solcher Verfahren liegt in der ge-
ringen Dosis eines radioaktiven Markers, mit dem eine einzelne Zelle markiert werden
kann. Aus diesem Grund werden in [5] anstelle von Bildern Trajektorien 7(t) rekonstruiert.

Aufbauend auf [5] haben wir die Trajektorie einer Zelle mit B-Splines modelliert. Diese
erfiillen beim Grad von 1 die Minimallingen-Eigenschaft (Definition 9) und beim Grad
3 die Minimalkriimmungs-Figenschaft (Definition 10), welche im physikalischen Kontext
wahrscheinliche Zellbewegungen beschreiben.

Anschlieflend wurde der Datenterm /(@) und Regularisierungsterme R;(&@) und Ra(@) zur
Minimierung von Lénge und Kriimmung hergeleitet und auf Existenz und Eindeutigkeit
globaler Minimierer untersucht.

Um die hergeleiteten Zielfunktionen zu testen wurden einfache PET-Daten selbst generiert
und externe simulierte Daten aus [8] verwendet.

Den geringsten Rekonstruktionsfehler bei den selbst generierten Daten wies dabei die Re-
gularisierung durch Minimierung der Beschleunigung auf. Dies war nur dann der Fall,
wenn die Spline-Stiitzstellen dquidistant gewdhlt wurden. Damit sollte die Minimierung
der Beschleunigung und Modellierung der Trajektorie durch kubische Splines etwas besser
sein, als das in [5] vorgestellte Verfahren, bei dem die Splines wahrscheinlich nur quadra-
tisch waren und die Geschwindigkeit minimiert wurde. Ob dies auch fiir kompliziertere
Trajektorien, als der hier verwendeten gilt, miisste in weiteren Experimenten untersucht
werden.

Zu der Rekonstruktion der externen Daten, kann festgehalten werden, dass der optima-
le Relaxationsparameter abhéngig von der Stiarke der Streuung gewéhlt werden muss. Je
stéarker die Streuung, desto stirker muss die Regularisierung sein.

Die hier verwendeten Verfahren haben gegeniiber Bildrekonstruktionsverfahren den Vor-
teil, dass sie auch mit geringer Radioaktivitdt umgehen kénnen. Jedoch kann immer nur
eine Zelle verfolgt werden, da das Verfahren nicht differenzieren kann, welche Zelle zu wel-
cher Messung gehort. Mochte Man mehrere Zellen verfolgen, so kann man diese anstatt
durch eine Trajektorie 7(¢) durch eine Radionukleiddichte p = (p(z)) modellieren und
ebenfalls eine Regularisierung einfiithren, wie es in [8] getan wird.
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Alle in dieser Arbeit enthaltenen Abbildungen wurden im beigefiigten Python-Code mit
den Python-Paketen matplotlib und mpl_toolkits oder LaTeX erstellt und sind keiner
anderen Quelle entnommen.
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9 Anhang

Im nachfolgenden Anhang finden sich ausgewertete Beispielmatrizen, weitere Abbildun-
gen und die Plagiatserkldrung. Der in dieser Arbeit verwendete Python-Code ist auf der
beigefiigten CD als Jupyter-Notebook hinterlegt.

9.1 Matrizen

Im Folgenden wurden einige der in dieser Arbeit definierten Matrizen explizit mit dem
beigefiigten Python-Code berechnet, um ihre Struktur zu veranschaulichen.

1,0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,332 0,511 0,147 0,01 0 0 0 0 0
0,057 0,445 0,421 0,078 0 0 0 0 0

0 0,169 0,568 0,262 0 0 0 0 0
0 0,017 0,38 0,58 0,016 0 0 0 0
0 0 0,098 0,694 0,208 0 0 0 0
VL 0 0,004 0,354 0,587 0,055 0 0 0
0 0 0 0,055 0,587 0,354 0,004 0 0
0 0 0 0 0,208 0,694 0,098 0 0
0 0 0 0 0,016 0,58 0,38 0,017 0
0 0 0 0 0 0,262 0,568 0,169 0
0 0 0 0 0 0,078 0,421 0,445 0,057
0 0 0 0 0 0,01 0,147 0,511 0,332
0 0 0 0 0 0 0 0 1,0

Abbildung 8: Matrix M e REXN fiir K = 14 iquidistante Daten- und N = 9 dquidistan-
te Spline-Stiitzstellen. Es wurden kubische B-Splines mit den Knoten aus Definition 14
verwendet.

0,72 —0,453 —0,227 —0,04 0 0 0 0 0
~0,453 0,56 0,037 —0,139 —0,004 0 0 0 0
—0,227 0,037 0,347 —0,029 —0,122 —0,005 0 0 0
0,04 —0,139 —0,029 0,517 —0,14 -0,163 —0,005 0 0
L= 0  —0,004 —0,122 —0,14 0,533 —0,14 —-0,122 —0,004 0

0 0  —0,005 —0,163 —0,14 0,517 —0,029 —0,139 —0,04

0 0 0  —0,005 —0,122 —0,029 0,347 0,037 —0,227

0 0 0 0  —0,004 —0,139 0,037 0,56 —0,453

0 0 0 0 0 —0,04 —0,227 —0,453 0,72

Abbildung 9: Matrix L; € RV*N fir N = 9 dquidistante Spline-Stiitzstellen. Es wurden
kubische B-Splines mit den Knoten aus Definition 14 verwendet.
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0,768 —1,109 0,213 0,128 0 0 0
~1,109 1,792 —0,597 —0,142 0,057 0 0
0,213 —0,597 0,683 —0,391 0,028 0,064 0
0,128 —0,142 —0,391 1,067 —0,768 0,043 0,064 0
Ly= 0 0,057 0,028 —0,768 1,365 —0,768 0,028 0,057 0

o o O
o O O O

0 0 0,064 0,043 —0,768 1,067 —0,391 —0,142 0,128
0 0 0 0,064 0,028 —0,391 0,683 —0,597 0,213
0 0 0 0 0,057 —0,142 —0,597 1,792 —1,109
0 0 0 0 0 0,128 0,213 —1,109 0,768

Abbildung 10: Matrix Ly € REXN fiir N = 9 dquidistante Spline-Stiitzstellen. Es wurden
kubische B-Splines mit den Knoten aus Definition 14 verwendet.
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9.2 Weitere Abbildungen zur Rekonstruktion der Zellbewegung

60 4+ ¢ Rekonstruktionsfehler
é 40 -
@
20 A
. . *
0 - : . . .
5 10 15 20
N

—— Trajektorie F(t)

Spline 5(t) fir N = 8, error = 10,27
—— Spline s(t) fir N = 12, error = 11,84
—— Spline 5(t) fir N = 16, error = 16,08

F 100
- 80
- 60
40
- 20

Abbildung 11: Rekonstruktion der Trajektorie 7(¢) mit Minimierung des Datenterms (&)
bei dquidistanten Spline-Stiitzstellen. Oben: Mittelwert des Rekonstruktionsfehlers in Ab-
héngigkeit von der Zahl N der Spline-Stiitzstellen. Es wurde jeweils fiir 10 verschiedene
PET-Datenséitze ein Spline §(t) rekonstruiert. Die Balken geben die Standardabweichung
des Rekonstruktionsfehlers an. Unten: Die reale Trajektorie 7(¢) der Zelle (blau) und drei
rekonstruierte Splines §(¢) fiir N = 8 (orange), 12 (griin) und 16 (rot) zum selben PET-
Datensatz im x1-zo-t-Raum.
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¢ Rekonstruktionsfehler I
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—— Trajektorie F(t)

Spline s(t) fur A = 0,01, error = 14,79
—— Spline s(t) fir A = 0,1, error = 12,79
—— Spline 5(t) fir A = 1, error = 23,55
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/ - 80
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- 40
F 20

Abbildung 12: Rekonstruktion der Trajektorie 7(¢) mit Minimierung der Geschwindigkeit
bei N = 20 dquidistanten Spline-Stiitzstellen. Oben: Mittelwert des Rekonstruktionsfeh-
lers in Abhiingigkeit vom Relaxationsparameter A = 1073, --- ,10!. Es wurde jeweils fiir
10 verschiedene PET-Datensétze ein Spline §(t¢) rekonstruiert. Die Balken geben die Stan-
dardabweichung des Rekonstruktionsfehlers an. Unten: Die reale Trajektorie 7(t) der Zelle
(blau) und drei rekonstruierte Splines 5(¢) fiir A = 0,01 (orange), 0,1 (griin) und 1 (rot)
zum selben PET-Datensatz im x1-zo-t-Raum.
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—— Trajektorie F(t)

Spline §(t) fur A = 0,01, error = 14,87
—— Spline s(t) fur A = 0,1, error = 11,58
—— Spline s(t) fur A = 1, error = 29,14
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Abbildung 13: Rekonstruktion der Trajektorie 7(¢) mit Minimierung der Geschwindigkeit
bei identischen Daten- und Spline-Stiitzstellen. Oben: Mittelwert des Rekonstruktionsfeh-
lers in Abhingigkeit vom Relaxationsparameter A\ = 1073,--- ,10!. Es wurde jeweils fiir
10 verschiedene PET-Datensétze ein Spline §(¢) rekonstruiert. Die Balken geben die Stan-
dardabweichung des Rekonstruktionsfehlers an. Unten: Die reale Trajektorie 7(t) der Zelle
(blau) und drei rekonstruierte Splines §(¢) fiir A = 0,01 (orange), 0,1 (griin) und 1 (rot)
zum selben PET-Datensatz im x1-zo-t-Raum.
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301 ¢ Rekonstruktionsfehler t
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—— Trajektorie F(t)

Spline §(t) fur A = 1, error = 12,12
—— Spline s(t) fir A = 10, error = 10,97
—— Spline s(t) fur A = 100, error = 16,02

- 100
- 80

Abbildung 14: Rekonstruktion der Trajektorie #(¢) mit Minimierung der Beschleunigung
bei N = 20 dquidistanten Spline-Stiitzstellen. Oben: Mittelwert des Rekonstruktionsfeh-
lers in Abhiingigkeit vom Relaxationsparameter A = 1071, .-+ ,10%. Es wurde jeweils fiir
10 verschiedene PET-Datensétze ein Spline §(t¢) rekonstruiert. Die Balken geben die Stan-
dardabweichung des Rekonstruktionsfehlers an. Unten: Die reale Trajektorie 7(t) der Zelle
(blau) und drei rekonstruierte Splines 5(¢) fiir A = 1 (orange), 10 (griin) und 100 (rot)
zum selben PET-Datensatz im x1-zo-t-Raum.
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—— Trajektorie F(t)

Spline s(t) fur A = 1,0, error = 64,45
—— Spline s(t) fur A = 10,0, error = 345,72
—— Spline s(t) fur A = 100,0, error = 61,25
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Abbildung 15: Rekonstruktion der Trajektorie 7(¢) mit Minimierung der Beschleunigung
bei identischen Daten- und Spline-Stiitzstellen. Oben: Mittelwert des Rekonstruktionsfeh-
lers in Abhingigkeit vom Relaxationsparameter A = 107°,--- ,10°. Es wurde jeweils fiir
10 verschiedene PET-Datensétze ein Spline §(¢) rekonstruiert. Die Balken geben die Stan-
dardabweichung des Rekonstruktionsfehlers an. Unten: Die reale Trajektorie 7(t) der Zelle
(blau) und drei rekonstruierte Splines §(¢) fiir A = 1 (orange), 10 (griin) und 100 (rot)
zum selben PET-Datensatz im x1-zo-t-Raum.
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—— Trajektorie F(t)

Spline s(t) fur A = 1, error = 14,4
—— Spline s(t) fur A = 10, error = 12,56
—— Spline s(t) fur A = 100, error = 14,15
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Abbildung 16: Rekonstruktion der Trajektorie 7(¢) mit Minimierung der Beschleunigung
bei N = 100 dquidistanten Spline-Stiitzstellen. Oben: Mittelwert des Rekonstruktions-
fehlers in Abhéngigkeit vom Relaxationsparameter A = 107!, --- 103, Es wurde jeweils
fir 10 verschiedene PET-Datensétze ein Spline §(t) rekonstruiert. Die Balken geben die
Standardabweichung des Rekonstruktionsfehlers an. Unten: Die reale Trajektorie 7(¢) der
Zelle (blau) und drei rekonstruierte Splines §(¢) fir A = 1 (orange), 10 (grtiin) und 100
(rot) zum selben PET-Datensatz im z1-z9-t-Raum.
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—— Trajektorie F(t)

Spline §(t) fur A = 1, error = 26,56
—— Spline s(t) fur A = 10, error = 18,52
—— Spline 5(t) fir A = 100, error = 20,03
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Abbildung 17: Rekonstruktion der Trajektorie aus externen PET-Daten 7(¢) mit Minimie-
rung der Beschleunigung bei N = 20 dquidistanten Spline-Stiitzstellen. Oben: Rekonstruk-
tionsfehler in Abhéingigkeit vom Relaxationsparameter A = 10°,--- ,10%. Unten: Die reale
Trajektorie 7(t) der Zelle (blau) und drei rekonstruierte Splines §(¢) fiir A = 10 (orange),
100 (griin) und 1000 (rot) im x;-z2-t-Raum.
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