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KAPITEL 1

Einleitung

Schon seit mehreren Jahrhunderten, mit dem Aufkommen des Militdr- und Handelswe-
sens, spielt das Transportproblem eine zentrale Rolle in militdrischen und betriebswirt-
schaftlichen Planungsprozessen. Im Allgemeinen behandelt ein Transportproblem die Frage,
wie einheitliche Objekte von verschiedenen Angebots- zu mehreren Nachfrageorten optimal,
d.h. kostenminimierend, transportiert werden kénnen.

Mathematisch wurde das Problem des optimalen Massetransports als erstes von Gaspard
Monge im Jahre 1781 betrachtet. Seitdem ist es zu einem wichtigen Gegenstand in der aktu-
ellen Forschung geworden, welcher diverse Anwendungen in vielen Wissenschaftsbereichen,
unter anderem der statistischen Physik, Stromungsdynamik, Biologie, Wirtschaftswissen-
schaft und Bildverarbeitung, findet.

In dieser Arbeit wollen wir uns mit einem speziellen Transportmodell beschéftigen, dem so-
genannten ,urban planning“-Modell, dessen Motivation in der Optimierug von stadtischen
Transportnetzwerken liegt. Es befasst sich mit dem Finden eines optimalen Transportnetz-
werkes im Hinblick auf die Transportkosten und die Unterhaltungskosten des Netzwerkes.

Die Optimierung solcher Transportnetzwerke ist eine nichttriviale Aufgabe. Die zugehorigen
Kostenfunktionale sind nicht konvex und deren Minimierer, die optimalen Transportnetz-
werke, weisen oft eine komplizierte, stark verzweigte Struktur auf. Im Allgemeinen ist es
unmoglich, die optimale Netzwerkstruktur zu finden.

Eine analytische Moglichkeit, um ein besseres Verstindnis von dem ,urban planning“-
Modell zu erhalten, ist zu untersuchen, wie sich die optimalen Netzwerkstrukturen in einer
bestimmten Geometrie fiir Netzwerkunterhaltungskosten ¢ — 0 verhalten. Dies beinhal-
tet das Zeigen einer oberen und unteren Schranke fiir die Energie als eine Funktion in ¢,
wobei sich beide Grenzen hochstens um eine multiplikative Konstante unterscheiden. Das
bedeutet, dass jede Netzwerkstruktur, welche der oberen Schranke geniigt, bis auf einen kon-
stanten Faktor optimale Energie hat und lésst somit erkennen, wie fast-optimale Netzwerke
aussehen.

Solche Energieskalierungsgesetze wurden schon fiir verschiedenste Systeme hergeleitet, wie
z.B. Martensit-Austenit-Transformationen [KM92; KM94; KKO13; CC15; BG15]. Sie kon-
nen nicht nur verwendet werden, um beobachtete physikalische Strukturen zu erkléren,
sondern kénnen auch auf Konstruktionsprobleme angewendet werden, um beispielsweise
optimale feinskalige Strukturen von zusammengesetzten elastischen Materialien zu finden
[KW14; KW15]. In den folgenden Ausfithrungen wollen wir uns im Rahmen von ,urban
planning“-Netzwerken mit letzterem Fall beschéftigen.

Ziel dieser Arbeit ist es, feinskalige Strukturen in einer Verallgemeinerung von ,urban
planning“-Netzwerken zu untersuchen. Dazu leiten wir auch fiir diese eine obere Schranke
im Zweidimensionalen her. Die Verallgemeinerung besteht darin, dass wir anstelle des ,ur-



ban planning“-Kostenfunktionals eine stiickweise affine Kostenfunktion betrachten. Dabei
werden wir uns hier auf drei Teilintervalle beschrénken.

Es stellt sich die Frage, ob das ,,urban planning“-Modell und die hier betrachtete Verallge-
meinerung mehr oder weniger das gleiche Verhalten aufweisen und somit phdnomenologisch
dquivalent sind. Wir werden sehen, dass das urspriingliche Modell und unsere Verallgemei-
nerung im Zweidimensionalen viele Gemeinsamkeiten haben.

Die vorliegende Arbeit basiert auf dem Artikel ,Optimal micropatterns in transport net-
works® von Dr. Alessio Brancolini und Prof. Dr. Benedikt Wirth aus dem Jahre 2015
[BW15b] und ist wie folgt aufgebaut: In Kapitel 2 werden wir kurz in die Therorie des opti-
malen Transports einfithren und das ,,urban planning“-Modell vorstellen, sowie die zugeho-
rigen Energieskalierungsgesetze angeben. Diese werden wir anschliefend in Kapitel 3 bewei-
sen, wobei wir uns in dieser Ausarbeitung auf den Beweis der oberen Schranke beschrénken.
In Kapitel 4 betrachten wir eine Verallgemeinerung von ,,urban planning“-Netzwerken und
beweisen fiir das Minimum dieser Energie, &hnlich wie in Kapitel 3, eine obere Schranke im
Zweidimensionalen. Zum Schluss fassen wir in Kapitel 5 unsere Resultate in einem Fazit
zusammen und geben einen Ausblick auf mogliche weiterfithrende Arbeiten.



KAPITEL 2

Einfiihrendes Kapitel

In diesem Kapitel werden wir das ,,urban planning“-Modell vorstellen und eine Lagrangesche
Formulierung dieses Transportmodells angeben, welche sich als niitzlich erweist, um Ener-
gieskalierungsgesetze herzuleiten. Als Vorbereitung dafiir werden wir hier zunéchst einige
Notationen auflisten und eine kurze Einfiihrung in die Theorie des optimalen Transports
geben.

2.1

Notationen

Lebesguemafl. L™ bezeichnet das n-dimensionale LebesguemaSf.
Hausdorffmaf3. H™ bezeichnet das n-dimensionale Hausdorffma$.

Diracmafl. Sei x € R"” und A C R". Dann ist das im Punkt x konzentrierte Diracmaf
auf A definiert durch

1, fall A
5:5(14):{’ alls x € A,

0, sonst.

Nicht-negatives endliches Borelmaf3. fbm(X) bezeichnet die Menge der nicht-
negativen endlichen Borelmafle auf einer Borelmenge X C R™ .

Beschriankung eines Mafles auf eine Menge. Sei (X, M, u) ein Mafiraum und
Y C M. Das Mafl pL Y ist ein Maf3 definiert durch

wlY(A) =pu(ANY).

Pushforward eines Mafles. Fiir einen gegeben Mafiraum (X, M, i), einen Mess-
raum (Y, N)) und eine messbare Abbildung 7' : X — Y ist der Pushforward von u
unter 7' das Mafl Ty auf (Y, ') definiert durch

Tyu(B) = w(T1(B)) fur alle B € NV.

Atomloses Maf. Ein Mafl 4 heifit atomlos, wenn es fiir jede messbare Menge A mit
1(A) > 0 eine messbare Teilmenge B C A gibt, sodass gilt u(A) > u(B) > 0.

Absolut stetige Funktion. AC(I) bezeichnet die Menge aller absolut stetigen Funk-
tionen auf dem Intervall 1.

Wir schreiben A < B bzw. A 2 B, falls es eine Konstante C' gibt, sodass A < CB
bzw. B < C'A ist. Wir schreiben A ~ B, falls A < B und A 2 B ist.



I = [0,1]: Das Einheitsintervall.
(I, B(T'), Pr): Referenzraum aller Partikel (siehe Definition 2.3.1).

x: Irrigation Pattern aller Partikel (siehe Definition 2.3.3).

w, pX - Trrigating und Irrigated Maf (siehe Definition 2.3.4).

e m,(z): Masse aller Partikel, die durch einen Punkt 2 € R" flielen (siehe Definition
2.3.5).
® Lo, p1: Start- und Zielverteilung.

2.2 Das optimale Transportproblem

Im Allgemeinen behandelt ein Transportproblem die Frage, wie eine Masse unter den kleinst-
moglichen Kosten von einer gegeben Ursprungsverteilung zu einer gewiinschten Zielvertei-
lung transportiert werden kann. Dabei fiihren unterschiedliche Kostenfunktionale zu unter-
schiedlichen Optimierungsproblemen.

Das Problem des optimalen Massetransports wurde als erstes von Gaspard Monge im Jahre
1781 in seiner Arbeit "Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais'[Mon81] behan-
delt. Seitdem ist es zu einem klassischen Gegenstand der Wahrscheinlichkeitstheorie, der
Wirtschaftswissenschaft und der Optimierung geworden.
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Abbildung 2.1: Das Transportproblem von Monge (entnommen aus [Vil09])

Das Problem hinter Monges Formulierung lisst sich wie folgt veranschaulichen: Fiir eine
gegebene Verteilung von Eisenminen f im ganzen Land und einer Verteilung von Fabriken
g, welche Eisenerz bendtigen, ist herauszufinden, welche Minen welche Fabriken mit Erz
beliefern sollen, sodass die gesamten Transportkosten minimiert werden. Dabei sind die
Kosten, um eine Masseeinheit Eisenerz von x € R™ nach y € R” zu transportieren, gegeben
durch eine Funktion ¢ : R” x R™ — [0, 00). Das Problem wird dabei unter der Annahme be-
handelt, dass die insgesamt gewonnene Masse an Eisenerz mit dem Konsum in den Fabriken
iibereinstimmt

- f(z)dz = /Rn g(y)dy.

Die Aufgabe besteht nun darin, eine Abbildung 7" : R™ — R" zu finden, sodass die gesam-
ten Transportkosten minimiert werden. Dabei beschreibt T die Bewegung und 7'(z) den



Zielpunkt eines Partikels, welcher sich urspriinglich bei « befand (siche Abb. 2.1). Die hier
genannten Kosten miissen nicht notwendigerweise finanzieller Natur sein, sondern kénnen
sich auch ganz allgemein auf einen Aufwand bzw. eine Entfernung beziehen. Zusammenge-
fasst léasst sich das Problem also wie folgt definieren:

Definition 2.2.1 (Monge-Problem). Gesucht wird eine Abbildung T : R™ — R™ mit
Ja f(@)dz = [pa) 9(y)dy, welche fir alle A CR™ messbar ist, sodass

1) = [ el T(a))f(w)ds
minimal ist.

Eine Transportabbildung T', welche das Monge-Problem 16st, wird optimal (im Hinblick auf
das Kostenfunktional C(7T")) genannt.

Im Allgemeinen ist das Problem von Monge inkorrekt gestellt. Es kann weder die Existenz
einer Losung noch die Eindeutigkeit erwartet werden. Angenommen x,y1,y2 € R"™ seien
disjunkt und setze p1g = 0, und p1 = 3(8y, + 8y, ). Dann existiert keine Abbildung T, welche
die Masse von pg nach pp transportiert. Insbesondere liasst die Formulierung nach Monge
also auch kein Massensplitting zu. Fiir die hier beschriebene Situation bedeutet dies, dass
jede Eisenmine nur eine Fabrik beliefern kann.

Erst mit der Arbeit von Kantorovich (1942, siehe [Kan42]) war es moglich, diese Schwie-
rigkeiten zu umgehen. Die Hauptidee hinter Kantorovichs relaxierter Version des Monge-
Problems ist, die Bewegung der einzelnen Partikel nicht mit Hilfe einer Transportabbildung
zu beschreiben, sondern stattdessen durch einen Transportplan, einem Produktmafl auf
einem kompakten metrischen Raum 2.

Anstelle also fiir jedes = den Zielort T'(x) eines Partikels anzugeben, welcher urpriinglich bei
x positioniert war, geben wir fiir jedes Paar (z,y) die Anzahl der Partikel an, die von x nach
y transportiert werden. Es ist offensichtlich, dass diese Beschreibung allgemeinere Bewegun-
gen zuldsst, da die Partikel in einem Punkt x zu verschiedenen Zielorten y transportiert
werden konnen (siche Abb. 2.2).

In der Definition der Menge der Transportpldne werden wir mit proj; : X1 x Xo — X;
die Projektionen auf die i-te Koordinate bezeichnen, d.h. proji(x,y) = x, proja(z,y) =y.
Dabei werden durch (proji)xvy und (projz)xvy die Marginale eines auf € x  gegebenen
Wahrscheinlichkeitsmafles + definiert.

Definition 2.2.2 (Menge der Transportpline). Sei Q2 ein kompakter metrischer Raum und
o, 1 € P(Q) zwei Wahrscheinlichkeitsmafle. Wir definieren

(0, 1) = {y € P(2 x Q) | (proji)pvy = pi,i = 0,1}

als die Menge der Transportpline.

Der Wert «(z,y) gibt dabei die Menge der Masse an, die von x nach y transportiert wird.
Bemerke, dass die Bedingungen (proji)gy = po und (proja)xy = pu sicherstellen, dass
unser Transportplan v € II(ug, p1) tatsichlich die Anzahl an Partikeln von einer Menge
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Abbildung 2.2: Unterschied zwischen Monge- und Kantorovich-Formulierung: Wéahrend wir im
Monge-Problem die Bewegung der Partikel durch eine Transportabbildung (links) be-
schreiben, verwenden wir in Kantorovichs abgeschwéchter Version stattdessen einen
Transportplan (rechts). Dabei sind hier die Anfangs- und Zielverteilungen jeweils
gegeben durch x4 und p~ (entnommen aus [Xia08]).

A wegtransportiert, die geméf unserer Anfangsverteilung po(A) gegeben ist, und dass die
Masse, die zu einer Menge B transportiert wird, mit u;(B) tibereinstimmt.

Nachdem wir nun den Begriff des Transportplans eingefiihrt haben, ldsst sich das Kantorovich-
Problem wie folgt definieren:

Definition 2.2.3 (Kantorovich-Problem). Gesucht ist ein Transportplan v € I(uo, 1),
welcher das Funktional

Clpo.p) = [ cle.m)dr(e.y)

X

minimiert.

Die Minimierer dieses Problems werden optimale Transportpldne zwischen pg und p; ge-
nannt.

Wegen der hier vorliegenden Linearitét des Funktionals C(p, p11) und der Kompaktheit des
Raumes aller Transportplane IT(ug, 111), lasst sich im Gegensatz zum Monge-Problem fiir
das Kantorovich-Problem mit Hilfe der direkten Methode der Variationsrechnung leicht die
Existenz einer Losung zeigen.

Falls wir nun also pg als Angebotsverteilung (Minen) und p; als Nachfrageverteilung (Fabri-
ken) auffassen, ist es moglich, mit der Formulierung von Kantorovich die Art und Weise, wie
die Fabriken beliefert werden sollen, zu modellieren, falls ein Straflennetz bereits existiert.

Bei der Monge- und Kantorovich-Formulierung besteht die Struktur, auf der die Masse
transportiert wird, aus Geodéten zwischen den Start- und Zielpunkten. Unter einer Geoda-
te verstehen wir die lokal kiirzeste Verbindungskurve zweier Punkte, in unserem Fall eine
Gerade (siehe Abb. 2.3, links). Dabei haben die Strukturen keinen Einfluss auf das Kosten-
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Abbildung 2.3: Netzwerkstrukturen in verschiedenen Transportmodellen (entnommen aus [Ber05]).
Links: Transport entlang von Geodéaten im Kantorovich-Problem. Rechts: Transport-
modell bei dem es vorteilhaft ist, Masse gesammelt zu transportieren.

funktional, da sie hier nur abhéngig sind von der optimalen Transportabbildung bzw. dem
optimalen Transportplan.

Dies ist der Grund, warum wir das Kostenfunktional anpassen miissen. Tatséchlich kann es
bei Angebot-Nachfrage Problemen, bei denen die Netzwerkstrukturen noch gebildet werden
miissen, wiinschenswert sein, die Konstruktionskosten des Netzwerkes in die Gesamtkosten
mit einflieBen zu lassen, um somit einen Kompromiss zu finden zwischen den Konstrukti-
onskosten und der Effizienz des Netzwerkes.

Eine weitere Situation, in der die Netzwerkstruktur von Bedeutung ist, liegt dann vor, wenn
es vorteilhaft ist, Masse zunéchst zu biindeln und anschlieffend gesammelt zu transportie-
ren (siehe Abb. 2.3, rechts). Im Folgenden werden wir uns mit einem Transportmodell, dem
yurban planning“-Modell, beschéftigen, welches eine solche Priferenz aufweist.

An dieser Stelle wollen wir noch kurz die Wassersteindistanz einfiihren, auf welche wir im
Verlauf der Arbeit noch mehrfach Bezug nehmen werden. Diese wird ausfiihrlich in [[Vil03],
Kap. 1] behandelt.

Definition 2.2.4 (Wassersteindistanz). Seien piy, u— € fom(R™) mit gleicher Masse
|\l porm = || o= fom - Fliir p > 1 ist die p-te Wassersteindistanz zwischen iy und p— gegeben
durch

P
Wyluron) = (it [ oyl )
WEI (4 p—) JR xR

wobei M(py, p—) die Menge aller Transportpline bezeichnet.

Die Wassersteindistanz ist also eine Abstandsfunktion zwischen zwei Wahrscheinlichkeits-
maflen, welche gegeben ist durch die p-te Wurzel der minimalen Transportkosten C(pug, 1)
fir die Kostenfunktion ¢(z,y) = | — y|P (siehe Definition 2.2.3).

Wir benétigen auflerdem folgendes Theorem, welches die Aquivalenz zwischen dem optima-
len Transportproblem und dessen dualer Formulierung, d.h. einer Formulierung im Sinne
von stetigen Funktionen, zeigt (siche [Vil03, Thm. 1.14]).



Theorem 2.2.5 (Kantorovich-Rubinstein Dualitét). Seien pi, u— € fom(R™) mit gleicher
Masse. Dann gilt

Wi(ps, pi—) = sup {/ od(py —p—) | ¢ : R™ = R Lipschitz-stetig mit Konstante 1} .
R?’L

2.3 Irrigation Pattern

Fiir den Beweis der Existenz einer oberen Schranke fiir das ,,urban planning“-Energiefunktional
werden wir eine Lagrangesche Formulierung des Problems betrachten. Diese basiert auf Ir-
rigation Pattern y, welche die Position jedes Partikels p zur Zeit ¢ durch x(p, t) beschreiben.
Wir werden Irrigation Pattern nur auf einem Referenzraum betrachten.

Definition 2.3.1 (Referenzraum). Betrachte einen vollstindigen separablen tiberabzdhlba-
ren metrischen Raum T ausgestattet mit der Borel-Algebra auf T, B(I'), und einem positiven
endlichen atomlosen Borelmafl Pr. Wir bezeichnen (I', B(T'), Pr) als den Referenzraum.

Der Referenzraum kann interpretiert werden als der Raum aller Partikel, welche von einer
Verteilung p4 zu einer Verteilung p_ transportiert werden.

Bemerkung 2.3.2. Es kann gezeigt werden, dass jeder Referenzraum isomorph ist zum
Standardraum ([0, 1], B([0, 1]), mL1[0, 1]) mit m = Pr(T') (siehe [Roy88, Prop. 12 oder Thm.
16 in Kap. 15 Abschn. 5] oder [Vil09, Kap. 1] fiir einen Beweis).

Demzufolge sind die folgenden Definitionen und Resultate unabhéngig von der speziellen
Wahl eines Referenzraumes und wir werden im Folgenden den Standardraum betrachten,
sofern nicht anders angegeben.

Definition 2.3.3 (Irrigation Pattern). Sei I = [0, 1] und (', B(I'), Pr) unser Referenzraum.
FEin Irrigation Pattern ist eine messbare Funktion x : I' x I — R™, sodass fiir fast allep € T’
gilt x, € AC(J).

Dabei entspricht x(p,t) der Position eines Partikels p € I zum Zeitpunkt ¢ und x;, kann als
Pfad des Partikels p interpretiert werden. Sein Bild x,(/) wird Faser genannt und hiufig
mit dem Partikel identifiziert.

Der Anfangs- und Endpunkt einer Faser x,, (1) ist gegeben durch i3 (p) = x(p,0) und i} (p) =
X(p,1). Bei der Vorstellung des Kantorovich-Problems haben wir bereits die Menge der
Transportpldne kennengelernt. Diese ist definiert als Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle
~vauf I' x ', fiir die gilt, dass

po(A)
p1(B)

Y(A xT) = proj1,v(A) und
(' x B) = projz,,v(B).

I
2

Genauso erhalten wir das Irrigating und Irrigated Maf fiir ein Irrigation Pattern x.



Definition 2.3.4 (Irrigating und Irrigated MaB). Sei x ein Irrigation Pattern. Seien

iy, i : T — R™ definiert durch i§(p) = x(p,0) und iY(p) = x(p,1). Das Irrigating Maf und

das Irrigated Maf sind definiert als Pushforward von Pr unter iy und if, i.e. iy = (ig)4Pr,
X X

pt = (i) Pr.

Da wir in unseren Kostenfunktionalen die Masse beriicksichtigen werden, welche durch einen
Punkt x € R™ fliefit, wollen wir an dieser Stelle noch den Begriff der Solidaritétsklasse
einfiithren.

Definition 2.3.5 (Solidaritatsklasse). Fir alle x € R™ wird die Menge aller Partikel,
welche durch x flieffen, bezeichnet mit

[z]y ={q €T |z € xqo())}

und deren Masse durch
my(z) = Pr([z]y).

2.4 Das ,,urban planning“-Modell

In dieser Arbeit betrachten wir das sogenannte ,urban planning“-Modell, welches in [BB05]
eingefiihrt wurde. Seine urspriingliche Motivation ist, das 6ffentliche Verkehrsnetzwerk fiir
die tégliche Pendelstrecke der Arbeiter von ihrem Zuhause zu ihren Arbeitspldtzen inner-
halb eines Stadtgebiets zu optimieren. Dabei werden die Ursprungsorte, die Wohngegenden,
durch eine rdumliche Verteilung py € fobm(R™), und die Zielorte, die Biirogebdude, durch
eine rdumliche Verteilung uy € fom(R™) beschrieben.

Das offentliche Transportnetzwerk wird reprisentiert durch eine rektifizierbare Menge

¥ C R™ mit endlichem eindimensionalen Hausdorffmal #!(X). Dabei kénnen wir H!(X)
als die Lange unseres Transportnetzwerkes auffassen. Jeder Pendler kann fiir feste Kosten
b pro Reisedistanz auf dem Netzwerk reisen oder seine eigenen Transportmittel benutzen,
fiir die er pro Reisedistanz etwas hohere Kosten a > b zahlen muss. Die Kosten dafiir, dass
eine Person auf einem Pfad 8 C R" reist, sind also gegeben durch

aH' (O\ ) + bHH(ON YD),

wobei a die Kosten pro Reisedistanz auflerhalb des Netzwerkes bezeichnet und b < a die
Kosten pro Reisedistanz innerhalb des Netzwerkes.
Die minimalen Kosten, um von z € R™ nach y € R™ zu reisen, sind somit gegeben durch

ds(z,y) = inf{aH (O \ Z) + bH'(ONX) |0 € Cry}
fur Cpy = {0 : [0,1] — R™ | 0 ist Lipschitz-stetig mit 6(0) = x, 6(1) = y}. Dabei bezeichnet
Cy,y also die Menge aller Lipschitz-stetigen Kurven, welche z und y verbinden.

Die Wasserstein-Typ Distanz, welche durch diese Metrik induziert wird, beschreibt die mi-
nimalen Kosten, um die Wohngegenden pg und die Biirogebdude p; zu verbinden, und ist
gegeben durch

de (,U/Oaul) = inf / dg(l',y)dﬂ(l',y),
€I (po,p1) JR? xR™
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wobei II(ug, 1) die Menge der Transportpldne beschreibt.

Das ,,urban planning“-Problem befasst sich mit dem Finden eines optimalen Transportnetz-
werkes ¥ im Hinblick auf die Transportkosten W, (110, 1) und einen zusétzlichen Parameter
eH!(¥), den Unterhaltungskosten des Netzwerks.

Damit ist das Energiefunktional, welches die Kosteneffizienz des Netzwerks ¥ beschreibt,
von der Form.

5;,/@,17,#0,#1 [¥] = Way (po, p1) + eHL(D).

Die gesamten Transportkosten Wq,, (o, p1) sind also proportional zu der zu transportieren-
den Masse, die Unterhaltungskosten des Netzwerks ¢eH!(¥) sind dagegen proportional zu
dessen Gesamtldnge mit Proportionalitdtsfaktor €. Aus diesem Grund werden hierarchisch
verzeigte Netzwerke préferiert.

Wegen
avavbvu()vﬂl _ %7%71““0’/"'1
ggbrom — pel
geniigt es, den Fall b = 1 zu untersuchen.

In [BW15a] wird gezeigt, dass diese Darstellungsform des ,urban planning“-Modells dqui-
valent zu einer Formulierung des Problems mit Hilfe von Irrigation Pattern x ist. Dabei
kann das optimale Transportnetzwerk >* durch

€
-1

¥ ={z eR"[m(x) >

}

dem optimalen Irrigation Pattern x* entnommen werden.

Wir fithren an dieser Stelle die Lagrangesche bzw. Pattern-basierte Formulierung ein, da sie
fiir den Beweis der Energieskalierungsgesetze von Vorteil ist. Dabei definieren wir unsere
Kostenfunktion als Integral tiber die Menge aller Irrigation Pattern auf " x [0, 1].

Definition 2.4.1 (,urban planning“-Problem, Pattern-basierte Formulierung). Sei (I', B(T"), Pr)
der Referenzraum und x : T’ x [0,1] — R™ ein Irrigation Pattern. Fir e > 0 und a > 1
betrachte die Kostendichte

X () = min{1 + mxs(x),a} falls my(z) > 0,
’ a falls my(x) =0

Die ,urban planning“-Kostenfunktion ER® ist definiert durch

00 = [ (o) 0[Pt

Fiir po, pup € fom(R™) ist das ,urban planning“-Problem
mln 557‘1»#07#1 [X]?

wobes
ESBHOM [y ] = E*(x)  falls (i = po und pX = p,
o0 sonst.
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Die Existenz von minimierenden Pattern, genauso wie die Aquivalenz der Optimierungs-
probleme

min E&%H0H1 [X] — min £5%LHom
X b

wird in [BW15a] gezeigt.

Bemerke, dass ¢ die Netzwerkunterhaltungskosten bestimmt. Folglich fiihrt ein grofles € zu
groben Netzwerken, wihrend ein kleines € dazu fiihrt, dass das Netzwerk sehr fein wird.
Unser Energieskalierungsgesetz wird sich mit letzterem Fall beschéfigen.

Spéter werden wir das folgende Reparametrisierungsresultat aus [BW15a] benotigen, wel-
ches zeigt, dass in Definition 2.3.3 anstelle von x,, € AC([I) dquivalent x, € Lip(I) gefordert
werden kann.

Proposition 2.4.2 (Konstante Geschwindigkeitsreparametrisierung von Pattern). Irriga-
tion Pattern mit endlichen Kosten konnen so reparametrisiert werden, dass x, : I — R"
Lipschitz-stetig ist und |xp| konstant ist fir fast alle p € T, ohne dass sich die Kosten E3"
verandern.

2.5 Das zu betrachtende Setting

Um ein besseres Verstdndnis vom Modellverhalten zu bekommen, wollen wir in dieser Arbeit
ein Energieskalierungsgesetz fiir die Netzwerkkosten fiir folgende einfache Geometrie (siehe
Abb. 2.4) herleiten.

Im zweidimensionalen euklidischen Raum betrachten wir als Quell- und Senkverteilung die
folgenden beiden Mafle, welche auf zwei Linien konzentriert sind,

Ho = ch [07 l] X {0}’ H1 = £ [07 l] x {L}v

wobei [ > 0 ist.

Im Allgemeinen betrachten wir zwei Mafle pg, 1 € R™ der gleichen Masse, welche auf
Hyperquadraten der Kodimension 1 leben und auf denen die Masse uniform verteilt ist.
Diese sind gegeben durch

po =mH" L (A x{0}), m=mH"""L(Ax{L}),

wobei A C R"™! ein Hyperquadrat und m > 0 ist.

Dabei représentiert po die Ursprungs- und p die Zielverteilung. Wir suchen nun ein optima-
les, lokal-eindimensionales Transportnetzwerk, welches die Masse von pg nach pp transpor-
tiert. Dabei ist Optimalitédt bezogen auf eine bestimmte Energie, in unserem Fall die ,,urban
planning“-FEnergie, bei der der gebiindelte Transport von mehreren Partikeln giinstiger ist
als der separate Transport jedes Partikels. Somit werden wie in Abb. 2.4 verzweigte Netz-
werkstrukturen favorisiert, welche die Priaferenz des gesammelten Transports beriicksichti-
gen und die Bedingung, dass die Partikel gleichméflig auf uo eingesammelt und gleichméfig
auf pp verteilt werden sollen, erfiillen.
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Abbildung 2.4: Das betrachtete Setting (entnommen aus [BW15b]). Oben links: Skizze der betrach-
teten Geometrie, zwei Mafle pg und pp, welche auf Hyperquadraten der Kodimen-
sion 1 mit Abstand L leben. Unten links: Exemplarisches Transportnetzwerk im
Zweidimensionalen, auf dem Masse von pg nach pp transportiert wird. Rechts: Foto
eines Buchsbaums, welcher eine verzweigte Netzwerkstruktur und ein vergleichswei-
se diinnes Bléatterdach aufweist, welches man sich fast als eine niedrig-dimensionale
Mannigfaltigkeit vorstellen kann.

Die beschriebene Situation kann beispielsweise als eine starke Vereinfachung des Wasser-
transports innerhalb einer einzigen Pflanze oder innerhalb eines Waldes gesehen werden.
Ein einzelnes Blatt oder das Blétterdach eines Baumes kann oft als zweidimensionale Man-
nigfaltigkeit abstrahiert werden, welche in einem dreidimensionalen Raum eingebettet ist.
Dabei représentiert pg den Grundwasserspeicher und p; den Wasserverbrauch im Blétter-
dach eines Baumes (siehe Abb. 2.4).

2.6 Die optimale Energieskalierung

Fiir ein gegebenes Anfangs- und Endmafl pg und g1 suchen wir ein optimales Irrigation
Pattern, d.h. den Minimierer von

geamony) = [FP 00 falls i = po und % = pu,
00 sonst.

Zur Herleitung von Einergieskalierungsgesetzen betrachten wir das oben eingefiihrte Setting
mit Quelle und Senke

po =mH" " TL (A x {0}), p=mH" L (Ax{L}).
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Deswegen kénnen wir
gs,a,A,m,L — 56)047#()”“‘1

setzen.

Durch Umskalierung der Geometrie und des Masseflusses erhélt man leicht folgende Entdi-
mensionalisierung:

ga,a,A,m,L[ a,%A,l,l [l

X] = angLnilm’ LX]’

sodass wir uns ohne Beschrankung der Allgemeinheit beschranken kénnen auf

po=H"'L(Ax{0}), pm=H"'L(Ax{1}) und &> .= gLl

Wir bezeichnen die Mindestenergie fiir € = 0 mit

g*,a,A gO,a,A[

— inf .
in X

Folgendes Lemma zeigt die Gleichheit zwischen der Mindestenergie des Transportmodells fiir
¢ = 0 und dem (n-1)-dimensinalen Hausdorffma8i des Hyperquadrates A. Diese Gleichheit
werden wir in Kapitel 3 dieser Arbeit hdufig ausnutzen.

Lemma 2.6.1. Fir die Wassersteindistanz

Wilpop) = _inf [ o= yldutay).
wEI(po,pn1) JR xR™

gilt

£ = Wijuo, ) = ' (A).

Beweis. Der Beweis dieses Lemmas wird in zwei Schritten durchgefiihrt.

Schritt 1: Es ist zu zeigen: W1 (uo, 1) = H" 1 (A).

<f>>_ommx¢y
(1)) 1=e
).

Sei p € (o, 1) mit p ((
x
0

)
——l(ES]
(+)

Somit ist u = |z — :f (H 1L A).

i



Es gilt also

Wi(po, 1) = lnf / |z — yldf(z, y)
RHXRTL

/ > ( )’ d(H'LA)
:/ 02 + (—1)2dH
/.

7 xRn?

Nach Theorem 2.2.5 gilt

Wi (po, 1) = sup / pd(po — p)-
e:R"—=R, R"”
¢ Lipschitz-stetig,
L=1
Betrachte ¢ : R®" — R mit ¢ i ) = z. Dann ist ¢ Lipschitz-stetig mit

Lipschitz-Konstante 1, denn fiir x,u € A und y,v € R ist

o((3) o () mvi= oo o=
:\<z:z>\:l<i>—<ﬁ>\-

Da W eine Metrik ist, gilt wegen der Symmetrie von Wy

Wi (o, p1) = Wi(p, po)

= sup / @d(p1 — po)
p:R" >R, R™
¢ Lipschitz-stetig,
L

> [ od(u = u)

Lo
Lo

=H""1(A).

— 8 I
| |
o —

3

IS
o,
=
=)
N
VRS
ISI )
~_—
~—
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Schritt 2: Es ist zu zeigen £%%4 = Wy (uo, 1)

Es gilt

g*,a,A _ iI;f gO,a,A[X]

— gO,a,,uo,,m [E*]
= Wag. (10, p11)

=  inf / inf {aH'(©\¥*)+H (O©NTH)}du(z,vy)
R

nE(po,p1) JRE xR O€Cy y

= inf / |z — y|du(z,y)
€ (po,p1) JR™ xR™

= Wi(po, p1)-

O]

Zum jetzigen Zeitpunkt kénnen wir uns einfach vorstellen, dass das Infimum fiir ¢ = 0 durch
ein Netzwerk mit unendlich vielen vertikalen Réhren der Lénge 1 angendhert wird.

Fiir € > 0 weicht die mindestens erreichbare Energie jeweils von £%%4 ab. Wir nennen die

Abweichung Uberschussenergie und kiirzen sie ab mit

Age,a,A — min gs,a,A[X] _ 5*417‘4,
X

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, wie sich die Abweichung bzgl. des Parameters ¢ verhalt.
Der Beweis, dass das betrachtete Transportmodell dem folgenden Energieskalierungsgesetz
gentigt, wird in Kapitel 3 gegeben. Dabei werden wir in dieser Arbeit nur den Beweis der
oberen Schranke fiithren. Ein vollstdndiger Beweis ist in [BW15b] gegeben.
Theorem 2.6.2 (Energieskalierung fiir das ,,urban planning“-Modell). Es existieren Kon-
n+1

stanten C1,Cy > 0 unabhdngig von €,a und A, sodass fir ¢ < min{l,’H”_l(A)TJ—rl} und
a>1 gilt

CrH" Y (A)min{a — 1, f(e,a)} < AES¥H < CyH™ Y (A)min{a — 1, f(,a)},
wobei die Funktion f gegeben ist durch

5 falls n = 2,
fle,a) =S (Va+|log®2|)ye  fallsn =3,
Val(vVa—T1)wtenT fallsn > 3.

Es ist auffillig, dass die Abschitzung stark vom Parameter a, den Kosten fiir einen Trans-
port auflerhalb des Netzwerks, abhéngig ist. Dies ist umso mehr von Bedeutung, wenn a
grof} oder nahe 1 ist.

In Kapitel 3 werden wir sehen, dass die drei unterschiedlichen Skalierungsgesetze fiir ver-
schiedene Dimensionen auf drei verschiedene Systeme hinweisen:
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e In 2D stammt der Hauptbeitrag der Uberschussenergie aus dem Gebiet zwischen den
beiden Maflen, wobei sie von pg und p; weg beschrankt ist.

e In 3D tritt der Hauptbeitrag der Uberschussenergie auch zwischen den beiden Mafen
auf, aber diesmal gleichméfliger, bis an die Grenze verteilt.

e In hoheren Dimensionen ist die Energieskalierung bestimmt durch Energiebeitréige,

welche bei pg und @1 konzentriert sind.

1

L | T L | I =7 T | T L T T ¥ T L |

\VA AV AVAAVARVARVARVARVARYA RV RVARVARVARVARVARvA L

\ ;‘ ho

h-]_

d
d

AN VAN VNN WANWANFAN WA VAN TN A FANFAN AN AN A

P | T a7 | = | 1 | T | I T X At | X i | I

Hao

Abbildung 2.5: Konstruktion eines Netzwerkes mit Einheitszellen mit Zellbreite wy und Hohe hy,
dessen Grenzen durch die diinnen blauen Linien gekennzeichnet sind. Hier ist die
Einheitszelle eine V-geformte Struktur (in Anlehnung an [BW15b]).

Alle Energieskalierungen werden durch das Verfolgen von Abwandlungen eines generellen
Schemas erhalten, welches urspriinglich von Kohn und Miiller in 1992 [KM92] eingefiihrt
wurde, um Martensit- Austenit-Uberginge zu modellieren:

Die obere Schranke basiert auf einer Konstruktion mit Einheitszellen, welche in hierarchi-
schen Schichten angeordnet sind (siehe Abb. 2.5). Die Einheitszellen, welche der Gebiets-
grenze am néchsten sind, sind die kleinsten und von Schicht zu Schicht verdoppelt sich die
Zellbreite und fiihrt somit zu einer Vergréberung im Zentrum des Gebiets. Jede einzelne
Einheitszelle enthélt eine verzweigte Struktur, welche kompatibel mit der Verdopplung der
Zellbreite ist

Die freien Gestaltungsparameter sind die Breiten der Einheitszellen auf dem grébsten und
feinsten Level sowie die Streckung der Einheitszellen auf jedem Level.
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Wegen ¢ > 0, kann die Uberschussenergie fiir jede einzelne Einheitszelle als Funktion der
Gestaltungsparameter berechnet werden und die Summe der Uberschussenergie aller Ein-
heitszellen liefert die gesamte Uberschussenergie. Durch Minimierung iiber die Gestaltungs-
parameter erhilt man die optimale Konstruktion und Energieskalierung. Das detaillierte
Verfahren wird in Kapitel 3 beschrieben.
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KAPITEL 3

Obere Schranke mittels verzweigter Konstruktion

In diesem Kapitel werden wir Konstruktionen von Transportnetzwerken mit erforderlicher
Energieskalierung bilden. Diese Konstruktionen werden aus Elementarzellen bestehen, wel-
che in hierarchischen Schichten angeordnet sind. Die einzelnen Elementarzellen werden wir
jeweils durch ein Irrigation Pattern beschreiben. Aus diesem Grund werden zunéchst in
Kapitel 3.1 einige Operationen definiert, mit deren Hilfe mehrere Irrigation Pattern zu ei-
nem Einzigen zusammengesetzt werden kénnen. Anschliefend werden wir in Kapitel 3.2
die einzelnen Elementarzellen und in Kapitel 3.3 die optimale Konstruktion fiir das ,,urban
planning“-Problem definieren und analysieren.

3.1 Operationen mit Pattern

Unsere Konstruktionen werden Kombinationen von Irrigation Pattern benotigen. Diese Ope-
rationen werden in Definition 3.1.1 und 3.1.2 eingefiihrt.

Definition 3.1.1 (Vereinigung von Pattern). Sei x; : I'; x I - R™,i € N C N, eine Folge
von Irrigation Pattern mit Referenzriumen (I, B(I';)Pr,). Nehme an, dass >; Pr,(I';) <
+o00. Sei I' die disjunkte Vereinigung der I';,

r=JJr,
1EN

ausgestattet mit der Produkttopologie und der zugehdrigen Borel-Algebra. Zusdtzlich betrach-
te das Mafl Pr definiert durch

1EN

Das Irrigation Pattern x : I' x I — R"™ definiert durch
X(p;t) = xi(p,t), falls p € T,

wird Vereinigung der Pattern x; genannt und mit x = [[; x; bezeichnet.

Als Néchstes schliefen wir zwei Pattern in Serie aneinander. Hier reist jeder Partikel p
zunichst entlang eines Pfades definiert durch x; und anschlieBend weiter auf einem Pfad
definiert durch yo.

Definition 3.1.2 (Serie von Pattern). Seien x; : I'; x I — R™ firi = 1,2 zwei Irrigation
Pattern und T : Ty — I's ein Isomorphismus zwischen MafSraumen, sodass

x1(p,1) = x2(T(p),0) fiir Pr-fast alle p € I'y.
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Definiere nun das Irrigation Pattern x : I'1 x I — R™ durch

Xl(pv2t) 7t€ [0 ]7
X(p,t) = { 1
x2(T(p), 2t —1) ,te(z,1].
Zusdtzlich sei fir p € I'yry, : I — I eine Reparametrisierung, sodass x(p,t) = X(p,rp(t))

eine konstante Geschwindigkeit |xp| fir fast alle p € 'y hat. Das Irrigation Pattern x wird
T-relative Reihe von Pattern x1 und xo genannt und wird mit x1 or x2 bezeichnet.

—_ N

Mit Hilfe der eingefithrten Operationen werden wir spéter ein Transportnetzwerk konstru-
ieren. Zur Abschétzung der Energie dieses Netzwerkes verwenden wir das folgende Lemma.

Lemma 3.1.3 (Elementare Eigenschaften). Die ,urban planning“-Energie ER" erfillt fol-
gende elementare Eigenschaften:

(i) Ep®(x11Ix2) < Ep®(x1) + E5"(x2),

(i) E3%(x1 01 x2) < E3*(x1) + E5*(x2),
(7/”) MXI HX2 _ ,U,+ + MXQ Xl HX2 _ ,U;)il + Iu)ﬁg
(iv) M)ﬁ°TX2 _ Mf’ M)ﬁloTX2 X2

wobei Gleichheit genau dann gilt, falls sich die Pattern nicht iberschneiden.

Beweis.

(i) Fir alle x € R™ erfiillt die Vereinigung zweier Pattern x; und xo

le HX2 ($) > My, (:E) und le HXQ ("L‘) > mXQ(:L‘)'

Somit ist

T2§1HX2( )< rXi(z) und 7,2?1].[)(2( ) <rX2(x) firalle z € R",

— " &,a — &,a

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn sich die Pattern nicht {iberschneiden.
Damit folgt mit der Definition von E3*

B Catle) = [ [0 1)) [4(0a L) atare)
= [ [0 )0 [ 0a a0 e are, )
# [ [ G Ty [ L) aedre, o
/Fl/r’“ (a IIx2)p®) |5 (O LT xa), ( )]dtdppl()
+/ /7“"2 (a ITx2)p®) |4 (Ca ITxa), (1)) | dt dPr, ()
/n/ X% (x1, (1)) [X1, (t)| dt d Pr, (p)

+/ /TX2 Xgp Xgp ’dthFQ( )
= EB%(x1) + EB% (xa).
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(ii) Sei x = x1 or x2. Dann gilt

B0 = [ [ nx
1
J )
ryJI
e
Iy JI
r .1
o 2
=k
1
2
<

—

—

N

—
—

1
- / 2 (Xarg, (20 = 1)
2

Ex(x

r8a(x1, (1))

1) +

o0 (1)) [Xp(8)] dt dPr, (p)

D

<
He=

o~

<
RRES

o+

*(x, (26)) X1, (2t)| dt

le |X1p | dt dPFl

X1, ()| dtdPr, (p

E;Q(X2)7

() o] at + [

‘sz)

(1) [xp(1)] dt] dPr, (p)

X% (% (1)) [Xp(1)] dt] dPr, (p)

(2t - 1) dt] dPr, (p)

L
o [ [ e

a(X27(, (1)) ’X%(p) (t)‘ dtdPr,(p)

) | X2, (t)| dt dPr,(p)

wobei wir im dritten Schritt Propositon 2.4.2 verwendet und im vorletzen Schritt
benutzt haben, dass ein Isomorphismus zwischen Mafiriumen maferhaltend ist.

(iii) Fir alle A C T gilt

Analog folgt 1! il
(iv) Fir alle A C I gilt

(4) =

qul(_loTXQ (4) =
= PF1(

(i

(G ey =1 )
)7L(4)

X2
)

), Pr (4)
(i) (A))
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und
PR (4) = (111772 P, (A)
inOTX2)—1 (A))

3.2 Elementarzellen

Unsere Konstruktion des Transportnetzwerkes wird aus zwei verschiedenen Typen von Zel-
len bestehen (siehe Abb. 3.1). An dieser Stelle fithren wir zunéchst diese beiden elementaren
Irrigation Pattern ein und werden anschlieffend deren ,,urban planning“-Kosten berechnen
bzw. abschéatzen.

w w w w

Abbildung 3.1: Elementar- und Wassersteinzellen in 2D und 3D (entnommen aus [BW15b)])

Als Erstes wollen wir die Elementarzelle vorstellen. Diese werden wir spéter verwenden, um
die inneren Schichten unseres Netzwerkes aufzubauen.

Definition 3.2.1 (Elementarzelle in nD). Sei 'y = [—1,0], I'11 = (0, 1] und definiere fir
einen Multiinder j € {—1,1}""! das Einheitsquadrat

n—1
Fj = >< Fji
=1

im Orthant definiert durch j. Sein Mittelpunkt wird mit m; = %j € R ! bezeichnet. Die
Elementarzelle mit Basispunkt © = (2/,xy,), Breite w, Hohe h und Fluss f ist definiert
als Tripel (Ff,pr,Xf’w’h’f) fiir den Referenzraum T'y = [—1,1]"7! = Ujef—1,13n11j, das
Referenzmafs Pr, = fert LTy und das Irrigation Pattern Xf,w,h,f Iy x I— R,

w .
Ximh,f(p?t) = (:B'+t§mj,xn+th) firp e T'y.
Das Ursprungs- und Zielmaf$ der Elementarzelle sind gegeben durch

Xfwhf n—1 Xfwhf r, W
P s, S = S Gl Syt h),
je{-1,1}n-1
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Aus der Definition des Irrigation Patterns Xf, w,h,f 18t leicht abzulesen, dass dessen Bild aus
2n~1 Zweigen besteht. Die Linge dieser Zweige ist gegeben durch

| A +gmy [ [ %35 _\/ W2 g2 L
|5 ) () (30 - o

(3.1)

Des Weiteren konnen wir feststellen, dass das Bild von Xf', wh.f komplett enthalten ist in

E=ux+ ([—2’ Zrl « [O,h]>

und sich das Ursprungs- bzw. das Zielmafl der Elementarzelle auf die untere bzw. obere
Grenze von E konzentriert.

Um spater die Energie unseres Netzwerkes abschéitzen zu kénnen, miissen wir die ,,urban

planning“-Kosten einer Elementarzelle kennen.

Lemma 3.2.2 (Kosten der Elementarzelle). Die ,urban planning“-Energie einer Elementar-
zelle erfillt

B3 (XE ) = 2" " min{af, f + e}l

fir 1 wie in (3.1).

Beweis. Dies ist eine einfache Rechnung, bei der Xf, wh, f und Pp, in Definition 2.4.1 ein-
gesetzt werden. Zuséatzlich wird benutzt, dass die Masse, welche durch jeden Punkt & eines
Zweiges fliefit, entsprechend der Definition des Ursprungs- und Zielmafles der Elementar-
zelle, gegeben ist durch LN (z) = f.

E]ia X:rwhf / / Xxw Jhf p7 )) Xﬁw,h,f(]% t)‘ dthFf(p)

:/Ff/ min{a, 1+ ( )}‘<wmavh>’dthFf( )

— min{a, 1+ > }/ ,/ Sl 4 R2 AL LT ()
— i Sagn-1 1/“’77 2
—mln{a,l—i-f}Z f 11 91> + A

= 2" ' min{af, f + 5}\/(3:)2(71 —1)+h?
= 2"t min{af, f + e}l
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Als zweiten Zellentyp wollen wir noch die Wassersteinzellen vorstellen, welche spéter die
Schicht an der oberen und unteren Grenze unserer Konstruktion bilden werden.

Definition 3.2.3 (Wassersteinzelle in nD). Die Wassersteinzelle mit Basispunkt x = (2, zy,),
Breite w, Héohe h und Fluss f ist definiert als Tripel (I'y, PFf’XE,/w,h f) fir T'y und Pr, wie
in den vorherigen Definitionen und das Irrigation Pattern ng7h7f Iy x I— R,

w
ngw,h,f(pa t) = (.Z'/ + tip, Ty + th)

Das Ursprungs- und Zielmaf$ der Wassersteinzelle sind gegeben durch
ngw n— szw w o n— ww
s =g, e < g (8) L (o (505 ] < ).

Wie bereits die Elementarzelle, ist auch die Wassersteinzelle komplett in £ enthalten. Auch
die ,urban planning“-Kosten dieser Zelle werden spéter in unserer Energieabschétzung fiir
das gesamte Transportnetzwerk relevant sein.

Lemma 3.2.4 (Wassersteinzelle: ,,urban planning“-Kosten). Die ,urban planning“-Energie
einer Wassersteinzelle erfillt

min{af, f +etw falls n =2 und h =0,

e, W
) <
B Owns) < {2" laf )w2 + h?2  sonst.

Beweis. Falls n # 2 oder h # 0 gilt m, w f(:i‘) = 0 fiir alle Z # x. Somit erhalten wir mit
Definition 2.4.1

EBY( szhf /F / mehf(pv ))|Xl¢4,/w,h,f(pat)|dtdpl"f(p)
f
= [ [ 1GGp w0
—a/ S |p!2+h2d£" LT (p)

Fiir den Fall n = 2, h = 0 ist der Basispunkt der Wassersteinzelle gegeben durch x = (2/, z2)

und wir benutzen m, w hf( z) = f(1- M) fir alle € (' — §,2" + §) x {22}. Sei

)NCKWMf :I'y x I — R™ definiert durch

(xl +t%a$2)v p> 07
(ml - t%,]ﬁg), p < 0.

1) = {
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Dann ist m;(z:’/w’h’f(:%) = ffiralleZ € (' — 4,2" + %) x {z2}. Damit gilt

I
&e\
roox
Jr
NS

min{a, 1 + ;}f dz

= min{af, f + c}w.

3.3 Obere Schranke fiir die optimale ,,urban planning“-Energie
gz—:,a,A

Um eine obere Schranke fiir die optimale ,,urban planning“-Energie herzuleiten, miissen wir
uns ein Transportnetzwerk mit der gewiinschten Energie konstruieren. Dieses wird durch
ein Irrigation Pattern repréisentiert, welches aus vielen Irrigation Pattern zusammengesetzt
ist, die jeweils eine Elementar- oder Wassersteinzelle beschreiben (siehe Abb. 3.2).

Da das Pattern symmetrisch ist bzgl. z,, = %, werden wir im Folgenden nur die obere Hélfte
X« betrachten. Diese besteht aus K Schichten, wobei die k-te Schicht eine Anordnung von
N, ,:“1 identischen Elementarzellen repréasentiert. An der oberen Grenze wird eine zusétzliche
Schicht von Wassersteinzellen hinzugefiigt.

Dies wollen wir uns nun genauer im Rahmen unser speziellen Geometrie (siche Kap. 2.5
und 2.6) anschauen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass das Hy-
perquadrat A mit Seitenlinge | = "/H" 1(A) gegeben ist durch

A=[0,0]""".
Es bezeichne xj; den Basispunkt, wy die Breite, hy die Hohe und f; den zur i-ten Ele-

mentarzelle zugehérigen Fluss in der k-ten Schicht, wobei i € {1, ..., Ny }" "1 ein Multiindex
ist. Dann wéhlen wir

B l w n—1
wk‘:21 k/wl7 Nk‘:iv fk‘: (k> ;
Wi 2

k-1
1 1 1
Fy . .
hk = nggﬁ(LV(a - 1) s Tki = ((zl — 2) Why +eny ('Lnl — 2) Wi, 5 + jil hj) (3.2)

fiir die grobste Zellbreite wy und einige zu bestimmende Konstanten ¢, o, 3,7,6 € R.
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Abbildung 3.2: Skizze der Konstruktionsansétze im Zwei- und Dreidimensionalen. Die diinnen Linien
deuten die Grenzen der Elementarzellen an. Zudem reprasentieren in der dreidimen-
sionalen Konstruktion die blau hinterlegten Flidchen die Wassersteinzellen (entnom-

men aus [BW15b]).

Nun definieren wir das Irrigation Pattern, welches die k-te Schicht beschreibt, als Vereini-

gung der Elementarzellen dieser Schicht, d.h.

I

iE{l,...,Nk}n71

Xk =

Xalf

X2

Il

UL\
AT
1\ \¥
-
e/
VAV Ay Ay
VARV V.4 VAV AV

FE
Xz, i wp b, fr

Analog definieren wir die oberste Schicht der Wassersteinzellen als

w

I

iE{l,...,Nk}"_l

XK+1 =

fir ein K € N, H € R.

Xz, wi1,H, i 41

Mo

Bemerke, dass fiir k =1, ..., K + 1 der Referenzraum von xj, die disjunkte Vereinigung

Iy

- I

iE{l,...,Nk}"_l

7
Jr

ist, wobei F?k eine Kopie von I'y, bezeichnet.

Um nun die Irrigation Pattern der verschiedenen Schichten aneinanderzureihen, bendtigen

wir noch folgende Proposition. Dabei sei der Punkt Z; so definiert, dass gilt

k-1

B 1

xk,i7§+ E hj | = xp;.
J=1
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Proposition 3.3.1. Die Funktion T}, : T, — R"™1,

i ~ Wi
fr >2p T i + =D

2

ist eine maferhaltende Abbildung vom urspringlichen Referenzraum Uy nach

(A, B(A), L7 L A).

Beweis. Da die Abbildung T}, stetig ist, ist sie messbar.
Weiter sei B C B(A). Dann gilt

Wk

-1
Pr, (I71(B)) = fil" LTy, (—mk (%) B)
= fil" 'L (xk: +[-1, 1]”‘1) ((UQR)_I B)
) ()) el byl

=L A(B).

Somit ist T}, : 'y, — R™! eine maBerhaltende Abbildung.
Da fiir alle p € T'y, gilt

- w
Ti(p) = Tk;i + 7]610 € 4,

folgt die Behauptung. O

Wegen dieser Proposition kénnen wir nun die Partikel in 'y durch die Abbildung T} mit

Partikeln in A identifizieren und koénnen (A,B(A), L 'L A) als Referenzraum von Yy
nehmen. Dies vereinfacht die Komposition unserer Pattern, da nun

Xk(P; 1) = Xk+1(p, 0) fiir fast alle p € A

gilt. Die obere Halfte unseres Irrigation Patterns kénnen wir somit definieren als

Xu = ((---((x1 14 X2) ©1d X3) ©1d --+) ©1d XK +1);

indem wir Definition 3.1.2 mit der Identitdtsabbildung Id : A — A benutzen.

Das Irrigation Pattern der unteren Hélfte y; wird analog konstruiert und das gesamte
Irrigation Pattern ist definiert als

X = X1°Id Xu-

Wie in Kapitel 2.6 festgelegt, beschrinken wir uns hier auf die Situation, dass die beiden
Hyperquadrate, welche durch unser konstruiertes Transportnetzwerk verbunden werden,
den Abstand 1 besitzen. Unsere Konstruktion muss also eine Gesamththe von 1 haben.
Wir werden sehen, dass diese Bedingung bereits die Breite der grobsten Elementarzelle w;
festlegt.
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Da also die Summe der Hohen aller Schichten 1 sein muss, gilt

()

k=1

K
=2 (Z cwiePa(a —1)° + H)

k=1

=2 (i 2V Fw)) P a (a — 1)° + H)

k=1

K

= 2cwie’al(a — 1)° Z(?l_k)o‘ +2H
k=1
K-1

= 2cwfe’a) (a — 1)° Z 27k 1 o[
k=0
1— 27Ka

= 2cwfe’a’ (a — 1)6W + 2H. (3.3)

Im Folgenden werden wir verwenden, dass die Konstanten o und § ungleich 0 sind. Spéter
werden wir sehen, dass wir in unseren Beweisen die beiden Konstanten tatsédchlich immer
so wahlen werden, dass diese Einschrankung nicht verletzt wird.

.. . _B8 _2a
Angenommen, 1 —2H sei immer noch von Ordnung 1, dann erhalten wir w; ~ e aa™ o (a—

1)_3. Basierend auf diesen Heuristiken wéahlen wir

1
wy = @s*ga*%(a — 1)72 fir ¢ € (5, 1]. (3.4)
Dabei ist ¢ so gewahlt, dass die Seitenldnge des Hyperquadrates [ ein ganzzahlig Vielfaches
von wj ist. Insbesondere setzt dies wy; < [ voraus. Dadurch erhalten wir fir all unsere

Konstruktionen folgende Bedingungen an e:

w1 Sl
= E*ga*%(a — 1)72 < "7\1/7-[”_71(14)
< e h < aa(a— l)gH"*l(A)ﬁ
= e<a Fla— 1) FHVLA) IO, (3.5)

Durch Einsetzen von (3.4) in (3.3) kénnen wir nun den Wert fiir unsere Konstante c erhalten:

1— 27Ka
1 =2cue’a(a — 1)5ﬁ +2H
1— 2—Ka
o 1= 2céa€*5a*7(a — 1)765&@7@ - 1)6W +2H
o 271(04

o 1—2H = 2¢c®

“ 1o

1-2H 1-27¢ Lo ]
< €= e - Ka Tree(gll (36)
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In all unseren Konstruktionen werden zusétzlich die Bedingungen

1
., H<-, a>0 (3.7)

K>1 ,
4

sichergestellt sein. Somit garantieren wir, dass das konstruierte Netzwerk eine verzweigte
Struktur aufweist und die Breite der grobsten Elementarzelle tatséchlich bereits durch die
Gesamthohe unserer Konstruktion festgesetzt ist.

Mit den Bedingungen aus (3.7) gilt

1-2H 1-27* _ 1 - L et

2¢cc 1 —2-Ke = g(lya-1" " (1ot =
und

1-2H 1-27° >§ 1-27% ke 1—-27€

2¢¢ 1-2-Ka ™ 921 _2-Ka 4
Also ist

1—2H 1—27 [1—27 |
= 20|
260 1 —2-Ka 4

Nun kénnen wir die Energie unseres Netzwerkes, welches durch das Irrigation Pattern x
reprisentiert wird, abschétzen.

Bevor wir jedoch mit den Beweisen der oberen Schranke der ,urban planning“-Energie
fiir die einzelnen Dimensionen beginnen, werden wir an dieser Stelle noch etwas Vorarbeit
leisten, da wir fiir jede Dimension den Beweis der oberen Schranke mit folgender allgemeiner
Abschéitzung (3.8) einleiten konnen.

Aufgrund der Symmetrie unserer Konstruktion und Lemma 3.1.3 gilt

£ = 285

e,a_FE £,a
Z Z Ep Xay, i ywi e, + Z Ep [ Xogi1,5wrk1,H, fK+1]
k= 116{1 ..... Nk}" 1 ie{l,...,NK+1}n 1

Mit 2(3f, hi + H) = 1, der Bedingung, dass die Gesamthéhe unserer Konstruktion 1 ist,

N = wik und Lemma 2.6.1 konnen wir die Energie £%4 schreiben als

K
g*’a’A = W1(,u0,,u1) = anl(A) =t =12 <Z hi + H)
k=1

K K
=2 (Z " thy, + l”_1H> =2 <Z NPt hy + N}}HMKHH>

k=1 k=1
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Damit erhalten wir
Ags,a,A < gs,a,A[X] _ g*,a,A

[ K
_ €,a E €,a w
=2 Z Z EP {Xxk,ivwkuhk:fk} + Z EP |:X$K+1,i7wK+17vaK+1:|
_k‘:l ’LE{I ..... Nk}n71 ie{l,...,NK+1}n71

n—1, n—1 n—1_ n—1
— NP e+ N H]

[ K
<2 Z Z (E]aa’a {kavi’wk’hbfk} — wg—lhk)
Lk=14e{l,...,Np}n—1

+ Z (E;a |:X¥;<+1,i:wK+1:H7fK+1:| o w%:}l ) : (3.8)
i€{l,....Ng41}n-1

3.3.1 Obere Schranke in 2D

Die ersten Resultate, Theorem 3.3.2 und Korollar 3.3.3, beziehen sich auf den zweidimen-
sionalen Fall.

Theorem 3.3.2 (Particlle obere Schranke von AE5®4 in 2D). Unter Verwendung der
Notation von Kapitel 2.4 existiert ein C > 0, welches unabhdngig ist von €, a, A, sodass fiir
alle ¢ < min{1, H'(A)3} gilt

2

AESYA < HY(A)CeS.

Vor dem Beweis schauen wir uns noch ein Korollar an, welches direkt aus dem Theorem
folgt.

Korollar 3.3.3. Fiir dasselbe C wie zuvor, fiir alle e < min{1, H1(A)3} gilt

AE=A < 1 (A)min{a — 1,Ce3}.

Beweis zu Korollar 3.3.3. Fiir das Irrigation Pattern y : I' x I — R2, x(p,t) = (p,t), mit
Referenzraum T' = A und Referenzmafl Pp = £ A gilt £5%4[x] = aWi (o, i11). Somit gilt
mit Lemma 2.6.1
Ags,a,A — min gs,a,A[X] o g*,a,A
X
= min £ [x] — Wi (o, 1)

< (a — )W (o, 1)
=H' (A)(a—1).

Damit und mit Theorem 3.3.2 folgt die Behauptung. O
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Beweis zu Theorem 3.3.2. In der zweidimensionalen Konstruktion setzen wir die Hohe der
obersten Schicht aus Wassersteinzellen gleich 0, d.h.

H=0.

Durch