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1 Einleitung

1 Einleitung

Wir untersuchen das maligne Wachstum eines Tumors. Dafiir wird der Artikel [JKT20a]
beschrieben und anschlieBend mit [CM17] verglichen.

Ein géngiges Modell des Tumorwachstums, das nur durch den Aufbau des Drucks be-
schréankt wird, ist durch die Gleichung

(P) pi =V - (pVp) = pG(p,x) und p € ds(p) in R? x [0, 7]

mit der Anfangsdichte pp und der Wachstumsfunktion G gegeben [Per14]. Wir charakteri-
sieren den Tumor anhand seiner Dichte p = p(z,t) und des Drucks p = p(z,t), der durch
die interne Energie

B(p) = | slol))da (1.1)

erzeugt wird. Das s soll dabei Eigenschaften wie Konvexitdt und Superlinearitét erfiillen.
Ein zuléssiges Beispiel ist die Rényi-Energie, definiert als
1

Sm(p) := ——p™ wenn p >0, sonst + oo,
m—1

fir m > 1. Fiir m — oo erhilt man

Sco(p) :=0wenn 0 < p <1, sonst + oo.

1.1 Das zeitdiskrete Schema

Um eine Losung von (P) zu finden, fithren wir zuerst ein zeitdiskretes Schema mit einer
dualen Form ein. Eine detaillierte Betrachtung, einschliefflich der Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen, findet in Kapitel 3 statt.

Wir wahlen fiir ein T' > 0 ein glattes, konvexes und beschrinktes Gebiet 2, das fiir das
Zeitintervall [0, T'] ausreichend grof} ist (siehe Satz 1.3 und die Diskussion am Anfang von
Kapitel 6). Nun konstruieren wir eine zeitdiskrete Losung von (P) wie folgt. Fiir eine feste
Schrittlinge 7 > 0 definieren wir p*7 := py und iterieren iiber das Problem

LT LTy = argmin T (p, s p™7), (1.2)

PEX,HEAC (p™7)

(p 0

wobei X := {p € LY(Q) : E(p) < oo}, AC(p) bezeichnet den Raum der MaBe, die absolut
stetig beziiglich p sind,

n,T n,T 1 n,T
(o, s p™7) = Ep) + TF (. p™7) + 5= W5 (p, ™ + 711) (1.3)
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und

Jop" @)f (#505.2) do wenn € AC(),

+00 sonst.

F(Ma pT) = {

Hier ist f = f(z,x) die eindeutige Funktion, die definiert ist durch

0.f(z,x) = {=b:z=G(b,x)} wenn die Menge nicht leer ist, sonst + oo.
Mit der dualen Formulierung von (1.2) erhalten wir den diskreten Druck in (P)
DPnt1,r € argmax J*(p, 7). (1.5)

pEX™
Hier ist

T*(p, p7) = /Q 77 (@) (0°(@) + 7C (p°(2),2) do — / 5 (p(x)) dx, (1.6)

Q

wobei 0,G(z,7) = G(z,z), s* ist die Legendre-Transformation von s und
c : 1 2
p(x) :==infp(y) + S|y — |
Yy 2T

ist die c-Transformation von p. In Kapitel 3 werden wir die Verbindung zwischen dem
urspriinglichen und dem dualen Problem herleiten, insbesondere die Beziehung pn,+1 €
05(pn+1) (siehe Proposition 3.2).

Falls s und s* differenzierbar sind, folgt aus der zweiten Bedingung von (P), dass

p=5"(p), p=1(s")(p)

Somit kann (P) auch folgendermaflen geschrieben werden:

((s)'(p))e — As™(p) = pG(p, ). (1.7)

1.2 Annahmen und Hauptresultate

Von nun an erwarten wir von der Dichtefunktion s : R — R U {+oc} der Energie, dass sie
echt, konvex, unterhalbstetig, superlinear ist und folgendes erfiillt:

s(y) = o0 wenn y < 0, s(0) =0, s(p) ist monoton wachsend in [0, co)

und lim M

z—0t z

=0.

Waéhrend die erste Bedingung verhindert, dass die Dichtefunktion negativ wird, und die
zweite und dritte Voraussetzung natiirliche Eigenschaften von Tumorwachstumsmodellen
sind, dient die vierte Forderung nur der besseren Lesbarkeit. Sie stellt sicher, dass die
Dichte positiv ist, wenn der Druck positiv ist. Ansonsten miisste man sténdig auf ds((0, 00))
verweisen.

Fiir das G nehmen wir folgendes an:
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(G1) G(0,z) ist fiir alle x strikt positiv.

(G2) G(z,z) ist lipschitzstetig beziiglich (z,z) € R x R und monoton fallend in Bezug auf
z.

(G3) fiir alle = existiert ein b(z), sodass G(b(x),z) = 0 und 0 < by < b(z) < by < oo fiir
alle z € R%.

(G4) B = SUP(z,2)eR+ xRd ’G(Z,l’)’ < 0.
Die Annahmen (G1)-G(3) sind natiirliche Eigenschaften des von dem Druck abhéngigen
Wachstums. (G4) benutzen wir zur Vereinfachung unserer Rechenschritte.

Zur Approximation der Gleichung (P) definieren wir in der Zeit konstante Interpolationen

P (x,t) := p"THT(z)  wenn t € [nT, (n + 1)7),
pT(z,t) = p" 7 (z)  wenn t € [nT, (n + 1)7), (1.8)
p(x,t) :=ppt1-(x) wennt € [n7,(n+1)7),

angefangen mit einer gegebenen nicht-negativen Anfangsdichte p®™ = pg. Wir nehmen an,
dass pg einen kompakten Trager hat mit

inf ds(Mp) < co wobei My = || po||oo- (1.9)

Insbesondere gilt My < .

Das Gebiet €2 kann man fiir ein gegebenes Zeitintervall, abgesehen von einer Teilmenge,
beliebig wihlen, ohne die zeitdiskreten Losungen zu beeinflussen. Wenn pg einen kompakten
Trager hat und beschriankt ist, dann gilt dies auch fiir (p™, u7,p") (siehe Satz 1.3 und die
Diskussion am Anfang von Kapitel 6).

In den nichsten beiden Sitzen bezeichnen wir Q := R% x [0, T, wobei Q ausreichend grof
ist. Wir werden zeigen, dass die Interpolationen aus (1.8) fiir 7 — 0 gegen stetige Losungen
von (P) konvergieren. Wir haben

Satz 1.1. Sei My := max(by,inf 9s(||po|| oo (ra))), wobei by in (G3) gegeben ist. Nehme an,

dass entweder s € CL _([0,00)), oder dass G(-,z) affin ist in [0, M) fiir alle x € R%. Dann

gilt fiir jedes T > 0

(a) Fiir alle T < (2B)~! sind p7, p", P’ gleichmdfig beschrinkt in L*°(Q)).

Es existieren p,p € L*=(Q), sodass fir T — 0, bis auf eine Teilfolge,

(b) u™ — pG(p,x) in L'([0,T]; W11 (RY));

(¢) p” = pin L'(Q);

(d) pT. — p und s*(p7) — s*(p) in LY(Q). Sie konvergieren auch fast iiberall, sofern s €
CL((0,).

Auflerdem hat man

(e) (p,p) ist eine sehr schwache Lisung von (P) in dem Sinne, dass p € 0s(p) fast iiberall
und

to
[ [ oot s o+ Goapodedt = [ (p6)(at0) = (o) (z.0)da
fir alle ¢ € C*°(Q) und fast alle to € [0,T].
(f) Wenn py € BV, dann haben wir auch p(t,-) € BV, dessen BV-Norm hdéchstens expo-
nentiell in der Zeit wdchst.
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Fiir den Spezialfall s = s, mit einem pg < 1, das einen kompakten Triiger in R¢ hat,
erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 1.2. Sei s = Soo. Fliir jedes T > 0 existiert ein p € L>=(Q) und ein

pe L2 ([0,T); H- (RY), sodass (a), (b) und (f) aus Satz 1.1 gilt. Auferdem hat man

(c’) p” € [0,1] ist monoton wachsend in der Zeit und konvergiert gegen ein p in L1(Q).
Wenn po € {0,1} fast iberall, dann gilt p™, p € {0,1} fast iberall.

(d’) p% ist monoton wachsend in der Zeit und konvergiert gegen ein p in L?(Q). Auflerdem
gilt Vp — Vp in L*(Q).

(e’) (p,p) ist eine sehr schwache Ldsung von (P) in dem Sinne, dass p(1 — p) = 0 fast
tberall und

to
| [ o005 Yo+ Glpopodedt = | (p6)(at0) - (p0)(a,0) d
0 R4 R4

fir alle ¢ € C*°(Q) und fast alle to € [0,T].

Weitere wichtige FEigenschaften der Interpolationen werden in dem néchsten Satz aufge-
listet.

Satz 1.3. (a) (Vergleichsprinzip) Wenn (p1)™" < (p2)™" und beide (3.2) erfillen, dann
gilt (Pl)n—i_l’T < (:02)n+1"r und (pl)n+1,T < (p2)n+1,7"

(b) (Ausbreitung mit endlicher Geschwindigkeit) Wenn der Trdager von po in Bg, enthalten
ist und (1.9) erfillt wird, dann ezxistieren Ry, Ry > 0, die unabhingig von T sind, sodass

supp p’ (-,t) C BRy+R,+Rat-

(c) (Gleichgradige Stetigkeit in L') Fiir jedes y € R? und einem ausreichend kleinem T
haben wir

T
lim/ / lp"(z + ey, t) — p" (z,t)| dx dt = 0.
0 Jrd

e—0

Nun treffen wir noch Aussagen zur Eindeutigkeit der Losungen.

Satz 1.4 (Eindeutigkeit). (a) Sei s € CL([0,00)). Dann ist unter Bedingung (8.1), die
s = 8y fiir 1 < m < oo einschliefit, das in Satz 1.1 erhaltene Paar (p,p) die eindeutige
schwache Losung von (P). Es ist insbesondere der Grenzwert der gesamten Folge (p™,p")
fir — 0.

(b) Wenn s = S0, dann stimmt das Paar (p,p) aus Satz 1.2 mit der schwachen Lisung
aus [PQV14] iiberein. Es ist insbesondere der Grenzwert der gesamten Folge (p™,p™)

fir T — 0.
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Bevor wir mit dem Beweis der Aussagen beginnen, sprechen wir iiber wichtige Eigen-

schaften des optimalen Transports und der dualen Funktionen. Wir werden h&ufig die c-
—_ 2 . .

Transformation verwenden, wobei ¢(z,y) = 29 fiir ein 7 > 0. Wir iibernehmen nun

2T
Definitionen und Resultate aus [JKT20b].

Definition 2.1. Gegeben sei eine Funktion p : Q@ — R. Dann ist die ¢-Transformation von
p definiert durch

Py) = gggp(ﬂf) + c(x,y).

Gegeben sei eine Funktion ¢ : 2 — R. Dann ist die konjugierte c-Transformation von ¢
definiert durch

q“(w) = supq(y) — c(z,y).
yeN

Lemma 2.2 ([Sanl5]). Gegeben seien Funktionen p,q: Q — R. Dann gilt
S R
und
chc — p07 chE — qE‘

Definition 2.3. Wir nennen eine Funtion p : Q — R c-konkav, wenn p = p, und wir
sagen, ein Paar von Funktionen p,q: Q — R sei c-konjugiert, wenn p¢ = q und ¢° = p.

Lemma 2.4 ([Sanl5]). Wenn p c-konkav ist, dann ist p lipschitzstetig und die Lipschitz-
konstante hingt nur von ¢ und £ ab.

Lemma 2.5 ([Sanl5]). Wenn u ein nicht-negatives Maj$ ist, dann gilt fir jede beschrinkte
Funktion p: Q2 — R, dass

1
e / 2)p(@) dz + W3 (p, =/c du(y).
pEL! (2),0()=h() Qp( () 27 2(p: 1) oF () duly)

Lemma 2.6 ([Gan94, Gan95, GM96]). Sei p : Q@ — R c-konkav mit c(z,y) = |$;Ty‘ .
Definiere T), : Q@ — ) als die eindeutige Losung von

Tp(y) =y — TV (y). (2.1)

Dann ist T), fast tberall invertierbar und Tp_1 ist die eindeutige Losung von

T, ' (x) = z + 7Vp(2).

Wenn v ein nicht-negatives Majf$ und ¢ : Q2 — R eine stetige Funktion ist, dann gilt

i [(EEEIIIZI gy) — [ o1,) duty).
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Bemerkung 2.7. Die Abbildungen T}, und T, 1 konnen zusitzlich als die eindeutigen Losungen
von

Tp(y) = argminp(z) + c(z,y), T, '(z) = argmax p°(y) — c(z,y)
€S yeN

charakterisiert werden.

Satz 2.8 ([Bre9l, Gan95, GM96]). Wenn u,v € L' () nicht-negative Dichtefunktionen mit
der gleichen Masse sind, dann existiert eine c-konave Funktion p* : Q — R, sodass

p*e argmax /Q P (y)u(y) dy — /Q p(z)v(z) dz,

W) = [ @) @) ds— [ @) do.
AufSerdem ist Ty« die eindeutige optimale Abbildung, die p nach v transportiert und Tp_*1
ist die eindeutige optimale Abbildung, die v nach u transportiert. Wenn p eine c-konkave
Funktion mit Tpup = v ist, dann ist T die eindeutige optimale Abbildung, die p nach v
transportiert und Tﬁ_1 die eindeutige optimale Abbildung, die v nach u transportiert.

Lemma 2.9 ([JKT20b]). Fiir jede echte, unterhalbstetige und konvexe Funktion h : R —
R U {400} gilt p € Oh(2) genau dann, wenn pz = h(z) + h*(p). Auflerdem ist p € Oh(z)
genau dann, wenn z € Oh*(p). Hier ist h* definiert als h*(p) := sup,cr{pp — h(p)}.

Lemma 2.10 ([JKT20b]). Nehme an, dass h : R — R U {+o0} echt, unterhalbstetig und
konvex ist und h(z) = 400, wenn z < 0. Dann ist h* monoton wachsend und streng monoton
wachsend auf Oh((0,00)).
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In diesem Kapitel untersuchen wir Eigenschaften der Losungen (p™7, u™7) von (1.2) und
ihre Beziehung zur Druckvariable p™", die das duale Problem (1.5) maximiert. Da 7 fest
ist, schreiben wir p" := p™7.

3.1 Aquivalenz und Wohldefiniertheit

Wir zeigen zuerst die Existenz eines eindeutigen Minimierers des urspriinglichen Problems
(1.3). Erinnerung: X := {p € L*(Q) : E(p) < oo}. Definiere fiir p € X und A C Q

p(A) = /Apdx.

Definiere die duale Energie E* : X* — R, sodass

E*(p) = /Q (o) dz, 5 (p) == sup{py — s(v)},

yeR
wobei X* := {p: Q — R : p ist messbar, E*(p) < oo}.

Lemma 3.1. Sei p™ € X. Dann ist

inf J(p; 11, p") = sup J*(p, p").
(pH)EX X AC (p™) ( ) peX* ( )
Beweis. Aufgrund der Eigenschaften von s ist E konvex, echt und unterhalbstetig. Nach
[Tie84] folgt daraus, dass E(p) = (E*)*(p), und nach Definition ist
(E*)*(p) = suppex«(p,p) — E£*(p). Durch Einsetzen sieht man, dass die Losung von (1.2)
der Losung des folgenden Problems entspricht:

inf sup <(p,p) + %Wf(p, p" + ) — E*(p) +/QTP”(w)f ( i) x)) :

PEX,HEAC (p™) pe X+ p™(z)

Durch Vertauschung von inf und sup und durch Lockerung der Bedingungen fiir p erhélt
man eine untere Schranke fiir den oberen Ausdruck:

swp ot () 5 W ) - )+ [ @ ().

n
peX* pELY(Q),ueAC(p™) P (z)

Nach Lemma 2.5 ist diese gleich

sup inf ((p”+7u7pc)—E*(p)+ / Tp"<x>f(;(g),x)).

peX* LEAC(p™)
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Gesucht ist nun ein p, das den Ausdruck £ (( “(x)+ f (

das Infimum, wenn man g so wahlt, dass p°(x) € —0.f ( ) ) ={zeR: fly,x) >

o (x)?
f (;I(EE)) ) +z ( (( )) ) fiir alle y € R}, denn dann gilt

() ) minimiert. Man erhélt

;(Q)PC( Vi ( ((Z)) >_yp( )+ f(y,) fiir alle y € R.

Nach (1.4) ist p(z) € =0, f ( ,l‘) dquivalent zu

p(x) = p"(2)G(p*(2), z).

Durch Einfiigen erhalten wir dann das Maximierungsproblem

swp [ 9(0) (#0) 4 7(5000 (5 (0),2) + 1 (6 ((0).0) ) ) do = B

peX*

Mit (1.4) erhélt man

0 (ZG(Z,QZ) + f(G(z, x),x)) =G(z,x),

und somit gilt

2G(z,x) + f(G(z,2),7) = G(z,1). (3.1)
Daraus folgt die Aussage. O

Als néchstes zeigen wir, dass das Infimum des urspriinglichen Problems dem Supremum
des dualen Problems entspricht. Dabei erhalten wir weitere Eigenschaften der Losungen,
die wir spéter noch hdufig verwenden werden.

Proposition 3.2. Sei p" € X und

0 = limsup 9s*(b) <

ptdx < hmlnf(?s (b). (3.2)
b——o0 ’Q|

Dann hat (1.2) einen eindeutigen Minimierer (p" T4, u"t1) € X x AC(p"), (1.5) hat einen
c-konkaven Mazimierer p,+1 € X* und

inf J(p,p, p"*) = sup J*(p, p").
paeriacr TP P") = Sup T2 67)

Auferdem gilt fiir fast alle x € Q

Pus1 € 0s(p"t),  pny1 € Bs* ("), (3.3)
Ty, u(p" + ) = pt L mit Tp_nil(x) =z + 7Vppi1 (3.4)

und
P (@) = p" (@) G (ph g (2), ). (3.5)

10
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Bemerkung 3.3. Wir werden uns hauptséchlich mit Anfangsdichten befassen, die einen kom-
pakten Triiger in R¢ haben. Deshalb kénnen wir ein beliebiges, aber ausreichend grofes,
Gebiet auswéhlen, das (3.2) in einem gegebenen Zeitabschnitt erfiillt (siche Korollar 5.3).

Beweis. Fiir J* aus (1.6) und eine Funktion p : X* — R ist
") = [ @) (07 @) + G ). ) ) de = B
Im Folgenden verwenden wir die Lemmata 2.2 und 2.10. Da p° = p¢, gilt
@) (57 @) + G ) ) de = [ ) (57(@) + G0 (@), ) d

Weil E alle Voraussetzungen in Lemma 2.10 erfiillt, ist E* wachsend, und da p“ < p ist,
gilt B
E*(p™) < E*(p).

Insgesamt folgt daraus, dass J*(p, p") > J*(p, p™). Wir kénnen die Maximierer von J* auf
die c-konkaven Funktionen beschrianken, also

sup J*(p,p") = sup  J¥(p,p"),

peX™ pEX*,pe=p
denn angenommen p sei ein Maximierer. Dann ist J*(p, p") = J*(p, p") und weiterhin
p© < p. Fiir p® = p erhélt man die Behauptung. Sei nun p® # p. Dann ist (p®)® = p®
nach Lemma 2.2 und da p°® auch ein Maximierer ist, erhalten wir die Behauptung.

Wir betrachten nun eine Folge py von beschrinkten, c-konkaven Funktionen, sodass

Jm J(pg, p") = sup  J¥(p, p").
peEX™,p=p

Setzen wir «y, = ﬁ fQ pr(z) dz, dann ist py, = pr — o c-konkav und hat den Mittelwert 0.

Aus Lemma 2.4 folgt, dass pj, gleichmiifiig beschrinkt in W1°°(€2) ist. Somit kénnen wir
annehmen, dass py gegen eine Funktion p mit Mittelwert 0 konvergiert. Als néchstes wéhlen
wir
B € argmax F(B3) := J*(pr + 8, p").
BE[—o0,00]

Da (pr(x) + )¢ = pj(x) + $ fiir alle 3 € [—o0, 00], gilt
F(8) = /Q (@) (1 + TG(F(x) + B, 7)) d — /Q 05" (fy(x) + B, ) da

Zu zeigen ist nun, dass F”’ fallend ist. Nach Definition ist G fallend beziiglich des ersten
Arguments. Wir wollen nun zeigen, dass 9s*(pxr(x) + [, z) steigend beziiglich 3 ist, al-
so sup ds*(pr(z) + B,x) < infds*(pr(z) + B + €,z) fiir alle ¢ > 0 ist. Dafiir sei a =
sup 0s* (pr(z) + B, x) und b = inf 9s*(px(x) + 5+ €, ). Wir nehmen nun an, dass b < a. Da
a € 0s*(pr(x) + B, x), gilt

s"(pr(x) + B +&,x) 2 " (Pr(x) + B, ) + a(
— s (p(@) + B+e,x) —ae = s (Pr(z) + B, 7)
—  $"(pr(z)+ B +e,x)—be > s"(pr(z) + B,2),dab < aund e >0
= s (pr(z) + B,2) < s"(Pr(z) + B +e,2) + b(Pr(z) + B — (Br(z) + B +¢))
= bg 0s"(pr(z) + B +e,2)

pr(x) + B+ — (br(z) + B))

11
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Dies ist jedoch ein Widerspruch. Somit gilt die Behauptung. Aus der Aussage, dass F” fal-
lend ist, folgt nun, dass J*(pr + 53, p™) konkav beziiglich f ist. Da py gleichméfig beschrénkt
ist, ist auch p§ gleichméBig beschrinkt, wobei die Schranke von ¢ und 2 abhéngig ist. Wegen
der Annahme (3.2) existiert also ein M > 0, das abhéngig von p", G, c und 2 ist, sodass
F’ negativ ist, wenn § > M, und positiv ist, wenn § < —M. Somit existiert ein ), das
F maximiert und dieses muss gleichméfig beschriankt in R sein. Man kann also annehmen,
dass [ gegen einen endlichen Grenzwert B konvergiert.
Wir definieren nun p* := (j + 4)°. Dann ist

k—o0

wobei die letzte Ungleichung gilt, weil die c-Transformation, G(-, ) und —E* oberhalbstetig
ist, denn fiir alle e ist p°(z) < p°(x) + ¢, wenn |p — p| < e und auBerdem ist G(-,z)
differenzierbar, weil 9,G(z,2) = G(z,1), also insbesondere oberhalbstetig und —FE* ist
oberhalbstetig, weil £* unterhalbstetig ist. Nun sieht man, dass

limsup J* (5 + B, o) > limsup Ik + o, g7) = sup T (p, "),
k—o0 k—o0 pEX* ,pC=p

Somit folgern wir, dass p* ein c-konkaver Maximierer des dualen Problems ist.
Wir definieren nun

p(zx) = p"(2)G((p*)(z),z) und p* := Tpep(p™ + T1u%). (3.6)

Wir wollen zeigen, dass (p*, 1*) ein Minimierer von J(p, u, p™) ist.
Wegen der Optimalitdt von p* wissen wir, dass fiir jede stetige Funktion ¢ : Q@ — R
0€ 0 (=J*(p* +to,p")) bei t = 0 gilt. Also existiert ein w € 9s*(p*) mit

(p* +t¢)(z) — p*(x)
t

lim
t—0t Jo

(14 TG (), 2))p" z) dx — | wla)(o) dz =0,

Q

Dies ist nach Lemma 2.6 dquivalent zu

/ (T (2))(1 + TG ((p")"(x), 2))p" (&) da — / w(a)(x) d = 0.
Q

Q

Nach der Definition von p* muss gelten, dass
p* € 0s*(p*) fast iiberall in €. (3.7)

Da s konvex, echt und unterhalbstetig ist, gilt nach Lemma 2.9, dass p* € 0s(p*) fast
iiberall, und somit gilt ebenfalls nach Lemma 2.9, dass

pr(x)p*(x) = s(p*(z)) + s*(p*(x)) fast tiberall,

also
/Q p (@) (2) dz = E(p*) + E*(5"). (3.8)
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3 Eigenschaften der Probleme

Mithilfe von (3.1), (3.8) und der Definition von p* in (3.6) erhalten wir

o - [ () ae = [ 60 @6+

- [ 7@ @ e+ B()
1 x n * *
= W 0" + i) + B(p"),
wobei die letzte Gleichung aus dem Satz 2.8 folgt. Wir koénnen also folgern, dass

J* *,n:J *7 *771 Z lnf J , 77’L.
(0", p") = J(p* 1", p") e o (s s ™)

Andererseits gilt nach Lemma 3.1, dass

inf J(p,p, p") > sup J*(p,p") = J*(p*, p").
eiiyoom (P 11, ") Sup (p,p") (p*, p")

Also gilt Gleichheit und (p*, *) ist ein Minimierer des urspriinglichen Problems. Man schrei-
be p* = put1, p* = p" " und p* = "L Dann folgt (3.3)-(3.5) aus (3.6), (3.7) und Lemma
2.6.

Jetzt wollen wir beweisen, dass (p*, u*) eindeutig ist. Wir nehmen an, dass (po, f10) und
(p1, 1) zwel Minimierer sind. Sei T; die optimale Transportabbildung von p™ + 7u; nach
pi- Diese Abbildung existiert, da Minimierer absolut stetig beziiglich des Lebesgue-Mafles
sind. Sei 7; : 2 X  — [0,00) der optimale Transportplan beziiglich der Abbildung 7; und
wir definieren

(pt, e, ) == t(p1, p1,m1) + (1 — t)(po, o, mo) fur t € [0,1].
Fiir ¢ € [0,1] ist
E(pr) <tE(p1) + (1 —t)E(po), Flpe, p") < tF(p, p") + (1 = 1) F (po, p"),
W3 (prs p™ + i) < W5 (p1, p" + 1) + (1= ) W3 (po, p" + Tpao)-
Also gilt
J(pt, s p") < I (p1, pa, p") + (1 =) I (po, po, p) = J(p1, i1, p")-

Daraus folgt, dass (p¢, p1¢) ein Minimierer fir alle ¢ € [0, 1] ist und t — J(py, pit, p™) konstant
in [0, 1] ist. Wenn 7, fiir ein ¢ € (0,1) keine optimale Transportabbildung ist, dann gilt

W3 (pr, p™ + Tiae) < tW3(p1, p" + 1) + (1 — )W3 (po, p™ + To),
also

J(pes e, p") < tJ (1, p, p") + (1= t)J (o, o, ™) = J(po, po; p"),

was ein Widerspruch beziiglich der Optimalitéit von (po, to) und (p1, 1) wére. Also muss 7y
fiir alle t € [0, 1] eine optimale Transportabbildung sein. Da p; und p™ + 7, absolut stetig
sind, kann man 7; mithilfe einer Abbildung T}, die p"™ + Ty auf p; transportiert, erzeugen.
Fiir x € supp p" haben wir

m (2, y) = t6(To(x) —y) + (1 —t)0(T1(z) — y) = 0(Ti(z) — v).
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3 Eigenschaften der Probleme

Dies ist nur moglich, wenn eine einzige Abbildung T existiert mit 7'(x) = Ty(x) = T1(x)
fiir fast alle 2 in supp p™. Wir wollen nun zeigen, dass u; = pg. Daraus folgt dann auch die
Eindeutigkeit von p, denn dann gilt, dass p1 = T (p™ + T1) = T (p" + THo) = po.

Wir benutzen nun, dass t — J(p¢, jut, p") konstant ist. Dann folgern wir, dass fiir alle

t € (0,1) ein n(x) € 0, f (528@) und ein (; € 0s(p;) existiert, sodass

1 .
(> 11 = 1) + (G p1 = po) + 5 (IT = id[*, ji — o) = 0,
wobei (-, -) das L?-Skalarprodukt ist. Wir kénnen nun sehen, dass fiir 0 < t; < tp < 1

(Mty — Mty 1 — o) + (Gey — Ceyr 1 — po) = 0.

Wegen der Stetigkeit von G gilt fiir alle z, dass 0, f(-, x) streng monoton wachsend auf dem
Bild von G(-, z) ist. Da zusitzlich ds(y) monoton wichst, ist

(s — My 11 — o) + (Cto — Gy p1 — po) >0,
wenn (1 # po fast iiberall, was jedoch ein Widerspruch ist. Daraus folgt die Behauptung. [

Wir kénnen im Allgemeinen keine Aussage iiber die Eindeutigkeit des Drucks, der das
duale Problem maximiert, treffen. Das folgende Lemma sagt jedoch aus, dass ein minimales
Element in argmax,¢ x« ez, J*(p, pn) existiert. Wir kénnen also immer p"*1 als den klein-
sten Maximierer setzen. Der Beweis dazu ist analog zu dem von Lemma 3.4 in [JKT20b].

Lemma 3.4 (Existenz des minimalen Drucks). Es existiert eine c-konkave Funktion

p* € argmax J*(p,p),
pEX*,pC=p

sodass p* < p fiir alle p € argmax,¢ x« ez, J*(p, p)-

3.2 GleichmaBigkeit der Schranken

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass sowohl der Druck als auch die Dichte gleichméfig
beschrankt sind. Dafiir zeigen wir zuerst, dass der Druck von oben bschrénkt ist, wenn die
Wachstumsfunktion G streng monoton fallend ist.

Lemma 3.5. Seien b(z), by und by gegeben wie in (G3) und nehme zusdtzlich an, dass
G(-, ) fiir alle x € Q streng monoton fallend ist. Sei M = sup 0s*(b1) und M = inf ds*(bg).
Definiere fiir ein pg aus (1.9) mit n =0,1,...:
M,, := esssup p"(z), M, := essinf p"(x) und v, := inf ds(M,,).

e z€N
Dann gilt:
(a) Ppt1 < Pyy1 := max(vp, b1) und Py fdllt monoton beziiglich n.
(b) max(M, M,) ist nicht-wachsend und min(M, M,) ist nicht-fallend beziiglich n.
Insbesondere wenn py (1.9) erfillt, dann auch p"™ und die Schranke ist unabhingig von n
und T.
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3 Eigenschaften der Probleme

Beweis. Wir definieren
U :={z: ppt1(x) > max(vy, b1)}.

Mithilfe von (3.3) kénnen wir feststellen, dass, bis auf eine Nullmenge, {z € Q: p"*(z) >
max(M,, M)} C U. Somit ist es ausreichend zu zeigen, dass |U| = 0, um (a) und den ersten
Teil von (b) zu folgern, denn da p,4+1 stetig ist, folgt U = @ aus |U| = 0. pp41 ist stetig,
weil pp4+1 c-konkav und somit nach Lemma 2.4 auch lipschitzstetig ist.

Wenn z € T, p_nL (U), dann gilt nach Bemerkung 2.7:
P51 (%) = prg1(Tp, 1 (2)+c(Tp, 1 (2),2) > ppy1(Tp,,, (x)) > bi. AuBerdem folgt aus dieser
Bemerkung, dass pp+1(z) > pry1(Tp,,, (x)). Da G(-, x) streng monoton fallend ist, gilt

T, (U) C U und G(pjy4(x),2) <0in T, % (V). (3.9)

Sei nun ¢ die charakteristische Funktion von U. Wenn |U| # 0, kénnen wir (3.4) und
(3.9) benutzen, um zu folgern, dass

[rt@de = [ 0@ (14 G @.0)6 (T, o) de
U Q
< [ @0 @@) do < [ @) de

U
Nach (3.3) haben wir ds(p"t!) = p,41 > v, = inf ds(M,,) fast iiberall in U. Mithilfe der
Konvexitit von s folgern wir p"t1 > M,, > p" fast iiberall in U. Daraus folgt |U| = 0.

Sei nun V = {x € Q : p"*(z) < min(M,, M)}. Die folgenden Aussagen kénnen mit
einem #&hnlichen Vorgehen wie weiter oben bewiesen werden. Mit (3.5) kann man zeigen,
dass p"t!(z) > 0 fast iiberall in V. AuBerdem folgt aus by > pny1(2) > pny1(Tp,,, (2)) in
V,dass V C T, % (V). Somit gilt

/ p"H(2) de > / p"(x) + T (2) dz > min(M, M,,)|V|.
v

—1
Tyl (V)

Daraus folgern wir, dass |V| = 0. Da Nullmengen fiir die Berechnung von M,, nicht beachtet
werden, folgt daraus die zweite Aussage in (b). O

Korollar 3.6. Wenn p"t! der minimale Druck ist, gelten die Aussagen in Lemma 3.5 auch
ohne die Voraussetzung, dass G streng monoton fallend ist.

Beweis. Es reicht aus zu zeigen, dass pp+1 < Pph4+1, da man nur fiir den Beweis dieser
Aussage die strenge Monotonie von GG benutzt hat. Sei § > 0. Wir approximieren GG mit der
streng monoton fallenden Funktion Gs(p,x) := G(p,x) + §(e™? — 1), definieren J§ als die
entsprechende duale Energie und wéhlen p,,; s nach Lemma 3.4 als das minimale Element
in argmax,¢ x« pee—p, J3 (p, p"). Dann erhélt man mit dem Lemma 3.5, angewandt auf p;, 11,6,
dass ppy1,5 < Prt1. Wegen der gleichméfigen Lipschitzstetigkeit konvergiert eine Teilfolge
von p,11,5 gleichmiBig gegen ein Element p* € S, = argmax,¢ x« pee—p, J*(p, p") filr § — 0.
Da pn+1 das minimale Element von S, ist, folgern wir p,4+1 < p* < Po41. ]

Abschlielend betrachten wir BV-Abschétzungen der Dichte. Das folgende Lemma wird
spater exponentielles Wachstum der BV-Norm in der Zeit zeigen (siehe Korollar 6.3).
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3 Eigenschaften der Probleme

Lemma 3.7. Sei Q konvex und beschrinkt und sei Py, gegeben wie in Lemma 3.5. Wenn
go = ”GHWLOO([U,Pl]XRd) < oo und p" € BV(Q), dann haben wir p"*1 € BV(Q) fir

T < 1/B mit der Schranke
/ V" Hde < (1 +TB)/ Vo™ ()| dx
Q Q

1 2 n+l1 ﬁ n

Beweis. Von (1.2) haben wir p"*! = argmin e 11y Wa(p, p" + 7" 1) + E(p). Mit Satz 1.1
aus [DPMSV16] folgt

[verii< 1960 + .
Q Q

Mit (3.5) erhalten wir

3.5)
1wt < [ 95 @0 4 G )|+ 7 @]0.Glrh 1, 0) T
+70"(2)[0:G(pry1 (2), 2)|.

Fiir den ersten Term haben wir

|1V @)1+ 762D < (4 7B) [ (957, da G < B

Q Q
Um den zweiten Term abzuschéitzen, benutzen wir, dass fiir alle a,b € R gilt:
1

0<(a—b)?=a?>+b>—2ab < ab< §(a2+62).

Wenden wir nun zuerst die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und dann die obere Unglei-
chung an, erhalten wir

3 (& (& T 7 (& T (&
r [ P0G )Vl < 5 0G| T ).

Fir 7 < 1/B gilt

/QPn|Vsz+1|2 < (1—73)_1/9(/)”+w"+1) VP

id — T, 2

= (1- TB)_I/ (p" + 7"t Pril | nach (2.1)
Q
-1 .12
— (1 _TB)l/ pn+1 Tpn+1 —id
0 T

— (1—TB)_1/Qp”+1|Vpn+1|2,

wobei wir fiir die letzten beiden Schritte (3.4) verwendet haben. Nun folgt die Abschétzung
aus der Definition von gg und somit gilt auch p"** € BV (Q). O
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3 Eigenschaften der Probleme

3.3 Eigenschaften der Monotonie

Wir untersuchen nun Monotonieeigenschaften der Dichtefunktion. Wir zeigen zuerst, dass
sich der Trager im Laufe der Zeit nur ausbreitet. Dafiir nehmen wir in diesem Abschnitt
an, dass p" (3.2) erfiillt.

Lemma 3.8. Es gilt, bis auf eine Nullmenge, {z € Q: p"(z) > 0} C {z € Q: p"*1(x) > 0}.

Beweis. Wenn D = {z € Q : p"(x) > 0, p"T!(z) = 0}, dann ist p,y1(x) < 0 fiir fast alle
x € D, denn p,11 € 9s(p"t1) fast iiberall und ds(0) < 0 aufgrund der Eigenschaften von s.
Mit der Annahme (G1) folgt

() = p ()G (P51 (2),2) = p"(x)G(0,z) > O fiir fast alle z € D.

Wenn wir einen Punkt x € D mit T}, ., (x) # x wihlen, gilt p,41(Tp, ., (2)) < Pnti1(w),
da man T), ., nach Lemma 2.6 als die eindeutige Losung von Tj,, , (z) = argmin,cq p(y) +
c(y,x) charakterisieren kann. Daraus folgt p" (T, ., (z)) < p"*i(z) fiir fast alle z € D,
denn wenn dies nicht gelten wiirde, héitte man mit (3.3) einen Widerspruch zu der Annahme,

Pn+1
dass s auf [0,00) monoton steigend ist. Nun sehen wir, dass

[ @t = [ prigay <o
D TPnJrl (D)
Dies ist nur moglich, wenn D eine Nullmenge ist. O

Wenn wir die singulére Energie Fo, betrachten, kénnen wir eine starke Aussage iiber
die Monotonie treffen. Zusétzlich konnen wir zeigen, dass die Dichtefunktion eine charak-
teristische Funktion bleibt, wenn die Anfangsdichtefunktion bereits eine charakteristische
Funktion ist. Wir erinnern uns, dass fiir £ = F gilt:

X={pecl'Q):E(p)<oc}={pecL'(Q):0<p<1 fast iiberall}.

Proposition 3.9. Seis = so mit p" € X. Dann ist p"T1 > p" fast iiberall. Wenn zusdtzlich
p"(x) € {0,1} fast iiberall in Q, dann haben wir p" ™t € {0,1} fast iberall in Q.

Beweis. Von Lemma 3.8 folgt, dass D = {z € Q: p"(z) > 0, p""(z) = 0} eine Nullmenge
ist. Wir betrachten nun die Menge E = {x € Q : 0 < p"*tl(z) < p"(x)}. Das bedeutet
insbesondere, dass p"*1(x) € (0,1) auf E ist. Bei der Betrachtung von s, fillt auf, dass
sk (p) = 0, wenn p < 0 und s’ (p) = p, wenn p > 0. Daraus folgt, dass Js% (p) = 0 fiir
p <0, ds% (p) = 1 fiir p > 0 und 9s*,(0) = [0, 1]. Somit folgt aus dem Verhiltnis p"*! €
0S5 (Pn+1), dass ppy1 = 0 fast iiberall auf E. p,,41 ist lipschitzstetig, also haben wir Vp, 11 =
0 fast iiberall auf E nach [EG15]. Tp_nil(x) = & + 7Vppt1(x) ist die optimale Abbildung
von p"*1(z) nach p"(x) + 7"+ (2). Also haben wir T, (z) = T, () = = fiir fast alle
z € E. Da p4(z) < pny1(z), konnen wir folgern, dass pu"™!(z) = p"(z)G(pS, (), z) >
p"(x)G(0, x) fiir fast alle z € E. Nun berechnen wir

/E P (a) de = /E pMx) 4+ Tt (z) da > /

p"(x) (1 4+ 7G(0,2)) dz > / p"(x) dx.
E

E

Dies ist nur moglich, wenn E das Maf3 null hat.
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3 Eigenschaften der Probleme

Es bleibt iibrig zu zeigen, dass p"*! € {0,1} fast iiberall, wenn p" € {0,1} fast iiberall.
Wir definieren A = {x € Q : p"*1(z) € (0,1)}. Wie vorher folgern wir, dass p,+1(z) = 0 und
Tpiy () = Tl;llﬂ(x) = z fiir fast alle # € A. Des Weiteren haben wir p"(z) < p"*(z) < 1
fiir fast alle z € A, also folgt p™(x) = 0 aus p"(z) € {0,1} fiir fast alle 2z € A. Nun sehen
wir, dass

[ t@de = [ 0@+t @de = [ )0+ G (a). ) do =0

Somit muss A eine Nullmenge sein. O
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4 Vergleichsprinzipien

4 Vergleichsprinzipien

Wir stellen nun ein Vergleichsprinzip sowohl fiir die Dichte als auch fiir den Druck auf.

Wir beginnen mit dem Druck. Hier ist zu beachten, dass wir nur positive Stellen des
Drucks vergleichen, da wir die Vergleichseigenschaft nur fiir Regionen garantieren kénnen,
in denen die Dichte nicht verschwindet.

Proposition 4.1. Fir i € {0,1} seien p; € X, Gi(p,x) Wachstumsfunktionen, die die
Annahmen (G1)-(G4) erfiillen, und Gy streng monoton fallend in p. Definiere

JE(p) = /Q pile) (0°(x) + 7Gi(p°(), 7)) — 5 (p(x)) da,

und nehme an, dass die folgenden Figenschaften gelten:
(1) 0 < po < p1 fast iberall in Q und sie erfillen (3.2);
(2) Go(z,x) < Gi(z,x) fir alle (z,z) € R x Q.

Wenn

p; € argmax J;(p),
pEX*,p=p°°

dann gilt (po)+ < (p1)+-

Beweis. Wie in dem Beweis von Proposition 3.2 kann man aus Lemma 2.6 und der Opti-
malitét der p;’s folgern, dass n; € ds*(p;) existieren mit

[ p@) (1 4+ 760 0), ) (T, (@) = mi(w)ola) da =0 (a.1)

fiir jede beschrinkte Funktion ¢. Da n; > 0, gilt
pi(x) (1 + 7G;(p§(x),x)) > 0 fast tiberall in €2, (4.2)
denn sonst hétte man beispielsweise fiir ein ¢ mit ¢(x) > 0 fiir fast alle z einen Widerspruch.
Sei U = {x € Q: po(z) > p1(x)} und man wéhle ¢ als die charakteristische Funktion von

U. Wenn wir (4.1) mit ¢ = 0 von (4.1) mit ¢ = 1 subtrahieren und anders anordnen, sehen
wir, dass

[ o2(a) (14761 (55 0),2) )0 @) — pul) (1 + 7G5 (2), ) )Ty ()
Q

= [ () = m(@)ota) da.
Da 0s* monoton wichst, ist klar, dass ng(z) > n1(x) auf U. Also gilt

[ 1@ (1 761 35(@).) 0Ty (@) do < [ o) (14 7Go(p0).2) ) (T @) Ci4 |
3
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4 Vergleichsprinzipien

Nach Lemma 4.1 in [JKT20b] wissen wir, dass

Ty, (z) € U wenn Ty, (x) € U, (4.4)
woraus ¢(Tp,(x)) < ¢(T), (x)) folgt. AuBerdem gilt fir T}, (x) € U, dass
(& 1 1 (&
Pi@) = p1(Tp, () + 5| Tpi (2) = 2l® < p1(To (7)) + - |Tpo (2) = 2 < pi(2),

wobei die zweite Ungleichung die Definition von p{ benutzt und die dritte benutzt, dass
p1 < po bei Ty, () ist. Mit der strengen Monotonie von G erhalten wir

Go(pg(x), ) < G1(p{(x),z) wenn T}, (z) € U. (4.5)

Also leiten wir von (4.2) ab, dass
[ or(a) (14761 (55 (0),2) 0T @9) = pol) (1 + 7G5 (2): ) )Ty ()
Q
> [ () (14761 050 2)) = pola) (14 7Go (). )) ) 6(Ty 0) d
Q

> T/ <G1 (pi(a:),x) — Go(pg(x),x))po(x)qb(TpO(x)) dz > 0.
Q

In beiden Rechenschritten haben wir (4.2) benutzt. Zusétzlich haben wir in der zweiten
Zeile ¢(Ty,(z)) < ¢(Tp, (z)) und in der dritten Zeile die Annahme, dass py < p; fast iiberall
auf Q ist, benutzt. Zusammen mit (4.3) und (4.5) folgern wir nun, dass po(z)p(Tp,(x)) =0
fast iiberall in Q. Seien p; := Tp, 4 (pi(1 + 7G;(p§(x),x))) die optimalen Dichtefunktionen
des entsprechenden urspriinglichen Problems. Dann ist

(/%@ﬁm=/ﬁd@ﬂ+¢&ﬂﬁ@wﬁﬂ%&@ﬁx=0
U Q

Wir erinnern uns, dass nach Proposition 3.2 pf € 0s*(p;) fast iiberall. Da 0s* monoton
wiéchst, haben wir p} < pf fast iiberall auf U. Daraus folgt, dass

AﬁMMSL%@m:Q

Somit kénnen wir folgern, dass U eine (p} + pg)-Nullmenge ist, also ist po(z) < pi(x) fiir
(p1 + p§)-fast alle . Von der dualen Relation p; € 9s(p}) folgt, dass p; > 0, wenn p; > 0.
Also ist U fiir positive p;’s sogar eine Lebesgue-Nullmenge. Da die p;’s c-konkav sind, sind
diese auch lipschitzstetig, also ist {z € Q : po(x) > 0, p1(x) > 0} NU = &. Somit gilt die
Behauptung. O

Korollar 4.2. Die Aussage von Proposition 4.1 gilt auch ohne die Annahme der strengen
Monotonie von Gy.

Beweis. Wir gehen wie in dem Beweis von Korollar 3.6 vor. Wir definieren die streng mono-
ton fallende Funktion G5(p, x) := Go(p,x) + (e — 1) mit 6 > 0. Sei J; die entsprechende
duale Energie und ps das minimale Element von argmax,¢ x« jez—, J§ (p, po), das nach Lem-
ma 3.4 existiert. Wenn man nun Proposition 4.1 auf das G5 anwendet, erhilt man ps < p;.
Wegen der gleichméfligen Lipschitzstetigkeit konvergiert eine Teilfolge von ps gleichméflig
gegen ein Element p* € Sy = argmax,¢ y» yee—, J*(p, po) fiir § — 0. Da pp das minimale
Element von Sy ist, erhalten wir (pg)+ < (p*)+ < (p1)+- O
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4 Vergleichsprinzipien

Nun wollen wir das Vergleichsprinzip auf die Dichtefunktion erweitern.

Proposition 4.3. Firi € {0,1} sei J; : X x AC(p;) die Funktion

Ji(ps 1) =E(ﬂ)+;Wﬁ(p,pﬁwH/mei (Z((?)x) dz,

und nehme an, dass die folgenden Figenschaften gelten:
(1) 0 < po < p1 fast iberall und sie erfillen (3.2);

(2) 0;fi1(z,x) < 0.fo(z,x) fir alle (z,x) € R x Q.
Wenn

(pispi) = argmin  Ji(p, p),
(o) EX XAC(ps)

dann gilt p§ < p7 fast tdberall in Q.

Beweis. Fir den Beweis zeigen wir zuerst, dass Go(z,z) < Gi(z,x) fiir alle (z,z) € R x Q.
Dafiir wihlen wir ein beliebiges b € R und = € Q, und definieren zg := G(b, ). Dann gilt

9f1(20,2) < 0 fo(20,2) > —b,
wobei wir hier (2) und die Definition von 0 fy(zo, ) benutzt haben. Wir berechnen nun
Af1(z0,2) = {=b: 2 = Gi(b,z)} # @.

Die letzte Ungleichung gilt, weil ansonsten 0 f1(z0,2) = oo wire, was im Widerspruch zu
(2) stande. Sei nun b € 9f1(zp, ). Dann ist

—b < —b, also b < i),

und somit

Go(b, l’) = Gl(i), :B) S Gl(b,l‘),

wobei wir in dem ersten Schritt die Definition von 0f; (20, ) und zp, und in dem zweiten
Schritt die Monotonie von G; benutzt haben. Da wir beliebige b € R,z € €0 betrachtet
haben, kénnen wir folgern, dass Go(z,z) < G1(z,z) fiir alle (z,2) € R x Q.

Nun erinnern wir uns, dass unser urspriingliches Problem dem dualen Problem J; : X* —
R entspricht, wobei

Ji () = /Q pi(e) (°(2) + 7Gi(p(x), 7)) — 57 (p(x)) da

Nach Proposition 3.2 und Korollar 4.2 existieren pp,p1 € argmax,e x« ,—pee J}(p), sodass
po < p1 auf supp p; U supp p] und

pi €0s(p;), p; €05 (pi), Tpw(pi +71;) =pi, pi(x) = pi(x)Gi(p§(x),x).

Jetzt definieren wir £ = {y € Q : pi(y) < p§(y)}. Es gilt E C supppj, denn wenn
dies nicht gelten wiirde, gébe es eine Teilmenge A C E mit pj(x) < pi(x) = 0 fiir alle
x € A, was jedoch ein Widerspruch zu der Monotonie von s* nach Lemma 2.10 wire. Da
E C supp p;y und 0s monoton steigt, muss gelten, dass py = p; fast iiberall auf E. Somit gilt

Vpo = Vp; fast iiberall in E nach [EG15]. Hieraus folgt £ = Tp_ll(E) = Tp_ol(E) (bis auf
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4 Vergleichsprinzipien

eine Nullmenge) und pf(z) < pj(z) fiir fast alle z € E, wobei wir hier die Aussage benutzt
haben, dass Go(z,z) < G1(z,z) fir alle (z,z) € R x Q. Mit den beiden Aussagen kénnen
wir nun folgern, dass

/ p1(y) — po(y) dy = / p1(x) — po(x) + T(pi(z) — p(z)) dz > 0.
E E

Also gilt pi(x) < pj(x) fiir fast alle z € Q. O

Wenn wir Proposition 4.1 und Proposition 4.3 iterieren, erhalten wir das folgende Korol-
lar.

Korollar 4.4. Seien pg,p1 und Go,G1 gegeben wie in Proposition 4.1. Wir bezeichnen
{pI'}n, und {pni}n als die Folgen der Liésungen, erzeugt durch (1.2) beziehungsweise (1.5)
mit Anfangsdichte p;. Dann haben wir firi=1,... N

po < pt und (Pno)+ < (Pn,1)+,

solange {p"}N_| (3.2) erfiillt.

n=1

Mit Proposition 3.9, Proposition 4.1 und Proposition 4.2 erhalten wir das folgende Ko-
rollar.

Korollar 4.5. Sei s = soo und pg € X. Dann sind p™ und (pn)+ fast iberall monoton
wachsend beziiglich n, solange p',... p" (3.2) erfiillt.
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5 Begrenzung der Ausbreitungsgeschwindigkeit

5 Begrenzung der
Ausbreitungsgeschwindigkeit

Wir wollen nun mithilfe des Vergleichsprinzips zeigen, dass sich der Tréger der Dichtefunk-
tion nur mit endlicher Geschwindigkeit ausbreitet (siehe Proposition 5.2). Da der Tréger
sich nach Lemma 3.8 nur erweitert, reicht es aus zu zeigen, dass eine obere Schranke fiir die
Wachstumsgeschwindigkeit existiert. Das bedeutet, dass unsere Lésung nicht von der Wahl
unseres Gebietes 2 abhéngt, sofern wir € grofl genug wihlen (siehe Korollar 5.3).

Um diese Aussagen treffen zu konnen, konstruieren wir eine kugelférmige Grenze fiir die
Dichte. Der Beweis folgt spiiter.

Proposition 5.1. Sei 7 > 0 und pt € 9s*([0,+00)) eine endliche Zahl. Dann existie-

ren universelle positive Konstanten R, und c., deren obere Schranken von G, 0s* und

pt abhingig sind, und eine Familie von Dichtefunktionen {pr}r>g,, die zusditzlich von T

abhdngen, sodass

(1) pr ist rotationssymmetrisch und der Triger von pg ist enthalten in Bg mit pr > p*
auf Br-R,;

(2) die neue optimale Dichte p, die man erhdilt, wenn man pgr statt p" in (1.2) einsetzt,
erfillt p < prye.r fast dberall, vorausgesetzt Bryc,r C €.

Wenn ein pg € X, das (1.9) erfiillt, gegeben ist, dann ist ||pol[z(q) endlich und liegt
wegen Lemma 2.9 in 9s*([0, +00)). Mit Proposition 4.3 erhélt man

Korollar 5.2 (Dichten breiten sich mit endlicher Geschwindigkeit aus). Gegeben sei ein
po € X, das (1.9) erfiillt. Seien Ry, c. und {pr} gegeben wie in Lemma 5.1 mit p* :=
llpollpoe(q)- Seien p™ = p™" und p° = po fiir ein festes T > 0 gegeben wie in (1.2). Wenn
po < pr, fast dberall fiir ein Ry > R, dann gilt

p" < pr, mit R, := Ry + nc., solange Br, C .

Angenommen es gilt zusdtzlich, dass supp pg C Br(0) fir ein R > 0. Dann ist supp p" C
Bpg, (0) mit R, := R+ R, + nc.7, vorausgesetzt diese Kugel liegt in Q.

Wegen der Eindeutigkeit von p™ (siehe Proposition 3.2) gilt Folgendes.

Korollar 5.3. Angenommen py € X erfille (1.9) mit supppo C Br(0). Dann ist die
Folge {p"} fir nt < T wunabhingig von der Wahl von Q, mit der Einschrinkung, dass
BRriR,+e.1(0) C .

Wir wollen nun Proposition 5.1 beweisen.
Dafiir definieren wir zuerst eine glatte Funktion G = G(p) mit
(1) supyeq G(z, ) < G(2) fiir alle z € R.
(2) G(0) < +oo und fiir ein zp; > 0 gilt G(zp) = 0, s* ist differenzierbar in zp; und
() (2m) = p*.
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5 Begrenzung der Ausbreitungsgeschwindigkeit

Nach der Voraussetzung existiert ein p* € [0,+00) mit p* € 9s*(p™) und aufgrund der
Konvexitéit von s* [Tie84] existiert fiir jedes z > pT ein p, € 9s*(2) mit p, > p™. Man
sucht also ein zp; > sup(p™, by), wobei by definiert ist wie in (G3), in dem s* differenzierbar
ist. Ein zps, das die entsprechenden Voraussetzungen erfiillt, existiert, weil s* konvex ist
und somit fast iiberall differenzierbar [Tie84]. Aufgrund der Differenzierbarkeit von s* in
Zp ist iz, wohldefiniert mit p,,, = (s*)'(zar). Nun folgt aus (G3) und (G4), dass solch ein
G existiert und dieses hingt nur von G und p* ab.

Wir definieren nun f = f(z) durch G(z) wie in (1.4) und betrachten das modifizierte
duale Problem mit einer von = unabhéngigen Wachstumsfunktion

sup / po(@) (g(x) + 7G(a(2))) dz — 5*(°), (5.1)
Q

qceEX*,q%=q

wobei G := 2G(z) + f(G(z)) eine Stammfunktion von G ist. Nach Proposition 3.2 hat (5.1)
einen Maximierer, denn wir kénnen p = ¢° schreiben und dann ist p € X*, p ist c-konkav,
da ¢°“ = ¢°, und es gilt ¢ = p°. Wir werden im Folgenden ¢ als den Maximierer bezeichnen.

Anstatt anzunehmen, dass das g durch py bestimmt wird, finden wir zuerst das optimale
q und leiten daraus dann das entsprechende py ab. Dafiir nehmen wir an:

(i) po ist rotationssymmetrisch und der Triiger von pg ist enthalten in Br C ;

(ii) po > 0 auf B und pg < L%
(iii) das optimale g ist rotationssymmetrisch und q € C%(Bg).

Wegen der Symmetrie kénnen wir pg = po(r) und ¢ = g(r) schreiben. Es gilt nach Lemma
2.6:

¢ (r=7q'(r)) =p* (
= ™ (Tp(r) =p° (T, (

= q(r) = Zld ()P

Wenn wir nun die ¢-Variation in (5.1) nehmen, erhalten wir die Optimalitétsbedingung fiir
q

14+ 7G(q(r))
L—7¢"(r))(1 —7r=tq'(r))

Sei @ = Q(w) die Losung der folgenden ODE fiir w > 0:

—Q"(w) = G(Qw)) +w, Q0)=zy, Q'(0)=0. (5:3)

polr) - ¢ — (q(r) - %|q'(r)|2) fa.re[0,R). (5.2)

Nun kann man das Folgende zeigen:

Lemma 5.4. (1) Es existiert ein eindeutiges wo > 0, welches nur von G abhingt, sodass
Q(wo) = 0.

(2) Q ist glatt und Q' (w), Q" (w) <0 fiir w € [0, wol;

(3) Es existiert ein eindeutiges wy € [0,wo], sodass Q(w1) = F|Q'(w1)|?. Auferdem ist
¢ = |Q'(w1)| beschrinkt durch eine universelle Konstante, die nur von G abhdingig
18t.

24



5 Begrenzung der Ausbreitungsgeschwindigkeit

Sei R, = wy + 1. Fir alle R > R, definieren wir

ZM falls T S R — wq,
qr(r) =< Q(r— (R—wy))  fallsr € (R— w1, R], (5.4)
—0Q sonst.

Hier garantieren (5.3) und Lemma 5.4, dass qr € C?(Bg). Wir definieren nun geméis (5.2)

= (s*)(zm) falls r < R — wy,
1—7¢"L (r))(1—=7r—1¢ (r))d—1 « -
pr(r) { € ( qR(l)JZ(TG(qR(T;Z)R( D" s (qr(r) — Zldr(r)[?) falls r € (R — w1, R],
=0 sonst.

(5.5)
Wir wollen nun zeigen, dass pr fast iiberall in R? insbesondere also in {y € R? : |y| €
[R — w1, R]}, wohldefiniert ist. Wir nehmen dafiir ein R’ € (R — w1, R] und definieren

Sgr = {’I“ € [R',R] : s*(+) ist nicht differenzierbar in qg(r) — %|q}3(r)|2} .

Es reicht aus zu zeigen, dass Sp: das MaB null hat. Zu beachten ist hier, dass gr(r)—Z|¢g(r)[?
C' und streng monoton fallend auf [R’, R] ist, und dabei erfiillt, dass

d T / 2 / .. /
o (qR(T) — §]qR(r)\ ) < C(R') <0 fiir alle r € [R', R).

Nach the area formula [Sim84] und weil s*(-) konvex ist, und somit fast iiberall differenzier-
bar, hat Sr/ das Mafi null. Da R’ beliebig nahe an R — w; sein kann, folgern wir, dass pgr
fast iiberall in R% wohldefiniert ist. Somit kann man schreiben,

(1= 7h(r)) (1 = 77~ ()
1+ G lgr(r))

. T
pr(r) = () (ar(r) = Slan(r)?) ta.r € [0, B (5.6)
Dass dies auch fir r € [0, R — w;] gilt, sieht man durch Einsetzen.
Dieses pp erfiillt die Annahmen (i)-(ii).
Nun definieren wir p durch

= (s*)(2m) falls r < R — wyq,
p(r +7lar(r)]) € 05 (ar(r) = Eldr(r)?)  falls r € (R — w1, R], (5.7)
=0 sonst.

Mit einer dhnlichen Argumentation wie oben kann man zeigen, dass p fast iiberall in R
wohldefiniert ist. Wenn man nun das duale Problem

sup /QpR(x) (pc(a:) + Té(pc(x))) dx — / s*(p(x)) dx,

pEX* ,pe=p Q
welches mit ¢- und é-Transformationen dquivalent zu (5.1) ist (mit pg statt pg), betrachtet,
ist das optimale p nach Proposition 3.2 eindeutig durch ¢, auf supp p gegeben und das g,

definiert in (5.7), ist die optimale Dichte.
Fiir p kénnen wir zusétzlich zeigen:
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5 Begrenzung der Ausbreitungsgeschwindigkeit

Lemma 5.5. p < py fast dberall, wobei R:= R+ 7|¢Rp(R)|.
Beweis. Nach Lemma 5.4 und (5.4) ist ¢ (r), ¢7(r) < 0 fiir r € [0, R]. Nach (5.3) und (5.6)
ist
1 —7qg(r)
14+ 7G(q (T))
> (s (ap(r) -

. T

(") ( a5(r) — Sldz()?)

Da p durch (5.7) definiert ist und (s*)" nicht-fallend ist, reicht es aus zu zeigen, dass fiir alle
r € [0, R] gilt

Pg(r)

ap(r + 7Iga(r)]) = S1a5(r + 7laR (DI > ar(r) = lan(r)P.

Nach Lemma 5.4 ist gj eine monoton fallende Funktion, wéhrend |¢| und |g| monoton
wachsen. Also gilt

a(r + 7ldr(r)]) = Zldp(r + Tlar (DI

-
> qp(r+7lap(R)) = Slap(r + TlaR(R))
T
= arlr) ~ Llda(r)P
Der letzte Schritt folgt aus (5.4) und der Definition von R. O

Nun kénnen wir den Beweis von Proposition 5.1 formulieren.

Beweis von Proposition 5.1. Sei p die neue optimale Dichte, erhalten durch das
urspriingliche diskrete Schema (1.2) mit pg statt p™, und sei p erzeugt aus dem urspriinglichen
Problem, bezogen auf das duale Problem (5.1).

Aus der Definition von G und der Monotonie von G(-,z) folgert man 8. f(z) < 9. f(z,z).
Nach Proposition 4.3 ist p < p fast iiberall. Somit folgt aus Lemma 5.5 und |¢R(R)| = ¢,
dass p < pRic.r- 0
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6 Gleichgradige Stetigkeit der Dichtefunktionen

6 Gleichgradige Stetigkeit der
Dichtefunktionen

In den folgenden Kapiteln wollen wir zeigen, dass p”, u” und p”, definiert wie in (1.8),
gegen eine Losung der partiellen Differentialgleichung, die das Tumorwachstum modelliert,
konvergieren, wenn 7 gegen null geht.

Dafiir nehmen wir an, dass die Anfangsbedingung pg € X (1.9) erfiillt. Fiir ein 7' > 0, das
den zu untersuchenden Zeitabschnitt beschrankt, wissen wir aus dem vorherigen Kapitel,
dass man das zu betrachtende Gebiet grof§ genug wihlen kann, sodass es keinen Einfluss
auf die Losung hat. Man wihle €2 also so, dass

BR0+CT C Q)

wobei hier Ry und C' nur von pg, G und s abhéngen, und zusétzlich soll gelten
(i) die Interpolationen (p7, 17, p") aus (1.8) haben einen kompakten Tréger in BrytoTs;
(i) p” erfullt (3.2) fiir 0 <¢ <T.
Ry und C' existieren nach Proposition 5.2. Auflerhalb von 2 setzen wir die zeitdiskreten
Losungen auf null. Nach Proposition 5.3 erzeugt jedes €2, das die oberen Anforderungen
erfiillt, die selben zeitdiskreten Losungen fiir 0 < ¢ < T'. Im Folgenden werden wir die iiber
Q hinaus erweiterten diskreten Losungen in RY x [0, T] benutzen.

Nun wenden wir uns dem Ziel dieses Kapitels zu, gleichgradige Stetigkeit der Dichtefunk-
tionen in Raum und Zeit zu zeigen. Diese Eigenschaft wird dann spéter fiir den Beweis der
starken Konvergenz der Dichten (siehe Korollar 6.7) nach einem &hnlichen Vorgehen wie in
[JKT20b] benutzt.

6.1 Die Energieverlust-Ungleichung, BV-Grenzen und
gleichgradige Stetigkeit in der Zeit

Wir beginnen die Energieverlust-Ungleichung zu beweisen, mit dessen Hilfe wir dann BV-
Grenzen und gleichgradige Stetigkeit in der Zeit zeigen.

Lemma 6.1. Sei T' > 0 und p”, u” und p” definiert wie in (1.8). Dann haben wir fir
T = (L%J +1)7

1 T T
E(pT(wT))Jr/ / VT |pT da di SE(po)+/ / p'u” dxdt.
2 0 R4 0 Rd

Beweis. Es gilt s(p) + s*(p) = s(p) + supser{pp — s(p)} > pp. Mit dieser Ungleichung und
Lemma 2.9, angewandt auf (p"*7, Pnt1,r), folgt

E(p"T) = E(p"7) = BE(p"TT) + B (pasrr) — (B(p"7) + E* (pnt1,r))

< /R () (0" (@) = 0" (2)
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6 Gleichgradige Stetigkeit der Dichtefunktionen

Die letzte Zeile kann man auch schreiben als
[ pusr @ @) = (o) (077 () 7 (@)) 7 @ (o)
R

Mit der ersten Formel in (3.4) erhélt man dann

/R @) (Pe (@) = P (T5L, (@) ) + 7 @)p o (@) da

Mit der Konvexitit der Abbildung y — ppi1,+(y) + 5|y — 2|* erhalten wir

Lot

2
Pnt1,r (Tp:j—l,r (x)> + ; Tpn-‘rlﬁ (IIZ’) o x‘

> putir (@) + (Vpasis (). T;0, (@) — ).

Aus dieser Ungleichung und der zweiten Formel in (3.4) folgt

_ T
pn—&—l,T(af) — Pn+1,7 (Tpni_l,f (x>> < _5 ’an—H,T(x)‘z :

Somit gilt

T T 7— T T
E(p"A7) — B(p") + - /R T [ Vpagr (@) do < 7 /R P (@) P 1 () o

Wenn nun man iiber n von 0 bis L%J summiert, erhélt man die Behauptung. ]

Fiir ein py € X, das (1.9) erfiillt, ist p” gleichméfig beschrinkt durch das, in Lemma 3.5
definierte, P;. Nach (3.4), (3.5) und der Annahme (G4) gilt p7(t,R%) < B+ po(R?) fiir
jedes t € [0,T], denn fiir ein n € N mit ¢ € [n7, (n + 1)7) ist p"(¢,R?) = [pu p" 17 (2) da
und

Rd

R4
< (1+ TB)/ P (x)de < (1+ TB)”H/ po(x) dz
Rd Rd

< 6(n+1)(TB)p0(Rd) _ 6B(m'+7')p0(Rd) < 6B(t+T)po(Rd).

Also gilt

!

T’ r
/ / p T dedt < PLB (Tpg(Rd) + / p" (R, 1) dt) < PP py(RY).
0 R4 0

Hieraus folgt mit Lemma 6.1, und weil 77 < T + 7 ist,

Korollar 6.2. Sei 7 < 1/B und T' definiert wie in Lemma 6.1. Dann ist

17
2/0 /]Rd IVp™|2p7 da dt < E(po) + Mpo(R%), (6.1)

wobei das M von T, G, s und ||pol| oo (ray abhingig ist.

Mithilfe von Lemma 3.7 und (6.1) kann man nun das Wachstum der BV-Norm der Dichte
abschétzen.
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6 Gleichgradige Stetigkeit der Dichtefunktionen

Korollar 6.3. Sei 7 < (2B)~! und py € BV. Dann existiert eine Konstante M, die von
T, G, s und ||po|| oo (ray abhingig ist, sodass fiir alle t € [0,T] gilt

F(t) := / V7 (@,0)] dw < P ((1+ TB)F(0) + 2E(po) + Mpo(R?))
R4
Beweis. SeiT” definiert wie in Lemma 6.1. Nach Lemma 3.7 und (6.1) gilt fiir jedes ¢ € [0, T

t
/ Vo' (z,t)|de < B// |VpT(:c,s)|dde—|—(1+TB)/ |V po| dz
Rd 0 JRre Rd

T t
—|—/ / |V |p" dx ds + My (/ pT(RY, s) ds + T,oo(Rd)>
0 R4 0

t
B// |Vp7(x,s)|d:vds+(1+TB)/ |V po| dz
0 JRd Rd

+2M; + MyB~ Pt g (RY)

IN

mit My := E(po) + Mpo(R?) und M, := 192 + go.

In dem ersten Schritt haben wir Lemma 3.7 iterativ angewendet und die Summen als
Integrale zusammengefasst. Die zweite Ungleichung folgt aus p™(R%,t) < eB+7) po(RY) und
(6.1). Mit Gronwalls Lemma erhélt man nun die Behauptung. O

Als néchstes erhalten wir eine Abschétzung fiir die gleichgradige Stetigkeit der Dichte in
der Zeit.

Lemma 6.4. Sei 7 < 1/B und definiere p” (z,t) := po(z) fir t < 0. Dann gilt fir alle

T7>0
T
J

wobei M nur von T, G, s und pg abhdngt.

pT('7t) - pT('>t - T) 2

Beweis. Sei ¢ eine glatte Funktion. Mit (3.4) gilt

/ pn-‘rlﬂ'(x) _ p”ﬂ'(;p) (IL’) — ¢ (eT + Tan—‘rl,T(w))anrl,T(:C)
R T R4 T

+u" T () p(x) da.

Nach dem Fundamentalsatz der Analysis ist dieser Ausdruck gleich

1
/R d /0 Vo (2 + 0Py 1.0(2)) - Vpns 1o ()" 17 (@) + 1717 (2) () dB dv.

Mithilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und der Hélderschen Ungleichung erhélt man
die Schranke

n,711/2 n,T
1960l 2m+1.7) IV D1 ll2riry + 62y B 12 gy (R

Hierbei ist

1
prrLT = / ng’T df und pZH’T = (id + TOVpns10)4p" 7.
0
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6 Gleichgradige Stetigkeit der Dichtefunktionen

Es gilt ||p n“ "l oo (rey d6. AuBerdem ist ng’T = p"*tL7 und p"+1 T =
TPZL T#p"“’T =p" —|— Tp”“ T nach (3.4). Laut [Sanl15] gilt
n+1, +1,7
1957 oo ey < max (lof 7l oy 107 ooy )
also
n+1,7

[

ooty < max (1107 ooy, 0™ + T o )

Daraus folgt

/ pn+1,‘r(x) _ pn,ﬂ-(x>
Rd

1/2
< |8l g1 (@) max (||P”+1’T||Loo(Rd),||P"’T+wn+1’7||Loo(Rd)) VPt L2 (pntrmy
1/2
gl (0" ey o™ ®Y) " B.

Durch Division der beiden Seiten durch ||@|| g1 (q) folgt

|

1/2
< max (0" e oy, 0™ + 70 L peqgy) VBt gy

4 (10" ey &) B

n+1,7

T, T

p —p

T

H-1(Rd)

Die Behauptung erhélt man nun mit Lemma 3.5 und Korollar 6.2. O

6.2 Gleichgradige Stetigkeit im Raum

Mithilfe der Vergleichsprinzipien und der BV-Abschéitzung in Lemma 3.7 zeigen wir gleich-
gradige Stetigkeit von p” im Raum.

Proposition 6.5. Seien py und p™ gegeben wie oben. Dann gilt fiir alle y € R?

lim  sup / / "(x + ey, t) — p" (x,t) dx dt = 0.
~00<r<(2B)- R4

Fiir pg € BV folgt diese Aussage direkt aus Korollar 6.3. Wir werden die allgemeine
Aussage zeigen, indem wir die Anfangsdichte durch Dichten in BV approximieren. Dafiir
benutzen wir das folgende Lemma.

Lemma 6.6. Seien pg, p1 € X, wobei diese (1.9) erfillen, und sei p] gegeben durch (1.8)
mit Anfangsdichte p; fiir i = 0,1. Dann gilt fiir alle 0 <t <T

/ [ i) = i)l deds < e = 1)1+ Bl — ol (62)

wobei B durch (G4) gegeben ist.
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6 Gleichgradige Stetigkeit der Dichtefunktionen

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass pg < p;. Fiir i € {0, 1} seien (p, 4]") und p aus (1.2)
beziehungsweise (1.5) durch die Anfangsdichte p; erzeugt. Nach Proposition 4.3 gilt p’é < p’f
fast iiberall, wenn 1 < k < T'/7. Mit (3.4) erhalten wir

Lt@-at@l = [ At -ste
Rd
:/ 1(z) = pola +¢Z/ T (@) = g (2)) da.

Nach (3.5) ist

PN (@) — pg (@) = pi(@)G (gl (@), ) — pf(2)Glgs T (2), ),
wobei qkJrl (pf“) Wir behaupten nun, dass
g (y) < ¢FT(y) fiir fast alle y € supp pf. (6.3)

Diese Aussage gilt, denn wenn dies nicht der Fall wire, dann hitte man fiir ein y € supp p’f

1 1
A ) = P (T W)+ A Tgen (0) =9l < 06T (T ()4 5 T () =0 = 05 ()-

Nach dem Vergleichsprinzip ist pk‘H( ) < phTl(z) fiir fast alle z € supp pi1. Da T e+ (y) €
1
supp pi ! fiir fast alle y € supp p, folgt, dass pf+ (Tpk+1 (y)) < kH(T k+1( )) fiir fast alle
1

Yy € supp p’f. Nun berechnen wir
1 1
2o (T () + o= T () =y < DF (T () + | () =yl
27" Py Py T 1
< AT (Tpn ) + T () — ol
Dies ist ein Widerspruch zur Optimalitidt von Tpk+1. Es gilt also (6.3). Da G nicht wichst,
0
ist
A @) (2),2) = ph(@)Glab (@), 2) < (ph(@) = pf(@)) Gla ™ (@), ).

Somit erhalten wir

[ -mrois [ Ipl(x)—Po(JU)IJrTBkZO/Rd 95(2) = )

oder fiir p;

t
[ i) = st do < (7Bl = ol + B [ [ 1ok ) = ph(e. o) dods

Nun folgt die Behauptung fiir diesen Fall mit Gronwalls Lemma.

Fiir den Beweis des allgemeinen Falls sei pi(x) := min (po(x), p1(x)). Wegen den Annah-
men an s erfiilllt p; (1.9) und p; € X. Durch (6.2), angewandt auf die Paare p; und py,
erhélt man

t
T T 1
| [ i) = sl deds < (e =11 +7E) (o1 = pill o + o0 = pilleo)
0 JRd

Nach der Definition von p; ist die rechte Seite gleich der gewiinschten Schranke. O
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6 Gleichgradige Stetigkeit der Dichtefunktionen

Beweis von Proposition 6.5. Fiir jedes § > 0 kann man ein p; € BV(R?) finden, sodass
p1 € X (1.9) erfiillt und [[po — p1| 1 (ray < 6.

Seien p” und p] wie in (1.8) mit den Anfangsdichten py bezichungsweise p; gegeben. Mit
Lemma 6.6 erh&lt man

T
[ [+ enn - @oldea
0 R4

IN

T T
2 [ [ o - doldds [ [ it - (o] ded
0 Rd 0 Rd

2

E(eBt = 1)@+ 7B)llpo — prllprway + Tely| sup [[p1( )| By we)-
0<t<T

IN

In dem letzten Schritt haben wir die L'-Lipschitzeigenschaft von BV-Funktionen ange-
wandt. Aus Korollar 6.3 folgt

T
lim  sup / lp" (x + ey, t) — p" (x,t)| dx dt < C9,
¢200<r<(2B)-1Jo JRd

wobei C' von B und T abhéngt. Daraus folgt die Behauptung. O
Nun folgern wir die starke Konvergenz von p” in L'(R? x [0,T7).
Korollar 6.7. Eine Teilfolge von p™ konvergiert stark gegen ein p in L*(R? x [0,T7]).

Beweis. Die Aussage folgt aus Proposition 5.6 in [JKT20b], die auf den Abschéitzungen der
gleichgradigen Stetigkeit aus Lemma 6.4 und Proposition 6.5 basiert. O
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7 Grenzwert der Losung

Wir wollen nun zeigen, dass unsere Losung sehr schwach gegen die kontinuierliche Lésung
(P) konvergiert. Dafiir beschrdnken wir den betrachteten Zeitraum durch ein 7" > 0 und
behalten die Annahmen an pg und 2 aus dem Kapitel 6. Aufgrund der Unabhéngigkeit der
Losungen von € kénnen und werden wir die erweiterte Definition der Losungen (p”, p”) mit
kompaktem Triger in R? x [0, 7], die auBerhalb von  gleich null sind, verwenden.

Das folgende Lemma zeigt, dass die diskrete Losung die kontinuierliche Gleichung (P) bis
auf einen Fehlerterm 16st.

Lemma 7.1. Sei T > 0 und 7 < min{l/B,T/2}. Das Paar (p”,p") lost niherungsweise
die kontinuierliche Gleichung im schwachen Sinne, das heifit fir alle ¢ € CZ(R? x [0,T))
und tg € [27,T] gilt

/to /de 8t¢>d:cdt+/t0/ [o— pVpT -V dudt -

_ /R D@ t0)0(w,to) = po(@)9(w,0) da + €.

Hier erfiillt der Fehler e, die Ungleichung |e;| < TY2M, wobei M eine Konstante ist, die
von T, G, s, po und ¢ abhdngt.

Beweis. Aus der Definition unserer Interpolationen ergibt sich

/to T/Rd a:t+7')—<;5(:n t)dxdt

/tOT/Rd (z,1) (t ™) b, ) d (7.2)

1 T
—i—/ / p"(z,t — T)p(x,t) d:cdt—/ / p ¢ dxdt.
T Jto—r JRE 7 Jo JRr4

Wir betrachten nun die linke Seite dieser Gleichung. Mit der Taylor-Formel erhélt man

t+7
o, t+71)=p(x,t) + 7O (2, t) + / (t+71— s)@fQﬁ(m, s)ds,
t

wobei ftt+T(t + 7 —8)02¢(z,5)ds < - Han)”Loo(RdX[O 77)- Somit gilt

to—T _ to
pl,t+7) =l t) dxdt—/ / pTatgbdxdt’
R4 T 0 Rd
to=7 d T a2 o d
< /0 pT (R, 1) - §||at¢||Loo(Rdx[o,T]) dt+/t p" (R ) [10e9| Lo max[0,77) A
0o—T
T Bren) T BT
< /O eZu T 2H¢||02(Rd><[0,T])dt+/t e" T 9l o2 (ra xjo,17) At
0o—T
<

T ;
- (2 N 1> BT oo (RY) |8l oo 1)

33



7 Grenzwert der Losung

Fiir den ersten Term auf der rechten Seite in (7.2) erhdlt man mit (3.4)

/tU_T/ pT(z,) —PT(%t—T)M%t) de dt

R4

/to T/ (2, 28 = (b(a:—i—TVp @) 4 ()bl 1) i,
R4

Nach der Taylor-Formel fiir ¢ (z + 7Vp™ (z, t), t) und Korollar 6.2 gilt

to—T7

pT(J,‘,t) — pT(aj,t — T)

to—T
¢(z,t) dedt — / / —p'Vp" - Vo +u ¢pdrdt
T R4

R

d
< 16llcemixpo / / TP

< TM$|lc2Raxfo))

wobei M eine von T, GG, s und pg abhingige Konstante ist. Nach der Ungleichung von
Cauchy-Schwarz und Korollar 6.2 ist

T to
’(/ -I-/ )/ —pTVpT~V</5+,uT¢>dxdt‘
t, d
1/2
< ([« )reoa [ / IV dedt} I6ller oy
to—T
L Bléllonon (/ + ) 0 dt
—T to—21

< 72M| 9l @ xgory-

Nun betrachten wir die letzten beiden Terme in (7.2).

1 [to ) T
; /t'()—’T /Rd P (x7 - T)(Z)(:U’ t) vt = /]Rd p (:L" t0)¢($7 tO) dx

L[l
< [ R DI06) o )l
0o—T
1 tO T T
+7_/t o7 (ot = 7) = p" (s to) | -1 may |9 (- to) | 1 (meary it
0—T

Der erste Term ist durch 7e57 pg(R?)||¢|| o1 (Réxo,r]) beschrinkt. Nach der Ungleichung von
Cauchy-Schwarz und der Definition von p7 ist die Schranke des zweiten Terms

1/2 fo 2
Clldllcr @axpp™ (/t 1p7 (ot = 7) = p" (-, t0) |5 Rd)dt>
0o—T
< Clldller@exiomn)
- . 9 1/2
(107 Crto = 27) = 07 (s to = D3y sgay + 107 Cto = 7) = 7 t0) sy

Hier hingt das C' von der Grofle des Trigers von ¢ ab. Mit Lemma 6.4 (mit T > ¢ty + 7)
beschriinken wir nun den unteren Ausdruck durch CM H<;5||01(Rdx[07ﬂ)71/ 2 wobei M von T,
G, s und pg abhingig ist. Also gilt

1
! / = notedede~ [ t0)otasto) da| < Ol oy T
T to Rd Rd
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7 Grenzwert der Losung

Analog zeigt man fiir den letzten Term in (7.2), dass

1 T
/ / pT(as,t)qS(a:,t) dz dt — / p0($)¢($,0) dz| < CMHngCl(RdX[O,T])Tl/Q'
TJo JRd Rd

Durch das Zusammenfassen der oberen Abschitzungen erhilt man die Behauptung. O

Nun untersuchen wir das Konvergenzverhalten von ™ fiir 7 — 0.

Lemma 7.2. Sei T > 0. Dann gilt fiir jedes ¢ € L=([0, T]; W1>(R%))

T
lim/O /Rd (" (x,t) — p" (2, t)G(p" (2, 1), x)) p(x, t) dx dt = 0.

T—0

Beweis. Man nehme an, dass 7 < 1/B. Sei 0 < n < [£] und ¢ € W>°(R?) eine beliebige
Testfunktion. Aufgrund von (3.4) und (3.5) haben wir

/ o(@) (0" + TGP (), 7) d = / P @)(Tr L (2)
R4 Rd

G (P (13,1, @), T, (@) dr

also
/Rd o(x) (p”(:v)G(prl(:n),x) _ pnﬂ(fﬁ)G(an(:p),;g)) i
= [ 0@ (T, @) (T, @) T3, @) = 906 (pasa(e). ) do (73
T /Rd cp(x)un+1(g;)G(ng(x)7 z) dz.

Der letzte Term ist durch TBQeB(T+T)po(Rd)Htp||Loo(Rd) beschrénkt.
Um den ersten Term abzuschétzen, benutzen wir die Gleichung

_ 1 _ T
P (T, (2)) = poga(2) + o T, (@)]* = pasa(z) + §|Vpn+1(1‘)l2,

die aus der Definition von T}, , und der c-Transformation folgt.

Mit dem gg := HGHWLOO([O,Pl]de) aus Lemma 3.7 haben wir somit

Lo @) (AT 6 (i T3, @) T3 L, (@) = 9(0)G (s (@), )

/R @)

1 /
/0 (go(:z: + s7Vppt1(x))G (pn+1(x) + sg|Vpn+1(x)|2, T+ STVan(:L‘))) dsdzx

1
< [ L@ (F9is @190l ey B + im0l
n T
0" @) (11l e (rty 5 | VPt (@) g0 ) derds
< 7 (BIVelLw@a) + gollell ey ) (5 RV Vpnial 2pniny

N
+§90HSO||LOO(Rd)|an+1||%2(pn+1)-
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7 Grenzwert der Losung

Wir schéitzen (7.3) nun mit dieser Ungleichung ab, und da ||Vppt1||p2(pn+1) entweder durch
1 oder HVanH%Q(an) beschréinkt ist, erhalten wir

L #6@) (7 @) = "4 @G s (@),2) d| < M ellwroeguy (14 19t )

wobei M eine von T, G s und py abhingige Konstante ist.
Wenn wir die obere Ungleichung beziiglich p”, ©™ und p™ umschreiben, ¢(z) durch ¢(z,t)
ersetzen und das Zeitintegral iiber [0, 7] nehmen, erhalten wir

T
|60 = 70607 @ 0.0) 600 de ]

T/
< TMI@(t, )l Lo (0, 17;w100 (ReY) <T+/O /Rd PT|VPT|2d$dt>,

wobei TV = (L%J +1) 7 wie in Lemma 6.1 definiert ist. Nun folgt die Behauptung aus
Korollar 6.2. ]

Jetzt konnen wir Konvergenz fiir 7 — 0 beweisen. Fiir den Druck zeigen wir nur die
Konvergenz an den positiven Stellen von p”. Dies ist ausreichend, da p” auf dem Trager von
p" nicht negativ ist.

Proposition 7.3. py € X erfiille (1.9). Dann ist p7 gleichmifig beschrdnkt in L>=(R? x
[0, T]) und konvergiert stark in L*(R? x [0,T]) auf einer Teilfolge gegen ein p in L™= (R x
[0,T7). Auperdem ist p, = max(p”,0) gleichmdfig beschrinkt in L®(R? x [0,7T]) und eine
Teilfolge konvergiert schwach-* gegen ein p in L>°(R%x [0, T]). Zusditzlich konvergiert jeweils
eine Teilfolge von p™p™ und s*(p™) schwach in L'(R? x [0,T]) gegen pp und s*(p).

Beweis. p” hat nach Lemma 3.5 eine gleichmifige obere Schranke in R? x [0,7]. Somit
konvergiert eine Teilfolge von p7, gegen ein p € L®(R? x [0, T]) in der schwach-*-Topologie.
Mit (3.3) und der gleichmiBigen Beschrinktheit von p” sieht man, dass p” in L>(R% x [0, T7])
gleichmiflig beschrankt ist. Dies gilt also auch fiir p™p7.

Mit Korollar 6.7 folgt nun, dass eine Teilfolge von p"p™ = p"p’ schwach gegen pp in
LY(R? x [0, T]) konvergiert.

Nun zeigen wir, dass p € 9s(p). Nach Lemma 2.9 ist es ausreichend zu zeigen, dass
plz, t)p(x,t) = s(p(x,t)) + s*(p(z, t)) fiir fast alle (x,t) € R x [0, T7. (7.4)

Wir miissen nur noch zeigen, dass die linke Seite grofler oder gleich der rechten Seite ist,
da die andere Ungleichung immer gilt. Wir haben s*(p) = s*(p4.), weil s*(p) = 0 fiir p < 0.
In dem diskreten Schema gilt also

p" (2, )p (z,t) = s(p" (x,1)) + s*(p (2, 1)) fiir fast alle (z,t) € R? x [0, 7). (7.5)

Da p7 — p auf einer Teilfolge in L'(R? x [0,T]), gilt das selbe fiir s(p”), wegen der
Stetigkeit von s. Zusammen mit der schwachen Konvergenz einer Teilfolge von p"p” gegen
pp in L' (R? x [0, T]), der schwach-*-Konvergenz einer Teilfolge von p7, in L>®(R? x [0, T)
und der schwachen Unterhalbstetigkeit von s* folgt die Ungleichung.

Nun konnen wir die Aussage treffen, dass eine Teilfolge von s*(p”) = s*(pZ) schwach
gegen s*(p) in L'(R? x [0,T]) konvergiert. Diese folgt aus (7.4), (7.5) und weil p"p™ — pp
und s(p”) — s(p) in LY(R? x [0,T]) entlang einer Teilfolge. O
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7 Grenzwert der Losung

Nun koénnen wir den Grenzwert als sehr schwache Losung von (1.7) charakterisieren.
Dabei gilt nach Lemma 3.5, dass p™ < My := max(br, inf 9s(|[pol| L (ra))) filr alle 7> 0.

Satz 7.4. Sei entweder s € CL ([0, +00)) oder G(-,x) affin auf [0, Mo fiir alle z € R%. Fiir

T > 0 erfillt (p,p) aus Proposition 7.8 dann die Gleichung

to
/ / PO+ 5" (D) A + G(p, 2)p da dt = / (e, to) (. to) dr — / po(@)(x,0) da
0 Rd Rd

R4
(7.6)
fiir alle ¢ € C>([0,00) x RY) und fast alle to € [0,T].
Beweis. Wir zeigen zuerst, dass fiir eine Teilfolge mit 7 — 0 gilt
to to
/ Gp",x)p"pdrdt — / / G(p, z)po dx dt (7.7)
0 R4 0 Rd

fiir alle ¢ € C§°([0,00) x R?) und alle ty € [0,7]. Wenn s € CL ([0,00)), haben wir

ph = §'(p7) fast iiberall. Nach Korollar 6.7 konvergiert eine Teilfolge von p?. fast iiberall

gegen p auf RY x [0,T]. Da G stetig ist, konvergiert p”(z,t)G(p" (z,t),x) fast iiberall ge-

gen p(z,t)G(p(x,t), r). Zusammen mit der gleichméfBigen Beschrénktheit von G folgt (7.7)

aus dem Satz der majorisierten Konvergenz. Falls G affin ist, gilt (7.7) aufgrund der L!-

Konvergenz von p” gegen p und der schwach-*-Konvergenz von p7, gegen p in L (R¢x [0, T7).
Wir behaupten nun, dass

/ p'Vp" - Vodr = —/ s*(pT)A¢ dx. (7.8)
R4 R4

Falls s* Clloc( ), folgt diese Behauptung aus (3.3) durch partielle Integration. Ange-
nommen s* ¢ CL (R). Wir konstruieren {s’}c~o als eine nicht-negative Folge aus C'-
Approximationen von s* wie folgt. Sei ¢ € C§°(R) so definiert, dass ¢ > 0, [¢ =1

und supp¢ C [0,1]. Definiere (. (z) := e '¢(z/¢) und sei s* = s* x (. die Faltung. Wir

betrachten nun s}. Es gilt
—t T -
Jar= [ swere(t
Ir—e

silo) = [ 0ei¢ (m

1
= / s*(xz — et)((t) dt durch Substitution.
0

) dt, da supp ¢ C [0, 1]

Nun sieht man, dass s} monoton fallend ist beziiglich €, da s* monoton wéchst. Auflerdem

gilt
/01 (x—et)((t)dt < s™( /C (x),
[ - acwarz s a:—e/c (o)

also s*(x — €) < s¥(z) < s*(x). Aufgrund der lokalen Lipschitzstetigkeit von s* gilt fiir ein
geniigend kleines ¢, dass |s(xz) — s*(x)| < Le, wobei L die Lipschitzkonstante ist. Daraus
folgt nun s} — s* lokal gleichméBig fiir e — 0.

Wir betrachten nun die Ableitung von s?. Es gilt (s fo (z — et)((t) dt. Mit der
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7 Grenzwert der Losung

Konvexitéit von s* sieht man, dass auch (s¥)’ monoton fallend ist beziiglich € und in jedem
differenzierbaren Punkt von s* gilt (s*) 7 (s*)’ fiir € = 0. Sei p7 := (s¥)(p”). Dann haben

€
wir fiir ein €2, das konvex, glatt, ausreichend grof} ist und supp p” und supp p] enthélt,

/ PV Ve dr — — / S )AGdr — — | s () Adda (7.9)
Q R R4
fiir e — 0.

Die Konvergenz folgt aus der lokalen gleichméfligen Konvergenz von s} gegen s*. Da
s* konvex ist, hat es nur abzéhlbar viele nicht-differenzierbare Stellen, die wir als {a;}°,
bezeichnen. Sei A; = {z € Q:p” = a;} und A = U2, A;. Es ist bekannt, dass Vp™ = 0 fast
itberall in A; fiir alle ¢. Somit gilt

/Q (pi = p")VD' Vo dx

< [ - IvpIIveldo
Q\A

IN

VD[l oo @) [Vl Lo (et /Q\A |(s2)'(P7) = (™)' ()| da.

Da p” c-konkav ist, hat ||VpT||pe(q) nach Lemma 2.4 eine gleichmiBige Schranke. Da
(s5)(p7) A/ (s*)(p7) auf Q\A, geht die rechte Seite fiir ¢ — 0 gegen null. Damit und
mit (7.9) beenden wir den Beweis von (7.8).

Nun erhalten wir mit Proposition 7.3, dass fiir alle 0 < to < 7 und alle ¢ € C$°(R%x[0,7T])

gilt
to to
/ / p'Vp" - Vodrdt — —/ / s*(p)A¢ dx dt (7.10)
0 JR4 0 Jrd

entlang einer Teilfolge fiir 7 — 0.

AuBlerdem gilt nach Korollar 6.7 und dem Satz von Fubini, dass p”(to,:) — p(to,-) in
LY(RY) fiir fast alle to € [0, 7).

Daher folgt (7.6) aus Lemma 7.1, Lemma 7.2, Proposition 7.3, (7.7) und (7.10). O

Bemerkung 7.5. Mit Lemma 7.2 und (7.7) erhalten wir die Aussage, dass u” — pG(p, x) in
LY([0,T); W—L1(R9)) entlang einer Teilfolge fiir 7 — 0.

Wenn s = s, erhalten wir die starke Konvergenz von p™ mithilfe der Monotonieeigen-
schaft aus Korollar 4.5.

Satz 7.6. Sei s = s und po(x) € [0,1]. Dann ist {p” }r>0 gleichmdifSig beschrinkt in
L®(RY x [0,T)) und konvergiert gegen ein p in LY(RY x [0,T]) entlang einer Teilfolge.
Auperdem existiert ein p € 0s(p), sodass pt — p in L'(RY x [0,T]) und pL — pin
L%([0,T); HY(R?)) entlang einer Teilfolge. Zusitzlich erfiillt (p,p), dass (p — 1)p = 0 fast
tberall und

to
| [ p06- 5064 Gpapodoit= [ patoleto)ds~ [ mia)ote.0)do
0 R4 R4 R4

(7.11)
fiir jedes ¢ € C(R? x [0,00)) und fast alle to € [0,T].

Beweis. Wir wissen nach Lemma 3.5 bereits, dass p’ gleichméfig beschrénkt in L®(R? x
[0,T7) ist. Nach (3.3) ist (p” — 1)p. = 0 fast iiberall, weil p7 = 0s(p”) = 0 fast {iberall
fiir p” € (0,1) und falls p” = 0, gilt p” < 0 fast tiberall, weil ds*(p™) fiir p” > 0 keine null
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7 Grenzwert der Losung

enthélt. Somit hat p7 fiir ¢t € [0,7] einen kompakten Trager, der gleichméBig beziiglich 7
ist (siehe Kapitel 5). Auflerdem gilt fiir jedes ¢ € [0, 7]

to to
/0 /RdIVPLIQClﬂc:/0 /deT\Vpﬂde, (7.12)

wobei dieser Ausdruck nach Korollar 6.2 gleichméfig beschrankt ist. (7.12) gilt, weil Vpl. =
0 fast {iberall, wenn p”™ < 1.

Nun betrachten die lineare Interpolation
P (x,(n—=140)7):=0p) (x,n7)+ (1 —0)pl(x,(n—1)7) fiir 0 <6 <1 und n € N;.

Man erhélt fiir alle N <T/7 +1

Nt N
op” |dxdt = T/
f Lo 27 [

— /Rd(p;(x,Nr) —p%(x,0)) dz,

T T _ 1
pL@, )~ p (e, (n = 1))
T

wobei der letzte Schritt aus der Monotonie von p? in der Zeit folgt (siche Korollar 4.5).
Somit ist 9;p” € L' (RY x [0,T7]). Mit (7.12) treffen wir nun die Aussage, dass p” gleichmiBig
beschrénkt in W11 (R? x [0,T]) ist. Mit dem Satz von Rellich-Kondrachov folgt nun, dass
P, und somit auch p’, , entlang einer Teilfolge stark gegen p in LY (R? x [0,T]) konvergiert.
Da p, , also auch p, gleichméfig in L> (R x [0, T)) beschriinkt ist, gilt die Konvergenz auch
in L2(R? x [0,7]). Mit der gleichméiBigen Beschréinktheit von Vpl in L2(R? x [0,T]) aus
(7.12) folgt, dass Vp’, — Vp in L2(R? x [0, 7).

Als néchstes folgt die duale Relation p(p — 1) = 0 aus der diskreten Version p7 p” = pl,

und von der starken Konvergenz von p7. und p” in L' N L?(R? x [0, 7). AbschlieBend wird
(7.11) wie in Satz 7.4 bewiesen. O
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8 Eindeutigkeit der Losungen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass die Grenzwerte der Interpolationen in vielen Féllen,
insbesondere fiir s = s, und s = sS4 mit allgemeinem G, dem noch zu definierenden Begriff
von eindeutigen Lésungen entsprechen.

8.1 Regulare Energie

Definition 8.1. (p,p) ist eine sehr schwache Losung von (1.7), wenn die beiden Funktionen
jeweils nicht-negativ, beschriankt und mit kompaktem Triger in R? x [0,T] sind, sodass
s*(p) € L?(R? x [0, T]) und sie (7.4) und (7.6) erfiillt.

Satz 8.2. Seis € C} ([0,00)) und nehme an, dass fiir jedes C > 0 eine Konstante M = Mc¢
existiert, sodass
z|s'(z) — §'(y)| < M|z —y| fir alle z,y € [0, C]. (8.1)

Dann ist das Paar (p,p), wie in Satz 7.4 gegeben, die eindeutige sehr schwache Lésung von
(1.7).

Bemerkung 8.3. Fiir s(p) = p™ mit m > 1 sind die Voraussetzungen erfiillt.

Beweis. Analog zu den Beweisen von Satz 6.5 und Satz 6.6 in [Vaz07] erhalten wir die
Ungleichung

to
/d(m(xﬂfo) = p2(w,t0))+ dv < / /d(mG(pl,w) — p2G(pa, x))+ da dt,
R 0o JRr
wobei p; = §'(p;). Da G(z,x) beschriinkt und lipschitzstetig in z ist, gilt
to
[ i) = palastollde < [ [ 10iGlo1,0) - paGlpas )] o
Rd 0 Rd
to
< [ ] 1n(Gon) = Glon.) + (91 = p2)Glpa. )

to
SA/ / (p1lp1 — p2| + |p1 — p2|) dxdt
0o Jre

mit A = max(L, B), wobei L die Lipschitzkonstante ist. Mit (8.1) und der Beschrinktheit
von p; (siche Lemma 3.5) erhalten wir

| pr(e bl 0) = pata )] de <M [ Jor(at) = (e 1) da
R R

wobei M eine gleichméBige Konstante fiir 0 <t < 7T ist. Insgesamt gilt also

to
/ |p1 (2, t0) — pa(z,to)| dz < (A—i—max(l,M))/ / |p1 — po| dz dt.
R4 0 JRd
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8 Eindeutigkeit der Losungen

Mit Gronwalls Lemma folgt
[ Iortasto) = patato)| do < 0
R

also p1 = py fast iiberall auf R? x [0, T] und wegen p; = s'(p;) fast iiberall gilt auch p; = po
fast iiberall auf R? x [0, T7. O

8.2 Tumorwachstumsmodell

Fiir s = s kann man den oberen Beweis nicht verwenden, weil (8.1) nicht gilt. Vor der
Aussage zur Eindeutigkeit von Losungen definieren wir zuerst einen stirkeren Begriff von
schwachen Losungen mit Informationen zu den Zeitableitungen.

Definition 8.4. (p,p) ist eine schwache Losung von (P) mit s = s, wenn die beiden
Funktionen jeweils einen kompakten Triger in R? x [0,T] haben, sodass 0 < p < 1, p €
L®(R? x [0,7]) N L2([0, T]; H*(R%)), (7.4) und (7.11) gelten und zusitzlich sind

pi,pr € LYRE % [0,T7]). (8.2)
Das Paar (p,p) aus Satz 7.6 ist eine schwache Losung von (P), wobei (8.2) aufgrund der
Monotonie von p und p in der Zeit gemifl Korollar 4.5 erfiillt ist.

Wir erhalten den folgenden Satz aus [PQV14]. Hier wird der Beweis nur skizziert.

Satz 8.5. Sei G(-,x) lokal gleichmiflig C%. Dann hat das Paar (p,p) aus Satz 7.6 eine
eindeutige schwache Lisung von (1.7) mit s = Sec.

Beweis. Wir betrachten zwei Paare schwacher Losungen (p;, pi)i=12 von (P) mit s = su.
Definiere Qp := Qx [0, T], wobei 2 ausreichend grof ist, sodass Qp die Tréger von (p;, p;) fiir
i = 1,2 enthélt. Wie in Abschnitt 3 von [PQV14] betrachten wir zwei Losungen von (7.11).
Fiir jede Testfunktion ¢ € C§°(2r) mit ¢(-,T) = 0 erhalten wir mit partieller Integration

/ /Q (1 — p2)0t + (01 — ) A + (mGp1, ) — pGlpn ) =0, (8.3)
T
Durch Umschreiben bekommt man

/ /Q (01— pt 1 — po)[ABY + BAG 1 AC(pr. )b — CBY] =0,

wobei, wegen p; = 1, wenn p; > 0, und sonst p; < 1,

A= P1 — P2 B— pP1— P2 6[0,1]

(p1 — p2) + (p1 —p2)’ (p1 — p2) + (p1 — p2)

und

G(p1,z) — G(p2, )
P1—Dp2

Man definiert A = 0, wenn p; = pg, und B = 0, wenn p; = ps. Als néchstes mochte man

das duale Problem

0<C=—po <M < 0.

Adpp + BAY + AG(p)y — CBY = A® in Qp,
¥ =0in 9Q x (0,T), (-, T)=0in Q,
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8 Eindeutigkeit der Losungen

fiir ein glattes ® losen. Daraus wiirde [ fQT (p1 — p2)® = 0, also auch die Eindeutigkeit der
Dichte folgen. Die Eindeutigkeit des Drucks zeigt man dann mit (8.3). Da die Koeffizienten
des dualen Problems nicht glatt und auch A und B nicht strikt positiv sind, benttigen wir
Approximationen der Koeffizienten, damit wir dieses Problem mit einem Fehlerterm lésen
konnen.

Dieser Fehlerterm kann sehr klein werden, wenn die Koeffizienten bestimmte Eigenschaf-
ten erfiillen. Zuerst erwarten wir, dass diese in L?(Q07) liegen, was auch zutrifft, weil sie be-
schriinkt sind. Zusitzlich soll V[G(p;, z)] € L*(Qr), G(p;,x) € L>®(Qr) und 8;,C € L*(Qr)
gelten. Da die p;’s beschrinkt sind, miissen wir nur noch zeigen, dass

VI[G(ps,z)] € L*(Qp) und 9,C € L*(Qr). (8.4)

Da G lipschitzstetig ist, kann man VG durch eine Konstante beschrinken. Somit folgt
die erste Bedingung aus Vp; € L?(Qr). Fiir die zweite Voraussetzung schreiben wir

G(p17 ﬂj‘) - G(p27 €T
P1— P2

1
) — /0 Gp((1 — s)p1 + sp2, ) ds.

Also
1 1
Cy = _Pt/o Gp((1—s)p1+sp2, ) ds—p/o Gpp((1—5)p1+sp2, ) (1 —5)(p1) + 5(p2)e) ds.

Der erste Term ist integrierbar, da p; € L1(€27) und fol Gpp((1 — s)p1 + sp2, x) ds durch die
Beschranktheit der p;’s selbst beschriankt ist.
Da (p1)¢, (p2): > 0, schlieBen wir mit dem Satz von Fubini, dass

/ <M [ [+ @) <2M Y Ipilla,
Qr Qp

i=1,2
wobei
M= sup (10pG (p, )] + [OppG (p; )])-
Ip|<max{|lp1||Loo,[[p2llLoc }w€Q
Der Rest des Beweises ist analog zu dem in [PQV14]. O
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9 Vergleich mit einem anderen Vorgehen

Wir vergleichen nun unser Vorgehen mit dem in [CM17] und gehen dann anhand der Er-
gebnisse auf die Vor- und Nachteile ein.

Zuerst beschreiben wir das Vorgehen in [CM17]. In dem Artikel wird eine Losung der
partiellen Differentialgleichung
Op =V - (pVp) =4(A =p)4p

p(1—p)=0
0<p<1

P(07 ) = Po

(9.1)

mit A > 0 gesucht. Man betrachtet p als Mafl und zeigt, dass es ein Gradientenfluss einer
Funktion ist. Um die Dichte zu erhalten, wird dhnlich wie bei uns vorgegangen. Als erstes
wird eine zeitdiskrete Losungen des Gradientenflusses definiert. Fiir diesen Schritt bené6tigt
man eine Metrik in dem Raum der nicht-negativen Mafle. Die Wasserstein-Metrik kann dabei
nicht verwendet werden, da das Maf} der Dichte iiber ganz €2 nicht konstant in der Zeit ist.
Stattdessen benutzt man eine modifizierte Version der Wasserstein-Metrik. Anschliefflend
wird eine in der Zeit abschnittsweise konstante Interpolation, &hnlich wie in (1.8), definiert.
Zum Schluss zeigt man dann, dass diese Interpolation unter bestimmten Bedingungen eine
schwache Losung von (9.1) ist. Zu beachten ist hier, dass der Ausdruck der schwachen
Losung anders definiert ist als bei uns. (p,p) ist eine schwache Losung von (9.1), wenn
fiir alle ¢ € C2°(2) die Funktion t — [, ¢(z) dp(z,t) wohldefiniert und absolut stetig auf
[0, +00) ist und fiir fast alle ¢ > 0 gilt

d
G | @ oty = [ (~V0VDa.0) + 040 —plo.0)) dofat). (02)

Bei dem Vergleich zwischen unserem Vorgehen und dem in [CM17] fillt auf, dass man im
letzteren Artikel einen Spezialfall von uns behandelt mit s = s, G(z,2) = 4(\ — 2)+ und
0<pg <1 fir alle z € Q.

Wir erwarten fiir €2, dass es glatt, beschrinkt und konvex ist. Diese Anforderungen sind
in [CM17] etwas schwicher. Glattheit und Konvexitét wird nicht erwartet, dafiir allerdings,
dass ) ein H'-erweitertes Gebiet ist. Nach Satz 7 in [HKTO8] ist dies #quivalent zu der
Forderung, dass 2 lokal gleichméflig quasikonvex ist. Wenn €2 also konvex ist, liegt insbe-
sondere ein H'-erweitertes Gebiet vor. Mit Satz 1 in [CM17] erhilt man dann auch eine
eindeutige schwache Losung. Diese ist allerdings stérker als bei uns (Vergleiche (9.2) mit
Satz 1.2 (e’)). Ein weiterer Vorteil der Vorgehensweise in [CM17] ist, dass man immer noch
Aussagen zur Existenz von Losungen treffen kann, wenn Q Locher hat, solange es ein H'-
erweitertes Gebiet ist. Dies ist bei uns nicht méglich, weil die Konvexitit dadurch verloren
geht.

Bei uns ist es jedoch vorteilhaft, dass wir mit Satz 1.3 Aussagen iiber unsere Losungen
treffen konnen, die nicht in dem anderen Artikel gezeigt werden.
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9 Vergleich mit einem anderen Vorgehen

Zusammengefasst ist es in dem oben angesprochenen Spezialfall haufig besser wie in
[CM17] vorzugehen, da man eine stirkere Losung als bei uns bekommt und es weniger Vor-
aussetzungen an () gibt. Wenn man jedoch Eigenschaften wie die Ausbreitung des Trégers
der Dichtefunktion betrachten mochte, ist unsere Vorgehensweise besser geeignet. Zusétzlich
haben wir, anders als in [CM17], die Méglichkeit G und s zu verdndern. Also kénnen wir
allgemeinere Fille betrachten und wir konnen aulerdem untersuchen wie sich die Losung
verdndert, wenn man beispielsweise die Wachstumsfunktion G modifiziert.
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