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Kapitel 1

Einleitung

Aufbauend auf dem Bachelorseminar “Optimierung und Variationsmethoden in der
Bildverarbeitung und den Naturwissenschaften”, welches am Institut fir Numerische und
Angewandte Mathematik der Westfalischen Wilhelms- Universitat von Prof. Dr. Benedikt
Wirth  gehalten wurde, behandelt diese Bachelorarbeit die Thematik der
Proximal-Punkt-Algorithmen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten und beinhaltet einen

Einblick in die zentralen Konzepte des Themas.

Das Forschungsgebiet der Optimierungsmethoden beschéftigt sich mit der optimalen
Steuerung von biologischen, chemischen, physikalischen und 6konomischen Prozessen.
Beispielhaft flr diese Themengebiete zu nennen sind zum einen inverse Probleme in der
Medizin und Biologie, zum anderen aber auch das Design von optimalen Bauteilen fir
Ingenieuranwendungen. Ferner werden Optimierungsmethoden in der Bildverarbeitung
genutzt, um unter anderem Streuungsprobleme und Bildsegmentierungen zu behandeln.
Hier ist ein spezielleres Beispiel die Bildwiederherstellung, wobei gestorte Bilder durch
Approximation dem Originalbild wieder angeglichen werden kénnen. Die Optimierung von
Bildern findet unter anderem Anwendung in der Medizin bei den bildgebenden Verfahren wie

zum Beispiel der Computertomographie.

Abb: Segmentierung in der medizinischen Bildverarbeitung (Quelle 12)

Diesem Bachelorarbeit erdffnet den Einblick in das Konzept der Proximal Punkt-Algorithmen
auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten, mit dessen Hilfe in der Optimierung ein

Minimierungsproblem gelost wird. Hierbei handelt es sich um eine Einschréankung des



euklidischen Raums auf das Gebiet einer Riemannschen Mannigfaltigkeit, welches
betrachtet werden soll. Um die Grundlagen fiir diese Betrachtung zu schaffen, wird zunéchst
auf die Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten Bezug genommen. Die Gebiete der
Riemannschen Geometrie sowie der konvexen Analysis bilden die Grundlage fir dieses

Verfahren.

Nach den einleitenden Worten zum Thema der Optimierung, bietet das folgende Kapitel
zunachst einen Einblick in die einfihrenden Themen. Hier wird vorab das Ubergeordnete
Optimierungsproblem dargestellt. Darauf folgend wird mit der Einfihrung von
grundlegenden mathematischen Aspekten der riemannschen Geometrie begonnen. Dabei
wird zunachst ein Uberblick (iber die fiir das Thema relevanten Definitionen und
Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten geschaffen. Im folgenden Abschnitt wird nadher auf die
Konvexitat von Mengen und Funktionen eingegangen.

Nachdem alle grundlegenden Themen eingefihrt wurden, gehen wir dann zum Bereich der
Regularisierung tdber, um anschlieend den Proximal-Punkt-Algorithmus zu betrachten. In
Bezug auf diesen wollen wir uns dann mit der Wohldefiniertheit und der Konvergenz dessen

beschéftigen.



Kapitel 2

Darstellung des Optimierungsproblem

Der Inhalt dieses Unterkapitels orientiert sich an [1, S.1 f.]
Im Folgenden wird zunachst das Modellproblem fur das Proximal-Punkt-Verfahren
eingefiihrt. Bei dem Modellproblem handelt es sich im Speziellen um ein

Minimierungsproblem.

Dazu sei M eine vollstandige riemannsche Mannigfaltigkeit und f: M — R eine konvexe

Funktion. Darauf bezogen betrachten wir nun folgendes Problem:

minx € Mf(x)

Ferner sei p, € M ein Startpunkt und {Ak} eine Folge positiver Zahlen. Dann erzeugt das

Proximal-Punkt Verfahren auf der riemannschen Mannigfaltigkeit genau diese Folge

{xk}c M durch folgende Iteration:

Xy = argming ¢ y { f(¥) + Ao )}

Dabei ist p,: M - R gegeben durch p, (y) = %dz(x, y), wobei d(x,y) die riemannsche

Distanz darstellt.

Ziel dieses Optimierungsproblems ist es zu zeigen, dass die Erweiterung der bereits auf dem
euklidischen Raum bekannten Konzepte ebenfalls auf dem eingeschrankten Gebiet der
Riemannschen Mannigfaltigkeit mit nicht positiver Schnittkrimmung nattrlich ist. Hierfur wird

im Verlauf dieser Ausfertigung die Wohldefiniertheit der durch

X = argmin, e y { f(¥) + Ay ()}

generierten Folge gezeigt, sowie die Konvergenz der Folge gegen ein Minimum fur den Fall,

dass M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nicht positiven Schnittkrimmungen ist.



Kapitel 3

Grundlagen der Riemannschen Geometrie, der konvexen Analysis und

Regularisierung

Der Inhalt dieses Kapitels orientiert sichan [1, S.11.], [2, S.11.],[3, S.1f], [4, S.11],
[5, S.22f],[6, S.1f],[7 S.1f],[8,S.1f]und[9, S.95f].

Nachdem wir das Modellproblem im vorherigen Kapitel dargestellt haben, folgt nun in diesem
Kapitel die Darstellung der grundlegenden Konzepte der Riemannschen Geometrie und der
konvexen Analysis.

Hierbei werden wir einen genaueren Blick auf den Raum der Riemannschen
Mannigfaltigkeiten werfen, sowie deren Eigenschaften. Ebenso betrachte wir konvexe
Mengen und konvexe Funktionen und stellen hier einen Zusammenhang her.

AbschlielRend werden wir in diesem Kapitel auf Basis der zuvor definierten Aussagen auf die

Regularisierung, welche uns dabei hilft, das Verfahren zu stabilisieren.

3.1 Einfiihrung in relevante Themen der Riemannschen Geometrie

Die Riemannsche Geometrie ist das Gebiet der Differentialgeometrie, welches sich zur
Aufgabe gemacht hat, Riemannsche Mannigfaltigkeiten zu untersuchen. Sie wurde erstmals
im 19. Jahrhundert vom Mathematiker Bernhard Riemann aufgestellt. Dabei hat er sich mit
dem Bereich der Geometrie beschaftigt, in welchem sich metrische Eigenschaften von Punkt
zu Punkt verandern konnen. Daraus haben sich insbesondere lokale Betrachtungen
ergeben, welche unter anderem Kurven und Winkel mit einbeziehen. Um uns einen
Uberblick lber die Aufgaben der Riemannschen Geometrie zu verschaffen, wollen wir in
diesem Unterkapitel die grundlegenden Themen der Riemannschen Geometrie kurz
erlautern. Dabei werden wir alle Aspekte, welche von Relevanz sind, fir den weiteren
Verlauf dieser Ausarbeitung besprechen. Hierflr starten wir nun mit der Definition der

Riemannschen Mannigfaltigkeit.



Definition 3.1
Sei M eine differenzierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit und g ein Tensorfeld, welches
jedem Punkt p € M eine euklidische Metrik des Tangentialraums T,M zuordnet. Dann heif3t

(M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und g Riemannsche Metrik.

Die Riemannsche Metrik g auf der Mannigfaltigkeit M sollte die Form einer positiv definiten,
symmetrischen Bilinearform haben. Diese ist differenzierbar von p abh&ngig und Iasst sich

wie folgt darstellen : 9, TpM X TpM - R. Flr den Fall, dass g, nicht positiv definit ist,

sprechen wir fur (M, g) von einer Pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit.

Ein einfaches Beispiel fir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist der euklidische Raum R",
welcher auf naturliche Weise mit der Riemannschen Metrik versehen ist und wie folgt
dargestellt wird: <-,->. Mit Hilfe der Riemannschen Metrik lassen sich die wesentlichen
geometrischen Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten beschreiben. Sie beschreibt nicht eine
Metrik im eigentlichen Sinne, sondern ist vielmehr ein Skalarprodukt.

Die Riemannsche Metrik bietet die Mdglichkeit, Langen und Winkel von Tangentialvektoren
Zu messen, wie zum Beispiel den Winkel zwischen zwei sich schneidenden Kurven. Ebenso
lasst sich die Lange der Kurven durch Integration bestimmen und das Langenfunktional wird

wie folgt dargestellt:

b
L©@:= ]9, ©,c©) dt

mit c: [a, b] = M und (M, g) ist Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Minimiert man dieses Langenfunktional auf dem Gebiet aller Kurven, so erhalt man die

Riemannsche Distanz d(x, x).

Ein weiterer Punkt, mit dem sich die Differentialgeometrie im Zusammenhang mit
Mannigfaltigkeiten beschéftigt, ist die Krimmung von Kurven. Hier spielen vor allem die
Geodaten, welche die kirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten darstellen, eine wichtige
Rolle. Wenn man die Krimmung einer Flache im euklidischen Raum betrachtet, ist bekannt,
dass diese relativ einfach durch die zweite Ableitung zu bestimmen ist. Dagegen gestaltet
sich dies bei der Betrachtung von Riemannschen Mannigfaltigkeiten etwas schwieriger. Die
Tatsache, dass bei differenzierbaren Mannigfaltigkeiten nicht einfach der Differenzenquotient
fur die zweite Ableitung einer Kurve gebildet werden kann, besteht aus dem Grund, dass
sich die zwei Vektoren in unterschiedlichen VektorrAumen befinden. Um dieses Problem zu
I6sen, wird eine Abbildung definiert, welche einen Zusammenhang zwischen diesen
Vektorraumen herstellt. Einer dieser Zusammenhéange ist der Levi-Civita-Zusammenhang,
mit dessen Hilfe die Richtungsanderung eines Vektorfeldes in die Richtung eines weiteren

Vektorfeldes bestimmt werden kann.



Dies gleicht der Parallelverschiebung eines Tangentialvektors entlang glatter Kurven in einer
Mannigfaltigkeit und keiner globalen Parallelverschiebung.

Wir beschreiben den Levi-Civita- Zusammenhang nun wie folgt:

Satz 3.2

Seien X,Y zwei Vektorfelder auf dem euklidischen Raum R" mit Y = ¥ fi%. Dann
- l.

l

beschreibt der Levi-Civita-Zusammenhang die Richtungsableitung von Y nach X, wobei
n
diese durchvy =Y =%V xf ai beschrieben wird.
8 =1 © %

Sei dann (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann wissen wir, dass genau ein

Zusammenhang V dieser Art existiert, welcher metrisch und torsionsfrei ist. Dieser wird als

Levi-Civita-Zusammenhang bezeichnet und ist durch die folgende Gleichung gegeben:
29(VY,Z) = Xg(Y,Z) + Yg(Z,X) — Zg(X,Y) + g([X,Y],Z) — g([Y,Z], X) + g([Z, X].Y)

Im Folgenden nennen wir einige weitere Fakten:

Bemerkungen 3.3
1. Ein Vektorfeld X entlang einer Kurve c ist genau dann parallel, wenn V_.X = 0
2. Wenn ¢' selbst parallel ist, dann heif3t ¢ geodéatisch.

3. Die geodatische Gleichung V.,y' =0 st eine nichtlineare gewohnliche

Differentialgleichung zweiter Ordnung mit y =Yu(" x), wobei x die deren Position

bestimmt und v die Geschwindigkeit in x darstellt.

4. Wenn |[y'|| = 1 dann heil3t y normalisiert.

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt bereit den Begriff der Geodéte kurz angesprochen

haben, wollen wir nun noch eine etwas genauere Definition hierflr geben:

Definition 3.4

Ein geodétisches Segment ist die Einschrdnkung einer Geodéte auf ein abgeschlossenes
und beschrénktes Intervall.

Ein solches geodétisches Segment, welches zwei Punkte x und x' auf der Mannigfaltigkeit M
verbindet heilt minimal, wenn die Lange der riemannschen Distanz d(x', x) entspricht. Dann

werden die Geodéte auch minimierende Geodéte genannt.



In den vorangegangenen Abschnitten konnten wir nun die Themen einfiihren, welche wir nun

fur die Darstellung der Vollstandigkeit von Riemannschen Mannigfaltigkeiten bendétigen.

Satz 3.5
Eine zusammenh&ngende riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heil3t geodétisch vollsténdig,

wenn alle Geodéten auf ganz R definiert sind.

Geodatisch vollstandig bedeutet also nichts anderes, als das eine Geodate y fur alle Punkte

p € M und fur alle Tangentialvektoren v € TpM auf R definiert ist.

Eine relevante Rolle im Zusammenhang mit der Vollstandigkeit von riemannschen
Mannigfaltigkeiten spielt das Theorem von Hopf-Rinow, wessen Hauptaussage ist, dass bei
Riemannschen  Mannigfaltigkeiten der Begriff der geodatischen Vollstandigkeit

gleichzusetzen ist mit der Vollstandigkeit im Sinne metrischer Raume.

Theorem 3.6: Hopf-Rinow
Sei (M, g) eine endl. dimensionale zusammenhangende Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Dann sind folgende Aussagen aquivalent und es lassen sich zwei Punkte durch eine
Geodate verbinden:
1. (M, g) ist geodatisch vollstandig.
2. (M, g) ist vollstandig als metrischer Raum
3. Fur den metrischen Raum (M, g) gilt die Heine-Borel-Eigenschaft d.h. das
jede abgeschlossene und beschrénkte Teilmenge kompakt ist
4. “Die Exponentialabbildung hat maximalen Definitionsbereich, d.h. eine und
damit jede der folgenden Aussagen gelten:

a) exp ist auf ganz TpM definiert.
b) Fur jedes peM ist exp, auf ganz TpM definiert.
c¢) Es gibt einen Punkt peM , sodass exp, auf ganz TpM definiert ist.”

(5, S.23)

Da der Beweis dieser Aussage recht umfangreich ist, verzichten wir hier auf die
Beweisflhrung.
Fur alle weiteren Zusammenhange werden wir im Folgenden von der Vollstandigkeit der

verwendeten Mannigfaltigkeiten ausgehen.



Ein weiterer Begriff, welcher relevant sein wird fir die folgenden Kapitel ist der Begriff der
exponentiellen Karte. Diese stellt die natlrlichste Form einer Retraktionsabbildung auf
Riemannschen Mannigfaltigkeiten dar. Die exponentielle Karte wird in der Riemannschen

Geometrie beschrieben als eine Karte einer Teilmenge des Exponentialraums TXM einer

Riemannschen Mannigfaltigkeit M zur Mannigfaltigkeit selbst. Dabei wird die exponentielle

Karte in Form der folgenden Abbildung exp: T M—->M dargestellt und wird folgendermal3en

definiert: exp v =y (1,%).

Ein weiteres Thema, auf welches wir eingehen wollen, sind die Begriffe des
Krimmungstensors und der Schnittkrimmung. Diese bendétigen wir in erster Linie fUr die
Definition der sogenannten Hadamard-Mannigfaltigkeit. Diese wiederum spielt im weiteren
Verlauf eine tragende Rolle. Daher wollen wir auch hier kurz auf die Begrifflichkeiten

eingehen und die wichtigsten Punkte kurz definieren:

Definition 3.7
Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit und seien X,Y,Z Vektorfelder auf M. Dann
definieren wir den Kriimmungstensor R wie folgt:

RXY) = VVZ - VVZ-V 7

mit [X,Y] = YX — XY.

Die aus dem Kriimmungstensor resultierende Schnittkrimmung ist dann wie folgt definiert:

KXY = <REYVY.X >/ (||X] [|[¥]|-< x.v>")

wobei ||X||= < X, X > ist
Falls K(X,Y)< 0 fur alle X und , dann wird M eine riemannsche Mannigfaltigkeit von nicht-

positiven Schnittkriimmungen genannt.

Die Schnittkrimmung kann als Verallgemeinerung der Gauflischen Krimmung gesehen
werden und ordnet jeder Ebene im Tangentialraum einer riemannschen Mannigfaltigkeit eine
bestimmte Krimmung zu. Diese Krimmung wird durch den Kriimmungstensor beschrieben.
Dieser Riemannsche Krimmungstensor, welcher nach dem Mathematiker Bernhard

Riemann benannt wurde, wird bendtigt um darzustellen, wie &hnlich eine riemannsche

Mannigfaltigkeit lokal betrachtet dem R" ist.
Fasst man die letzten Erkenntnisse zusammen, so kann man die sogenannte

Hadamard-Mannigfaltigkeit bereits kurz und knapp definieren:



Definition 3.8
Eine vollstandige, einfach zusammenhédngende Mannigfaltigkeit mit nicht positiver

Schnittkrimmung nennt man dann Hadamard-Mannigfaltigkeit.

Die soeben definierte Hadamard-Mannigfaltigkeit kann im Vergleich zu anderen Formen der

Mannigfaltigkeit eine Besonderheit aufweisen, die im nachsten Theorem beschrieben wird.

Theorem 3.9
Sei M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit. Dann ist M diffeomorph zum euklidischen Raum R" .
Genauer hei3t dies, dass die exponentielle Karte exp,. T.M - M an jedem Punkt xeM ein

Diffeomorphismus ist.

Da Diffeomorphismen bijektive, stetig differenzierbare Abbildungen sind, deren
Umkehrabbildungen ebenfalls stetig differenzierbar sind ist die logische Konsequenz dieses
Theorems, dass die Differential Struktur und die topologischen Eigenschaften der

Hadamard-Mannigfaltigkeit dieselben sein missen wie im euklidischen Raum.

Eine weitere Definition, welche wir im Verlauf dieser Ausarbeitung bendétigen, ist die des
geodatischen Dreiecks, welches als Dreieck auf einer gekrimmten Flache, wie zum Beispiel
auf der Erdoberflache beschrieben werden kann. Die folgende Definition liefert uns die

Bezeichnungen und Zusammenhange dieses besonderen Dreiecks.

Definition 3.10

Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann bezeichnet A(xr X, x3) ein geodatisches

Dreieck, welches aus drei verschiedenen Punkten (Ecken) und drei minimierenden

geodatischen Segmenten \ (Seiten) besteht. Dabei verbinden die Seiten \ die Punkte

x. . und x,
i+1 i+

.
Die Besonderheit von Dreiecken auf Mannigfaltigkeiten besteht darin, dass deren
Winkelsumme nicht genau 180° betragen muss, sondern dass diese durchaus auch groRRer
sein kann als 180°.

Daraus folgt folgendes Theorem, welches seine Anwendung in den folgenden Kapiteln
findet, in denen es um konvexe Mengen geht. Auch hier wird das zuvor definierte
geodatische Dreieck verwendet und ein Zusammenhang zwischen den Seiten und Winkeln

hergestellt. Es findet seine Anwendung in der Beweisfiihrung einiger relevanter Theoreme.



Theorem 3.11
Sei M eine Hadamard Mannigfaltigkeit. Sei das geodétische Dreieck A(x1, x2, x3) gegeben,

wie soeben definiert. Bezeichne \ [0 li+1] — M ein geodétisches Segment, welches die
Punkte X, und X, miteinander verbindet und definiere die Seiten mit li+ e L(Yi+ 1) und
die Winkel durch 6 := «(y', (0) — V' (1)), miti=1,2,3 (mod3).

Dann gelten folgende Aussagen: 1) 6 .t 0 , T 0 g ST

2 2 2
2Lyt~ 2l 088, =

3) lH_lcosGH_2 + licosei > ll,+2

Den Beweis zu diesem Theorem ist in [10] zu finden.

3.2 Einfiihrung in die Konvexe Analysis

Im folgenden Unterkapitel werden fundamentale Eigenschaften der konvexen Analysis auf
Mannigfaltigkeiten eingefiihrt, welche im spéateren Verlauf dieser Ausarbeitung benétigt
werden.

Der Themenbereich der Konvexitat spielt in den verschiedensten Bereichen der Mathematik
eine Rolle. Besonders in den verschiedensten Themengebieten der Funktionalanalysis aber
auch in der Optimierungstheorie, sowie in weiteren anwendungsbezogenen Teilgebieten,
findet sie ihre Anwendung. In der Differentialgeometrie werden insbesondere Punkte, Kurven
und Flachen sowie Untermannigfaltigkeiten betrachtet, welche durch differenzierbare
Funktionen dargestellt werden kénnen.

In diesem Kapitel wird es im Folgenden um die Geometrie konvexer Mengen und Funktionen
auf dem Gebiet der Riemannschen Mannigfaltigkeiten gehen, im speziellen auf
Hadamard-Mannigfaltigkeiten.

Wir werden zunéchst auf den Begriff der Konvexen Menge und deren Eigenschaften im
Allgemeinen eingehen und im Anschluss auf die Konvexitat auf

Hadamard-Mannigfaltigkeiten.
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3.2.1 Einfuhrung des Konvexitats-Begriffs von Mengen

In diesem Unterkapitel werden wir uns zunachst mit den allgemeinen Definitionen der
Konvexitat auf Mengen beschaftigen. Daraufhin folgen spezifische Definitionen der
Konvexitat auf Mannigfaltigkeiten, sowie die Darstellung einiger Eigenschaften dieser
Mengen. Die zwei wichtigsten Themen in diesem Unterkapitel sind jedoch die Existenz einer
eindeutigen Projektion sowie die Existenz eines Supports.

Definition 3.12

Sei die Menge K c R" und seien x,y € K. Dann heif3t die Menge K konvex genau dann,
wenn mit x,y € K auch deren Verbindungsstrecke in K enthalten ist. Diese

Verbindungsstrecke ist wie folgt definiert: [x,y]: = {Ax + (1 — )y:0 < A < 1} € K.

Abb. konvexe Mengen (Quelle 11) Abb: nicht konvexe Menge (Quelle 11)

Einfache Beispiele fur konvexe Mengen sind unter anderem Einpunktmengen oder auch die
leere Menge.
Um mit den konvexen Mengen arbeiten zu koénnen, missen wir zundchst auf einige

Eigenschaften eingehen.

Proposition 3.13
Flr konvexe Mengen gelten folgenden Aussagen:
1. Wenn zwei Mengen A,B < R konvex sind, so ist auch die Summe A + B wieder
konvex.
Wenn eine Mengen A € R konvex ist, so ist auch A * A wieder konvex flir ein A € ‘R.

Der Durchschnitt konvexer Mengen ist ebenfalls eine konvexe Menge.

Betrachten wir nun den Fall der konvexen Mengen auf Hadamard-Mannigfaltigkeiten. Hierbei
wird der Begriff der Verbindungslinie durch das geodatische Segment y ersetzt, das nichts
anderes darstellt, als die kirzeste Verbindungslinie zwischen zwei beliebigen Punkten auf

der Mannigfaltigkeit.

11



Definition 3.14
Betrachte eine Teilmenge C einer Hadamard-Mannigfaltigkeit M. Dann ist C genau dann
konvex, wenn das geodétische Segment y, welches zwei beliebige Punkte x, x'eC verbindet,
ebenfalls in C enthalten ist. Dann gilt:

y((1 — t)a + tb)eC Vvt € [0,1].

Dabei wéhlen wir x' = y(a) und x = y(b).

Nachdem wir nun den Konvexitats-Begriff auf Mengen eingefihrt haben setzen wir fir die
folgenden Aussagen voraus, dass C eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge von M ist.
Das Ziel des folgenden Unterkapitels wird es sein, zu zeigen, dass es mdglich ist einen

Punkt Y. in der Teilmenge C zu finden, welcher den Abstand zu x' minimiert. Dieser Punkt
wir auch Projektion von x' auf ¢ genannt und wird mit pc(x')bezeichnet. Hierfur betrachten

wir ein festes x'e€ C und definieren uns auf dieser Grundlagen die Menge

Ax = {x € M: d(x',x) < d(x, xo)}. Betrachten wir den Schnitt von Ax N C so stellen wir

0 0

fest, dass dieser kompakt ist. Zudem wissen wir dass die Abbildung x — d(x', x) stetig ist.

Die in diesem Unterkapitel bearbeiteten Aussagen sind notwendig, um die Singularitat der

folgenden Aussage auf Basis der soeben eingefiihrten Punkte darzustellen:

Wenn die Karte x - d(x',x) stetig ist und die Menge Ax N C kompakt, dann existiert ein

0

Punkt y. € C, sodass d(x', yx,) < d(x',x) Vx € C gilt.

Dabei wird der Punkt Y. Projektion von x' auf C genannt und mit pc(x') bezeichnet, sodass

<0.

fiir x' € M, x € C die folgende Ungleichung gilt: < exp:(x,) x', exp:(x,)x >
C C

Diese Aussage werden wir indirekt Uber die Beweise der beiden folgenden Proposition

beweisen, welche zusammengesetzt den gewiinschten Beweis liefern.

Doch bevor wir die beiden Propositionen beweisen kdnnen mussen wir uns zundchst noch
mit dem Thema Variationen auseinandersetzen und einige relevante Definitionen fir den
Beweis liefern:

Hierzu betrachten wir ein normalisiertes geodéatisches Segment, welches gegeben ist durch
die Abbildung y: [a, b] = M.

Eine differenzierbare Variation dieses geodatischen Segments ist dann definiert durch eine

differenzierbare Karte y: [a, b] X (— ¢, €) = M, welche die Bedingung a(t, 0) = y(t) erfullt.

12



Des Weiteren wird das Vektorfeld, welches entlang der Kurve von vy verlauft definiert durch
V) = (%) (t, 0) und wird als Variations- Vektorfeld von o bezeichnet.

Zuletzt betrachten wir die erste Variationsformel von a welche gegeben ist durch :
L):i=—5Lc)lso= < V,¥y' > |mitc = a(t,s),s € (- &)

Damit haben wir nun alle Fakten eingefiihrt, die wir nun im Beweis der folgenden Praposition

bendtigen .

Proposition 3.15
Seix' € M. Wenn y.€C, sodass d(x', yx,) < d(x',x) gilt, dann gilt zusétzlich

-1 -1
< expy x', expy x> <0,Vx€eC.

X’ X

Beweis:

Fur den Fall, dass x' ebenso wie Y. in der Teilmenge C c M liegt, ist unser Ergebnis trivial.

Aufgrund dessen betrachten wir den Fall x' ¢ C etwas genauer. Hierfur schaffen wir
zunachst einige Voraussetzungen. Da wir wissen, dass das geodatische Segment genau
dann minimal ist, wenn die Lange des geodéatischen Segmentes die Riemannsche Distanz

ist und der Punkt yx,jener sein soll, welcher die Lange minimiert, setzen wir zunachst
[ =d(, yx,). Sei weiter die Geodate beschrieben durch y: [0, ] - M, wobei dann y(0) = x'

-1,
—exp x
und y(l) = y, = exp, .x’ ist. Daraus folgt dann direkt :y'(l) = —yl

x exp x'
Py

Um die eigentliche Aussage zu beweisen, fihren wir einen Widerspruchsbeweis. Hierfur

. . - .. -1 —-1— .
nehmen wir an, dass ein Punkt x € C existiert , sodass < expy x', expy x> > 0qilt.

X’

Wenn wir im folgenden anhand der oben gegebenen Definition folgende Variation der

Geodaéte y betrachten, welche gegeben ist durch a: [0, ] X (— €, €) = M. Dabei setzen wir

a(t,s) = expx,t(exp;,l[%(s)) mit B: (= ¢ ¢ + ) - M. Dabei wahlen wir (0) = Y. und

B(D) = x.

Des Weiteren wissen wir aus den gegebenen Definitione, dass das entsprechende Variation-

Vektorfeld von o gegeben ist durch V(t) = (%)(t, 0). Dann wissen wir, dass das Variations

Vektorfeld folgende Bedingungen erfillt: V(0) = 0 und V(l) = B'(0) = exp;l;.
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Wenn wir nun unter Verwendung der soeben gemachten Aussagen erste Variationsformel
anwenden, erhalten wir folgende Aussage:

' ) —exp;‘lx' =
L'(y) =¥L(CS)| o= < , = expyvx> < 0,

X’

exp 'x
pyr

mit cs(-) = a(,s)und s € (— g lg).
Aus der letzten Ungleich folgt, dass wenn ein § > 0 existiert, sodass L(Cs) < L(y) fur
beliebige 0 < s < §, dann gilt d(x', B(s)) < dx/, yx,). Da C konvex ist folgt, dass B(s) € C fur

beliebige 0 < s < 6.

Dann widerspricht die Ungleichung d(x', B(s)) < dx', y.) der Definition von Y. und unser

Beweis ist vollstandig.

Im nachsten Schritt werden wir nun beweisen, dass es genau einen Punkt in der Teilmenge
C gibt, welcher den Abstand zu x' minimiert und dass dieser Punkt somit eindeutig ist. Hierzu

formulieren wir zunéchst die Aussage:

Proposition 3.16
Sei x’ in M. Dann existiert genau ein y,.in C, welches den Abstand zu x' minimiert. Dann gilt
d(x', yo)< d(x', x) fiir alle x € C.

Beweis:
Ebenso wie beim vorangegangenen Beweis ist der Fall fiir x' € C trivial, weshalb wir uns den

Fall x' ¢ C anschauen. Um die Eindeutigkeit dieses Punktes zu zeigen, fiihren wir auch hier

einen Widerspruchsbeweis, sodass wir zunachst annehmen, dass zwei Punkte Y. und Y. in

der Teilmenge C existieren, welche den Abstand zu x' minimieren, sodass gilt:

d(x, yx') = d(x',y_x,) < d(x',x), Vx € M.
Wenn wir nun das geodéatische Dreieck A(x', Y o y_x,) betrachten und deren Winkel mit 0, 5, 0'

bezeichnen, dann erhalten wir mit der bereits im einfihrenden Kapitel gegeben Definition fur

die Winkel 8 = <(exp;1x' ,exp;l;x,) ,0 = <(exp§1x’ ,exp}—jlyx,) ,

0 = {(exp;lyx, ,exp;,l;x,) .Day  #y_ wissenwir, dass 6 >3- 6 > 7.

14



Da wir jedoch auch angenommen haben, dass die Riemannsche Distanz von x' zu yx,gleich

der Distanz von x'zu Z ist, d.h., dass d(x', yx,) = d(x'y_x,) gilt und wir wissen das C konvex

ist, folgt daraus direkt dass 6' > 0 sein muss. Dies widerspricht jedoch die Aussage aus

Theorem 3.11, welche aussagt, dass 6 + 0' + 6 > m. Daraus folgt der Beweis. O

Nachdem wir nun die beiden Propositionen bewiesen haben, kdnnen wir mit dem Wissen
aus der Anmerkung zu Beginn recht einfach erkennen, dass das folgende Korollar direkt aus

den vorangegangenen Aussagen folgt.

Korollar 3.17

Sei x' in M. Dann existiert eine eindeutige Projektion pc(x') und es gilt folgende Ungleichung

fur alle x € C:

< expp:(x,) x',exppc o ¥ > <
Nachdem wir uns nun mit dem Thema der Projektion beschaftigt haben, kommen wir nun
zum letzten Thema dieses Teilabschnitts. Hier werden wir uns mit dem Support
beschaftigen. Die Ergebnisse dieses Abschnittes werden im weiteren Verlauf eine tragende
Rolle spielen. Unter anderem bendtigen wir sie fur die Beweisflhrung eines sehr relevanten
Theorems, aus welchem wir direkt die Wohldefiniertheit des Proximal-Punkt Algorithmus
erhalten.

Wir werden zun&chst den Support definieren und anschlielend zwei wichtige Aussagen

hierzu angeben.

Definition 3.18
Angenommen der Rand 0C der abgeschlossenen konvexen Menge C ist nichtleer und sei

x' € 9Cunds € TxM, wobei s # 0.

Dann definieren wir einen Unterraum von TxM durch SS = {v € Tx,M < sv> = 0} .

Dieser Unterraum heif3t Support von C im Punkt x', genau dann wenn < s, exp;,lx > <0

ist fiir alle x € C.
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Lemma 3.19

a) Sei x € M, sodass jedoch x & C. Genau dann existiert ein s € M, sodass
sup{<— s, exp;x > 1 x € C}< 0.

b) Sei x' € dC. Dann existiert ein Support-Unterraum zu C im Punkt x'.

Beweise zu diesen Aussagen finden wir in [1, S.263. f.]

3.2.2 Einfuihrung in das Gebiet der konvexen Funktionen

Dieses Unterkapitel beinhaltet neben der Definition von konvexen Funktionen ebenso einige
wichtige Eigenschaften. Hierbei werden wir die ein oder andere Eigenschaft beweisen, wenn
diese im Kontext eine relevante Rolle spielen wird. Abschlie3end werden wir uns in diesem
Unterkapitel mit der Definition des Subgradienten beschéftigen, da dieser seine Anwendung
im folgenden Unterkapitel findet.

Wir beginnen mit der Definition einer konvexen Funktion. Hierbei wahlen wir den

geometrischen Weg, diese Uber ihren Epigraphen zu definieren.

Definition 3.20

Der Epigraph einer Funktion f:K - %R ist gegeben durch die Menge
Epi(f) = {(x1)eR" x R: x € K, 7 = f(x)}:

Betrachtet man eine Funktion f: M — R, wobei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit ist, dann

sieht der Epigraph wie folgt aus:

Epi(f) ={(x,1) € M X R/ f(x) =r}.
Dieser stellt einen konvexen Unterraum in M X R dar.

Abb: Epigraph von f(x) - (Quelle 11)
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Anhand der Definition des Epigraphen kann man nun Aussagen uber die Konvexitat von

Funktionen machen.

Satz 3.21
Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heilst eine Funktion f: M — R konvex, wenn

ihr Epigraph konvex ist.

Beweis:

‘=" Seien x,y € Epi(f) mit x = (xl, xz) , Y = (yl, yz) und Ae[0, 1], wobei x,y, €M und
x,y, € R Sei z =(z,z):=x+ 1= Ny=Qx + (1A= Vy), (sz + 1= Ny,).
Danngiltz, = Ax, + (1 — Dy, = Mf(x) + 1 = Df(,) = fx, + (1 - Vy) =z

Daraus folgt: z € Epi(f).

“e" Sei Epi(f) konvex gegeben mit (f(x),x), (f(y),y) € Epi(f)und A € [0,1]. Dann gilt
fx + (@A — Dy) > Af(x) + (1 — Af(y)und somit ist f nicht konvex. Daraus folgt:
AMx, f(x) + (1 = DO fO) = Ax + (1 = Ny, Af(x) + (1 — Dy) € Epi(f). Somit ware
auch Epi(f) nicht konvex, woraus ein Widerspruch folgt. O

Bemerkung 3.22
1. Eine konvexe Funktion hat als Definitionsmenge immer eine konvexe Menge. Ist die
Definitionsmenge nicht konvex, so ist auch die Funktion nicht konvex.
2. Wenn f eine konvexe Funktion ist, dann ist jedes lokale Minimum auch ein globales
Minimum

3. Wenn f konvex ist, dann besitzt die Funktion héchstens ein lokales Minimum.

Beweis zu 3. :

Gegeben zwei lokale Minima x,y von f mit x # y. Da aus Punkt zwei der Bemerkung
bereits bekannt ist, dass alle lokalen Minima auch globale Minima sind, sind auch x, y mit
f(x) = f(y) globale Minima.

Mit  der  analytischen Definition  einer  konvexen  Funktion  folgt dann:
fOx + (1 - Dy < Af(x) + (1 - NMDfWy) = f(x) = f(y). Hieraus folgt direkt ein

Widerspruch und somit direkt die Aussage. O

Weitere Begriffe, welche im Zusammenhang mit diesem Thema nicht unterschlagen werden

dirfen und welche im Folgenden immer wieder auftauchen und genutzt werden, sind der
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Begriff des Subgradienten und des Subdifferentials. Daher wollen wir diese zunachst.

definieren:

Definition 3.23
Sei eine konvexe Funktion f:M — R gegeben mit M ist Hadamard-Mannigfaltigkeit und

wéhle x' € M. Dann ist s € T .M ein Subgradient der Funktion f im Punkt x' € M, falls die
Ungleichung Vx € M gilt:

f(x) = flx") +<s, exp;lx >,

Das Subdifferential ist bekannterweise eine Verallgemeinerung des Gradienten auf dem
Gebiet der nicht differenzierbaren konvexen Funktionen und wird in dieser Ausarbeitung mit
df (x") bezeichnet.

Damit die soeben eingefuhrten Begrifflichkeiten auch direkt ihre Anwendung finden, kommen
wir als ndchstes zu einem Theorem, welches aussagt, dass das Subdifferential af(x") von
einer konvexen Funktion f auf einer Hadamard-Mannigfaltigkeit nicht leer ist.

Das Theorem findet seine Anwendung in der Beweisfiihrung zur Wohldefiniertheit der
Moreau-Yosida Regularisierung.

Aufgrund der Relevanz dieses Theorems werden wir hier erweiternd auch den Beweis

zeigen.

Theorem 3.24
Sei M eine Hadamard Mannigfaltigkeit und sei f: M — R konvex. Dann ist fir beliebige

x'€ M,s € T,M, sodass f(x) = f(x) + <s, exp;,lx >, Vx € M.

Beweis:

Aus den vorangegangenen Satzen und Definitionen zum Epigraphen wissen wir, dass es
sich bei Epi(f) um eine geschlossene, konvexe Teilmenge von M x R handelt, wobei f
stetig ist.

Sei die Grenze von Epi(f) gegeben durch d(epi(f)) = {(s, f(x)): xeM} und die

exponentielle Karte auf M x R im Punkt (x', f(x")) definiert durch

-1 -1 ,
exp o f (x,))(x, )= (expx, x,r — f(x")).

Da die Grenze von Epi(f)nicht leer ist, existiert ein Support-Unterraum, welcher nicht trivial

ist. Dieser Support-Unterraum von Epi(f) im Punkt (x', f(x")) wird wie folgt bezeichnet:
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S (5, (B F ) Daraus folgt, dass V(x, t) € Epi(f)qgilt:

<s, exp;,lx >+ a(r — f(x)) =< (s, ), (exp;,lx, r—f(x)> <0.

Bezeichnen wir im folgenden x = exp s und r > f(x) und setzten x = xund r =r.

Dann folgt aus der oben genannten Gleichung:

<s, exp;,l; >+ a(r — f(x') < 0
e < (sa), (exp:;, r— f(x)><0
e < (s,), (exp;1 exp_s, r—f(x)> <0

o |Is|? + a(r — f(x) <0

& |IsI? < a(f(x) —1).

Da wir ja bereits wissen, dass der definierte Support-Unterraum nicht trivial also auch nicht
leer ist, folgt direkt, dass o # 0 sein muss. Darum nehmen wir ohne Einschrankung der
Allgemeinheit an, dass a« = (— 1). Wenn wir jetzt noch die Annahme treffen, dass r = f(x)

und dies dann auf die Ursprungsgleichung anwenden, folgt

<s, exp;lx >+ a(r — Hx')) < 0
s<sep x> + (- D@ - f@) < 0

& f(x) = f(x") +<s, exp;,lx >Vx €M

und somit direkt die gewtinschte Aussage. O

3.3 Regularisierung

Der Prozess der Regularisierung spielt in der Mathematik eine tragende Rolle und wird in
den verschiedensten Bereichen verwendet. Sie wird unter anderem bei schlecht gestellten
Optimierungsproblemen eingesetzt, um Prozesse zu vereinfachen oder zu stabilisieren.
Dazu werden spezielle Datenterme erzeugt, anhand dessen man abschatzen kann, wie sehr
man sich an die vorhandenen Daten halt oder ob doch eine Verallgemeinerung notwendig
bzw. besser ist.

In unserem Fall heiBt diese Regularisierung, welche zur Stabilisierung des
Optimierungsproblems erzeugt wurde, "Moreau-Yosida-Regularisierung".

Sie wird uns helfen, bessere Eigenschaften fir unseren Proximal-Punkt-Algorithmus zu
erhalten.
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Wir wollen dieses sogenannte Skalierungsparameter in diesem Unterkapitel einfihren und
im Anschluss direkt die Wohldefiniertheit dieser Regularisierung zeigen.

3.3.1 Die Moreau-Yosida Regularisierung

Bevor wir in diesem Unterkapitel zur Moreau-Yosida-Regularisierung kommen, missen wir
zunachst noch einen Blick auf die Definition der inversen Karte werfen, sowie auf den
Gradienten dieser. Die Definition der inversen Karte ist Bestandteil der

Moreau-Yosida-Regularisierung, weshalb wir diese vorab einfihren werden:

Definition 3.25

Sei M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit. Die inverse Karte exp;l: M-TM ist fiir beliebige
x' € M unendilich oft stetig differenzierbar. Wenn weiter d(x', x) = Hexp;le gilt, dann wird

die Karte p.:M—-%R definiert durch p.(x) = %dz(x, x"), welche ebenfalls C” ist.

Die folgende Proposition gilt als Erganzung zu der soeben gegebenen Definition der
inversen Karte und macht dabei eine Aussage Uber ihren Gradienten:

Proposition 3.26
Betrachten wir wiederum die Hadamard-Mannigfaltigkeit M. Wenn x' € M, dann ist

p.iM- R strikt konvex und der Gradient der inversen Karte px,(x) = %dz(x, x") im Punkt x

ist definiert durch p , =— exp;lx'.

Nachdem wir nun zwei fur die Definition der Moreau-Yosida-Regularisierung wichtige

Aussagen eingefiihrt haben, wollen wir nun diese definieren:

Definition 3.27
Sei M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit und f: M — R eine konvexe Funktion. Die

Moreau-Yosida-Regularisierung f M- R mit A > 0 ist dann definiert durch:

f,00 = infyeM{f(y) + xpx(y)}, wobei p_gegeben ist durch p_(x) = Ld (x, x).
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3.3.2 Wohldefiniertheit der Moreau-Yosida Regularisierung

Um die Wohldefiniertheit der oben aufgeflihrten Moreau-Yosida-Regularisierung zu zeigen,
missen wir zunachst den Begriff der Koerzivitat einflihren. Dies ist nétig, um bessere
Aussagen zu der Eindeutigkeit und Existenz eines Minimums treffen zu kénnen. Da stetige
Funktionen im Allgemeinen auf nicht kompakten Mengen ihr Minimum nicht annehmen,
wollen wir uns einen Spezialfall zu Nutze machen. Wenn eine stetige Funktion zuséatzlich
noch die Eigenschaften der Konvexitat und der Koerzivitét erflllt, dann nimmt diese Funktion
ihr Minimum immer an.

Daher kommen wir nun zur Definition:

Definition 3.28

h)  _

Eine Funktion h: M — R ist 1-koerziv inx € M ,wenn  lim Aoy =

d(x,y) =+

+ o

Falls h: M — R eine 1-coercive Funktion in xeM, dann ist einfach zu zeigen, dass die

minimierende Menge von h nicht leer ist.

Bemerkung 3.29

Koerzive Funktionen haben mindestens ein Minimum.

Lemma 3.30
Wenn die Funktion f: M — R konvex ist und A> 0, dann ist die Funktion (f + Ap):M — R

1-koerzivin x € M.

Beweis:
Da die Funktion f: M — R konvex ist, kbnnen wir auf eine bereits bewiesene Aussage
zurickgreifen. Diese besagt, dass wenn M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit ist und f konvex

ist, dass dann fur beliebige x' € M ein Subgradient s € T Mvon f in x' existiert, sodass gilt:

f(x) = f(x") + <s, exp(x)1x > Vx € M. Wenden wir diese Aussage nun auf unsere

Funktion (f + Ap,):M — R an, so erhalten wir ein s € TXM , sodass:

)0 £ exp, 'y P
>
Wy Zdwy T SS Tamy Y My
- 1,2
f) °xp, ¥ 74 ()
Z e TS Tam © T Moy
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exp 'y Py
> _KEL X £
Z o) +< s, 200 > +5 d(x,y)

Ferner haben wir bereits d(x,y) = Hexp;,lyn definiert und A > 0 nach Aussage.

Daraus folgt dann wiederum mit Hilfe der Definition der Koerzivitat:

. F+a)»)
lim T) = + oo, O
d(x,y) = +oo i

Lemma 3.31
Wenn f: M — R konvex ist, dann existiert flr beliebige x € M und A > 0 ein eindeutiger

Punkt, welcher mit pk(x)bezeichnet wird, sodass

f(0,@) + W () = f,()

charakterisiert durch

Mexp, %) € Of (7, ().

Beweis:

Aus vorangegangenen, bereits bewiesenen Aussagen, wissen wir, dass P, streng konvex

ist. Da wir ebenfalls wissen, dass jede Positivkombination von konvexen Funktionen, also
jede Summe bzw. jede Multiplikation einer konvexen Funktion mit einer reellen Zahl,

ebenfalls konvex ist, konnen wir hieraus direkt die Konvexitat von f + Ap_ folgern. Somit ist
f+ lpx streng konvex.

In einer weiteren Bemerkung, haben wir bereits gezeigt, dass jede streng konvexe Funktion
hochstens ein lokales Minimum hat, welches auch gleichzeitig das globale Minimum ist.

Somit hat f + }\px hdchstens ein Minimum aufgrund der Konvexitét.

Ferner wurde bewiesen, dass wenn eine Funktion f: M — R konvex istund A > 0 ist, dass

f+ ?\px 1-koerziv ist. Bei koerziven Funktionen ist bekannt, dass diese mindestens ein

Minimum besitzen, welches sie nur annehmen, wenn die Bedingungen der Stetigkeit und der

Konvexitat erfillt werden. Da dies hier der Fall ist, folgt direkt, dass f + Apx genau ein

eindeutiges Minimum annimmt.
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Durch die Eindeutigkeit des Minimums folgt direkt aus der Moreau-Yosida- Regulierung

f( px(x)) + Apx(px)) = f,/\(x) fur die Existenz eines Eindeutigen Punktes von p}‘(x). Far p_/\(x)
Minimum von f + 7\px folgt direkt, dass 0ed(f + Apx )(ph(x))und damit auch die

Charakterisierung fur p}\(x), welche dann gegeben ist durch:

O + W, )0) = fO) + |- hexp '3} =
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Kapitel 4

Der Proximal-Punkt Algorithmus
Der Inhalt dieses Kapitels orientiert sich an [1, S.267 f] ,[3, S.1f],[4,S.11],[9, S.11].

4.1 Einfihrung des Proximal-Punkt Algorithmus

In diesem Kapitel gehen wir auf das eigentliche Hauptthema dieser Ausarbeitung ein, dem
Proximal-Punkt-Algorithmus. Bereits in Kapitel zwei, in dem wir das Optimierungsproblem
eingefuhrt haben, haben wir die Iteration dieses Verfahrens dargestellt. Um nun in diesem
Kapitel ndher auf dieses Thema einzugehen, haben wir uns zunachst mit der Riemannschen
Geometrie und der konvexen Analysis beschaftigt, anhand dessen wir uns die
grundlegenden Themen angeschaut haben, um uns nun mit der Wohldefiniertheit und der
Konvergenz dieses Verfahrens zu beschéatftigten.

Eine wichtige Rolle spielt hierbei die in Kapitel drei eingefiihrte Moreau-Yosida
Regularisierung. Diese stellt die Grundlage fur den Proximal Punkt-Algorithmus, da sich die
Iteration des Proximal-Punkt Algorithmus direkt aus der Moreau-Yosida-Regularisierung und

der Definition der Folge [xk} zusammensetzt.

Wir betrachten den Proximal-Punkt Algorithmus auf riemannschen Mannigfaltigkeiten als
eine naturliche Verallgemeinerung des durch Martinet eingefiihrten Proximal- Algorithmus

auf dem R

Betrachten wir zunachst den Fall, dass unsere Hadamard-Mannigfaltigkeit M = R" ist. Dann

ware das Verfahren durch die folgende Iteration gegeben:
, 2
Xppr = ATGMIT o {f(y) + Ak”xk B y|| }
wobei pxk(x) = ||xk - y||

Wenn wir den Proximal-Punkt Algorithmus nun ohne die Einschrankung, dass M = ®"

betrachten kommen wir zur folgenden Definition:
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Definition 4.1

Sei M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit zusammen mit einer konvexen Funktion f: M — R.

Ferner sei P, :M — R eine Karte, welche definiert ist durch P, x) = %dz(x, xk). Dann wird
k k

durch den Proximal-Punkt Algorithmus eine Folge {xk}c M erzeugt, welche fir einen
Startpunkt p JEM und einer Folge positiver Zahlen{?\k} gegeben wird durch folgende

Iteration:

xk+1 = p}\ (xk)
k

= argminyey { f(y) + Apx, (V)}-

Der Proximal-Punkt Algorithmus ist ein Algorithmus um Minima einer konvexen Funktion fzu
berechnen, indem er die Nullstellen eines Teildifferentials der konvexen Funktion f bestimmit.
Dabei macht sich der Algorithmus nutzen von der Tatsache, dass das Subdifferential ein

monotoner Operator ist. Die Besonderheit unseres Algorithmus ist, dass dieser

eingeschrankt auch nicht konvexe Problemstellung auf dem R" |6st. Dies geschieht unter
der Bedingung, dass die Menge, auf welche eingeschrankt wird, eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit ist, genauer eine Hadamard-Mannigfaltigkeit. Die Einschrankung auf eine
Hadamard-Mannigfaltigkeit muss vorgenommen werden, da wir fir den Beweis der
Konvergenz unbedingt eine nicht positive Schnittkrimmung des vorliegenden Raumes
haben missen.

Bevor wir jedoch zu Konvergenz kommen, kommen wir zur Wohldefiniertheit des

Algorithmus.

4.2 Wohldefiniertheit des Proximal-Punkt Algorithmus

Wie bereits in den vorherigen einleitenden Worten erwéhnt, spielt die
Moreau-Yosida-Regularisierung fir den Proximal-Punkt-Algorithmus eine elementare Rolle.
In  diesem Abschnitt wollen wir uns nun mit der Wohldefiniertheit des
Proximal-Punkt-Algorithmus beschéaftigen. Die Beweisfuhrung lauft in diesem Falle sehr
analog zu dem bereits  gezeigten Beweis der  Wonhldefiniertheit  der

Moreau-Yosida-Regularisierung.
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Theorem 4.2
Sei f: M — R eine konvexe Funktion, wobei M eine Hadamard Mannigfaltigkeit ist. Die Folge

{xk], welche durch den Algorithmus
X = ka(xk) = argmin _ (f(y) + lkpxk(y)}
erzeugt wurde,ist wohldefiniert und charakterisiert durch

-1
)Lk(expxkﬂxk) € 6f(xk+1).

Beweis:

Analog zum Beweis der Wohldefiniertheit der Moreau-Yosida-Regularisierung wird der
Beweis der Eindeutigkeit des Proximal-Punkt-Algorithmus gefiihrt. Ein Unterschied besteht
darin, dass der Beweis zuvor anhand eines Punktes gefiihrt wurde. Jetzt steht an dessen

Stelle eine Folge {xk} c M anhand derer die Wohldefiniertheit der Iteration gezeigt werden

soll.

Setzte P, (xk) =X,
k

L und sei P, (x) = %dz(xk, x) und {Ak} eine Folge positiver Zahlen. Wir
k

wissen auch hier, dass p, streng konvex ist und daher auch f + Apx streng konvex. Analog

folgt hier die Koerzivitdt. Daher hat f + Apx ein eindeutiges Minimum und

p)‘k(xk) =X, = argminyeM{ fo + Akpxk(y)} folgt direkt aus der

Moreau-Yosida-Regularisierung. Bezeichnet P, (xk) die minimierende Folge von f + pr
k

folgt daraus direkt 0 € 0 (f + ?\px)(y). O

4.3. Konvergenz

Nachdem wir im Abschnitt zuvor die Wohldefiniertheit des Proximal-Punkt-Algorithmus
gezeigt haben, kommen wir in diesem letzten Abschnitt zur Betrachtung der Konvergenz der

durch die Iteration erzeugten Folge.

Um die Konvergenz fiur dieses Iterationsverfahren zeigen zu kénnen, mussen wir zunéchst
einige Definitionen, Satze und deren Beweise betrachten. Hierzu sei die durch die Iteration

erzeugte Folge {xk} C M zu betrachten.

Eines der Kriterien, welches fir die Konvergenz erflllt sein muss, ist, dass die Folge

begrenzt sein muss. Wenn wir einen vollstdndigen metrischen Raum (M, d) betrachten,
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kénnen wir beweisen , dass die Folge {xk} begrenzt ist, wenn diese Fejer-konvergent ist.

Doch zuvor missen wir hierfur definieren was Fejer-Konvergenz Uberhaupt fir uns bedeutet:

Definition 4.3

Sei (M, d) ein vollstdndiger metrischer Raum. Die Folge {xk} C M ist genau dann

Fejer-konvergent zu einer nichtleeren Menge U c M, wenn gilt:

d(x,,,¥) < d(x,y) Yy € U, k{=}0.

Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir uns nun auf die bereits oben angesprochene

Beschranktheit der Folge {xk} konzentrieren.

Lemma 4.4

Sei (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Wenn {xk}c M Fejer-konvergent zu einer
nichtleeren Teilmenge U < M ist, dann ist die Folge {xk} begrenzt.

Ferner, falls ein Cluster Punkt x von {xk} zu U gehért, dann ist lim x, = x.

k— oo

Beweis:
Wir wahlen u € U. Wenn wir nun die soeben gelieferte Definition der Fejer-Konvergenz

betrachten, genauer genommen die Ungleichung d(xk+1,y)§d(xk,y), welche die

Fejer-Konvergenz impliziert folgt fir unseren Fall die folgende Ungleichung:

d(xk, u) < d(xo, u) Vk und alle u € U, d.h. dass die Riemannsche Distanz zwischen unserem
gewahlten u € U und X, geringer oder gleich der Distanz zwischen X, und uist. Diese
Ungleichung impliziert direkt, dass die Folge {xk} beschréankt ist.

Da (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum ist und die Folge {xk} beschrénkt, existiert eine

konvergente Teilfolge. Im Folgenden betrachten wir also eine TeiIfoIge{xk } von {xk}, sodass

J

li

m X = X.
k—+o0 kj

Da x € U haben wir durch {d(xk, x)} eine abnehmende Folge von positiven Zahlen gegeben.

Diese besitzt wiederum eine gegen null konvergierende Teilfolge {d(xk,x)} .
J

Dies impliziert wiederum, dass die gesamte Folge gegen null konvergiert, d.h.

0= llmk_md(xk, X)= x = llmk_mxk.

Daraus folgt die gewiinschte Aussage O
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Ein ebenso fir den Beweis der Konvergenz relevante Ungleichung werden wir im folgenden

Lemma einfihren und beweisen.

Lemma 4.5
Sei M eine Hadamard Mannigfaltigkeit und sei f: M — R eine konvexe Funktion. Falls die

Folge {xk} durch die Iteration des Proximal-Punkt Algorithmus
Xy = ka(xk) = argmin _ (f(y) + Kkpxk(y)}
erzeugt wird, dann gilt die folgende Ungleichung

d'(x,, ,x)S d (,x)d (x, xk+1)+%k(f(x) - f(x,, ) VxEM

Beweis:

Wir betrachten das geodétische Dreieck A(xk xk+1x) und wahlen x € M. Betrachten wir nun

das Theorem 3.11, kénnen wir folgende Ungleichung aufstellen: Betrachten wir nun die in
Theorem 3.11 eingefuhrte Aussage. Wir wissen, dass die geodatischen Segmente die

Punkte unseres geodatischen Dreiecks A(xk kax) verbinden. Diese werden wie folgt
bezeichnet: vy : [0, [ ]—> M. Dann definieren wir [ := L(y. .). Minimieren wir das
i+1 i+1 i+1 i+1

Langenfunktional L Uber allen Kurven so erhalten wir die Riemannsche Distanz und somit

folgt aus der Ungleichung aus Theorem 3.11 folgendes:

dz(xk, x )+ dz(ka, x) — Zd(xk, x, Jd(x _,x)cos(B) < dz(xk, X).

k+1 k+1 k+1

Nun betrachten wir die Definition des Winkels in Theorem 3.11, welcher sich wie folgt

darstellen l&sst: em = <(y’i+1(0), - y'i(li)). Fur unseren Beweis wahlen wir den Winkel

0 = {(exp;l X, exp;l x). Betrachten wir nun das Skalarprodukt dieses Winkels, erhalten

k+1 k+1

. . -1 -1
wir die folgende Aussage: < exp x,exp x> = d(x,x,  )d(x
X0 k X k' k+1

a1’ x)cos(0) .

Ersetzen wir nun d(x ,x )d(x

e x)cos(0) in unserer Ungleichung erhalten wir die

k+1
folgende Aussage:

2 2 -1 -1 2
d (xk, x )+d (xk+1, x)—2< exp  x,exp x> <= d (xk,x).

k+1 k+1 k+1

Aus Theorem 4.2 wissen wir, dass }\k(exp;l x,) € 6f(xk+1) und in Kombination mit unserer
1

k+

Ungleichung folgt dann folgende Aussage:
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2 2 2 -1 -1
d'(x,, 0 <dx,x)—dx,x, )+2<exp x,exp x>

k+1 k+1

< d'(,0) —d G, %, )+ ) = fx,,,)

k+1

Dies zeigt die gewiinschte Aussage. O

Die soeben gezeigten Aussagen spielen eine relevante Rolle fir das nachste Theorem, in

welchem wir zeigen wollen, dass die durch {xk} generierte Folge konvergiert.

Theorem 4.6

Sej {xk} eine durch (24) erzeugte Folge. Wenn die Folge {?\k} so ist, dass Y, (Ai) = + oo,
k=0 "k

dannist lim f (x)=f"% wobei f*= inf . f(x). Wenn zusétzlich die minimierende Menge
k— oo

U * nichtleer ist, dann lim x = x und xeU *
k— oo

Beweis:
Die Grundlage fir diesen Beweis bilden die beiden bereits zuvor bewiesenen Aussagen. Wir
werden bei diesem Beweis in zwei Schritten vorgehen, wobei wir zunachst zeigen werden,

dass die durch den Proximal-Punkt Algorithmus generierte Folge {xk} Fejer- konvergent ist.

Hierbei werden wir vor allem Lemma 4.5 zur Hilfe nehmen. Im zweiten Schritt werden wir

dann mit Hilfe von Lemma 4.5 und weiteren bekannten Aussagen zeigen, dass der Cluster
Punkt x, € U ist.

Beginnen wir mit der Fejer-Konvergenz der Folge {xk}. Sei dazu X, & U *. Nun betrachten
wir die in Lemma 4.5 dargestellte Ungleichung und ersetzen in dieser alle x durch xkund

erhalten folgendes:
4Gy 1) 40 x) =40y x,) +5-00) = f(5,,)
o 0sd@ x) +3 (R - f&x,)
e (k) S5 f®)

e flx,) < fx)
Im ndchsten Schritt dieses Beweises wollen wir nun zeigen, dass gilt:

limk%of(xk) = f *= inf f(x). Diese Aussage zeigen wir tber einen Widerspruchsbeweis,

d.h. wir nehmen an dass lim _f(x,) > f* Fir diese Fall existiere einx € Mund § > 0,
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sodass f(x) < f(xk) vk gilt. Daraus folgt in Kombination mit der Ungleichung aus Lemma
4.5 folgendes:

A0, p ) Sd (0 = d g, %, ) + 3 () = fx,)
A0,y ) S 4@ = d(x, 1, ) + 7 (F) = 8) = fx,, )

2 2 2 2 26 2
4 p®) Sd (X0 —d(x, 5 )+ ’/\_kf(xk) I Tf(xku)
Da wir unter anderem bereits wissen, dass f(xk+1) < f(xk) gilt nach weiteren Umformungen

weiter:

L2

2 2 2
d (xk+1, x) <d (xk, x) —d (xk, xk+1) Y

2 2 25
d (xk+1, x) <d (xk, x) + A,

Nimmt man ausgehend von dieser Ungleichung weitere Abschatzungen vor sieht dies wie

folgt aus:

2 2 28
d (xk+1, x) <d (xk, x) + 7‘_k
1 2 2
ZSTk <d (xk, x) —d (ka, x)

1 1 2
S (0 — A, 0)

J
1 1 2 2 1,2
= ;EHT <S55 d (xo, x) —d (xO, x],+1)) <—55d (xo, x)
Da Z% = 4 oo sein soll folgt somit mit der letzten Zeile der Abschéatzung der gewiinschte
k

Widerspruch fur den Fall, dass lim f(x)>f* und somit gilt

lim,_ f(x) = f *= inf f(0).

Fur den Beweis des zweiten Teils der Aussage sei U * eine nichtleere Menge mit x€U*
und es gilt f(x) < f(x,) Vk. Betrachten wir nun erneut die Ungleichung aus Lemma 4.5 in
Kombination mit der soeben gegebenen Ungleichung, so erhalten wir: dz(ka, ;) < dz(xk, ;),
womit die Bedingungen fir die Fejer-Konvergenz erfillt sind und die Folge {xk} somit

Fejer-konvergent zu U * ist. Im letzten Schritt dieses Beweises wollen wir zeigen, dass wenn

ein Cluster-Punkt x *der Folge {xk} in der nichtleeren Menge U * enthalten ist, dass dann der

Limes der Folge genau dieser Cluster-Punkt ist. Hierzu verwenden wir die Aussage von
Lemma 4.4, aus welcher wir wissen, dass eine Fejer-konvergente Folge beschrankt ist.

Darlber hinaus wissen wir, dass M eine vollstandige Mannigfaltigkeit ist und somit eine
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konvergente Teilfolge zu {xk} existiert. Sei dann {xk } eine Teilfolge von {xk} fur welche
Jj

gilt: lim f(xk) = x *. Des Weiteren ist bekannt, dass die Funktion f stetig ist und das fir
k— oo J

diese, wie bereits weiter oben im Beweis gezeigt, gilt: lim fx)=r1"* Hieraus folgt direkt,
k— o0

dass x € U *. Aufgrund dessen gehort der Cluster-Punkt x * der Folge {xk} zur Menge U *

und laut Lemma 4.4 folgt direkt lim x, = x *. Damit haben wir alle Aussagen des
k— oo

Theorems bewiesen und die Konvergenz der Folge {xk} , welche durch den Proximal-Punkt

Algorithmus erzeugt wurde, gezeigt. O
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Kapitel 5

Zusammenfassung

In dieser Bachelorarbeit haben wir einen Einblick in eine mogliche Optimierungsmethode auf

Riemannschen Mannigfaltigkeiten gegeben.

Hierzu haben wir im ersten Kapitel zunachst einen Blick auf das Forschungsgebiet der
Optimierungsmethoden geworfen, um uns eine Idee davon zu erschaffen, wofiir die
Optimierung in der Anwendung Uberhaupt benétigt wird. Dazu haben wir Beispiele genannt
wie zum Beispiel Steuerungsprobleme in der Bildverarbeitung. Im né&chsten Abschnitt haben
wir dann kurz das Thema dieser Bachelorarbeit vorgestellt und kurz und knapp den Verlauf
der Ausarbeitung beschrieben.

Im zweiten Kapitel stand die Darstellung des zugrunde liegenden Optimierungsproblems im
Fokus. Dazu haben wir die Bedingungen genannt unter welchen die konvexe Funktion f(x)
minimiert werden soll. Dies geschah unter anderem unter Einbeziehung eines Startpunktes

p, aus der Mannigfaltigkeit und einer Folge positiver Zahlen, welche mit {Ak} bezeichnet

wurde. Daraufhin wurde die Iteration aufgefuhrt, durch welche den Proximal-Punkt

Algorithmus die Folge {xk} generiert.

Im nachsten Kapitel stand die Darstellung der relevanten Aspekte aus den Bereichen der
Riemannschen Geometrie sowie der konvexen Analysis im Vordergrund. Dieses Kapitel
bildete die Grundlage fur die weiteren Themen dieser Bachelorarbeit. Im Abschnitt, welcher
sich mit den Grundlagen der Riemannschen Geometrie befasst, haben wir uns mit den
Definitionen der Riemannschen Mannigfaltigkeit befasst sowie mit deren Beschaffenheiten.

Hier haben wir uns unter anderem mit der Riemannschen Metrik, der Riemannschen Distanz

und deren Vergleichbarkeit mit dem euklidischen Raum R" befasst. Als wir naher auf die
Riemannsche Metrik eingegangen sind, kamen Begriffe wie Langenfunktional, Winkel und
Riemannsche Distanz mit ins Spiel. Mit Hilfe dieser Begrifflichkeiten kamen wir anschliel3end
auf die Krimmung von Kurven, in wessen Zusammenhang der Begriff der Geodéate gefallen
ist. Des Weiteren haben wir festgestellt, dass die Ableitung auf Mannigfaltigkeiten nicht so
einffach zu bilden sind wie im euklidischen Raum, weshalb wir uns mit der

Levi-Civita-Ableitung beschéftigt haben. Diese gleicht die Problematik der Vektoren in
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unterschiedlichen Vektorraumen aus, sodass auch auf Mannigfaltigkeiten Ableitungen
gebildet werden kénnen. Ein weiterer Aspekt, mit dem wir uns in den Grundlagen befasst
haben, ist die Vollstandigkeit von riemannschen Mannigfaltigkeiten. Hier spielt unter
anderem das Theorem von Hopf- Rinow eine ausschlaggebende Rolle. Ab diesem Zeitpunkt
sind wir von der Vollstandigkeit aller verwendeten Mannigfaltigkeiten ausgegangen. Um im
weiteren Verlauf des Kapitels den Begriff der Hadamard-Mannigfaltigkeit definieren zu
kénnen, sind wir auf die Begrifflichkeiten des Krimmungstensors und der Schnittkrimmung
eingegangen. Anhand dieser Definitionen konnten wir im Anschluss die
Hadamard-Mannigfaltigkeit als vollstandige, einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit
mit nicht positiver Schnittkrimmung definieren. Im letzten Abschnitt der Einfiihrung in die
Riemannsche Geometrie haben wir noch den Begriff den geodéatischen Dreiecks definiert,
sowie ein relevantes Theorem eingefiihrt, welches den Zusammenhang zwischen den

Ecken, Seiten und Winkeln des geodéatischen Dreiecks hergestellt hat.

Im zweiten Teil des einfihrenden Kapitel haben wir uns mit der konvexen Analysis
beschéftigt - genauer gesagt mit konvexen Mengen und konvexen Funktionen.

Hierzu haben wir zundchst sowohl den Begriff der konvexen Menge als auch den Begriff der
konvexen Funktion definiert als auch bildlich dargestellt. Ferner haben wir zu beiden
Themengebieten die wichtigsten Eigenschaften dargestellt, um uns einen Uberblick tiber die
wichtigsten Aspekte zu verschaffen. Im Abschnitt Gber konvexe Mengen haben wir uns
weiter mit Aspekt befasst, dass es einen Punkt in unserer abgeschlossenen, konvexen
Teilmenge C gibt, welcher den Abstand zu unserem x' € € minimiert. Um dies zu zeigen,
haben wir einige Propositionen bewiesen. Abschlie3end haben wir in diesem Abschnitt noch
einen Unterstitzungsraum eingefuhrt. Dieser Unterraum wird als Support bezeichnet.

Im Abschnitt, in dem wir uns mit den konvexen Funktionen befasst haben, haben unter
anderem die Begriffe Subgradient und Subdifferential eine Rolle gespielt.

Das darauf folgende Unterkapitel 3.3 hatte die Regularisierung zum Thema. Nachdem wir
eine kurze Einfihrung zum allgemeinen Nutzen einer Regularisierung vorgenommen haben,
sind wir direkt auf die Moreau-Yosida- Regularisierung eingegangen und haben diese
definiert. Im Anschluss haben wir die Wohldefiniertheit dieser Regularisierung bewiesen.

Hierfir mussten wir zuvor noch den Begriff der Koerzivitat klaren.

Das vierte Kapitel dieser Bachelorarbeit befasst sich mit dem Hauptthema dieser
Ausarbeitung - dem Proximal-Punkt Algorithmus. Nachdem wir den Algorithmus vorgestellt
haben, haben wir die Wohldefiniertheit bewiesen, welche eine direkte Folgerung aus der

Wohldefiniertheit der Moreau-Yosida-Regularisierung darstellt.
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Im abschlielRenden Unterkapitel haben wir die Konvergenz des Verfahrens gezeigt. Bei der
Konvergenz des Verfahrens sprechen wir von der Fejer-Konvergenz, welche wir im ersten
Schritt definiert haben. Die beiden darauf folgenden Lemma, welche wir bewiesen haben,
vervollstandigten den Beweis der Konvergenz der durch den Proximal-Punkt Algorithmus
erzeugten Folge.

AbschlieRend lasst sich sagen, dass der Proximal-Punkt Algorithmus ein wohldefiniertes und

konvergentes Verfahren ist, um Optimierungsprobleme der dargestellten Art zu l6sen.
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