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1 Einleitung

1.1 Grundidee

Die Bachelorarbeit behandelt den Artikel , A simple phase-field approximati-
on of the Steiner problem in dimension two” von A. Chambolle, B. Merlet
und L. Ferrari, herausgegeben am 02.09.2016 [[] Das Ziel des Artikels ist, das
Steiner Problem zu l6sen, welches darin besteht, zu einem gegebenen Netz-
werk aus Punkten in der Ebene den kiirzesten Graphen zu finden, der alle
Punkte miteinander verbindet. Zur Losung dieses Problems betrachtet man
ein dquivalentes Problem des verzweigten Transports, weil zu Transportpro-
blemen bereits Losungsansétze bekannt sind.

Das Ziel bei solchen Transportproblemen ist, einen optimalen Transport-
plan in Form eines Vektormafles zu finden, das eine fest gegebene Energie
beziechungsweise die Kosten des Transports minimiert. Im Folgenden wird fiir
die Kosten des Transports , Energie” geschrieben, und der optimale Trans-
portplan wird durch das Vektormafl ¢ dargestellt, welches die gegebene Ener-
gie &, minimiert. Da man die topologischen Eigenschaften von o vorab nicht
kennt und man erwartet, dass o singulér ist, approximiert man die Transport-
energie durch Funktionale F.. Diese Funktionale basieren auf dem Ambrosio-
Tortorelli-Funktional und sind in der Praxis einfacher zu optimieren. Fiir die
Approximation F. wird spiter Equikoerzivitdt und I'—Konvergenz gegen die
zu minimierende Energie &, fiir ¢ — 0 bewiesen. Hieraus folgt dann, wie man
spater sieht, dass die Minimierer o. zu den Funktionalen F. fiir ¢ — 0 gegen
den Minimierer o der urspriiglich zu optimierenden Energie £, konvergieren.
Auf diese Weise kann man durch Berechnung der o. das gesuchte o finden.

Im Fall zur Losung des Steiner Problems betrachtet man N + 1 verschiedene
Punkte zo,...,zy im R?. Ein beliebiger Punkt z stellt eine Quelle dar und
die anderen N Punkte sind Ziele, zu denen die Masse aus der Quelle trans-
portiert werden soll. Durch diesen Aufbau mit nur einer Quelle erreicht man,
dass wirklich alle Punkte miteinander verbunden werden und nicht zwei oder
mehr unabhéngige Graphen entstehen, weil alle Punkte mit xy verbunden sein
missen.

Durch die Hilfsfunktion ¢, die die Energie erhoht, wenn Masse iiber léngere
Wege transportiert wird, findet man den optimalen Transportplan, der mit dem
kiirzesten Graphen, der alle Punkte verbindet, iibereinstimmt. Also finden wir
auf diesem Weg die Losung zu dem Steiner Problem.
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1 Einleitung

1.2 Verzweigter Transport

Der verzweigte Transport beschreibt im Allgemeinen Transportprobleme, bei
denen die Kostenfunktion durch ), l;m$ gegeben ist. Die Kosten héngen von
der transportierten Masse m und der Distanz [ ab, iiber welche die Masse
transportiert werden soll. Die Masseverteilungen der Quellen und Ziele sind in
Form von Maflen vorab gegeben und man sucht den Transportplan, zu dem
die Kosten minimal sind.

Die Kostenfunktion ), l;m{ ist bei dem verzweigten Transport proportio-
nal zu der Distanz. Das bedeutet, dass fiir den Transport einer festen Masse
iiber die x-fache Distanz die x-fachen Kosten anfallen. Weiterhin ist die Kos-
tenfunktion in Abhéingigkeit von der bewegten Masse, wie im folgenden bei
m® mit 0 < a < 1, konkav. Das heifft, dass es kostengiinstiger ist, Masse
zu sammeln, zusammen zu transportieren und dann an die Ziele zu vertei-
len. Aufgrund dieser Eigenschaft nennt man den entstehenden Transportplan
,verzweigt”.

Fiir @ = 0 erhalten wir das Steiner Problem, welches unabhéngig von der
Masse die minimale Distanz eines Transportnetzes sucht. Die Energie zum
Steiner Problem ist dann gegeben durch ), [;, also durch die Summe der ein-
zelnen Léngen. Allerdings wird in der Praxis o > 0 benétigt, wie man spéter
in dem Beweis der Equikoerzivitét sieht.

In unserem Fall wird die Energie durch eine lineare Kostenfunktion ausge-
driickt und nicht durch eine konkave. Allerdings wird durch die Definition von
F. mit der Hilfsfunktion ¢ auch ein verzweigter Transportplan gefunden, da
¢ in der Definition von F. dafiir sorgt, dass der Transportplan so kurz wie
méglich sein muss. [

1.3 Diskretes Modell

Im diskreten Modell sind die Quellen durch das Vektormafl u = Z:Zl a;0, mit
a; € R und die Ziele durch das Vektormafl v = >, b;d,, mit b; € R in einer
kompakten Menge 2 C R? gegeben. Hierbei ist d, das Dirac-Maf im Punkt y.
Man versucht, diese beiden Mafle durch einen gewichteten orientierten Graph
zu verbinden.

1.3.1 Gewichteter orientierter Graph

Ein gewichteter orientierter Graph in R? ist gegeben durch ein System G =
(Sk, Ok ). Hierbei sind s, Paare von Punkten (py, qx), die ein orientiertes Seg-
ment beschreiben, und 6, € R, ist das Gewicht, das dem Segment s; zuge-

ordnet wird. Wir schreiben §;, = IZIZ:Z:I fiir die Richtung des Segments s, und

|sk| = |qx — px| fur die Léange.

ZVergleiche zu diesem Kapitel [3].



1.4 Phasenfeldansatz

1.3.2 Energieerhaltungsgleichung

Wir sagen, dass G v aus p irrigiert, und schreiben hierfir G € G(u,v),
wenn fiir jeden Knoten des Graphen gilt, dass die hereinstromende gleich der
herausstromenden Masse ist. Die hereinstromende Masse in z; ist gegeben
durch >’ (k:3sp, mit quezi} 0, + a; und die herausstromende Masse von z; durch

O +b;.

{k:3s, mit gp=x;}

1.3.3 Gilbert Energie

Fiir o € (0,1) sind die Kosten fiir die a-Entwicklung eines Graphen G, auch
bekannt als Gilbert Energie, durch

Ea(G) = 075
k=1

gegeben.

Also addieren wir die Kosten auf den einzelnen Segmenten. Diese sind gege-
ben durch das Produkt der Masse hoch «, die iiber das Segment transportiert
wird, mit der Lénge des Segments.

Mit gegebenen diskreten Maflen p und v soll diese Energie minimiert werden:

min{&,(G) : G € G(u,v)}.

Dies sind nun die optimalen Transportkosten im diskreten Fall, die benotigt
werden, um von p zu v zu gelangen.

Das diskrete Modell ist interessant zu betrachten, da es gut verstéandlich ist
und hier wie bei unserer spéter zu approximierenden Zielenergie £, Masse auf
einzelnen H!' messbaren Mengen beziechungsweise Segmenten betrachtet wird.

In unserem Fall betrachten wir ein Maf3, welches bei xy den positiven Wert
N € N besitzt und an den anderen N Punkten die negativen Werte —1. Durch
den Transportplan soll die Masse dann so transportiert werden, dass die Werte
spiter iiberall 0 sind fJ

1.4 Phasenfeldansatz

Der Phasenfeldansatz ist eine numerische Methode, um Prozesse aus der Phy-
sik oder anderen Naturwissenschaften durch verschiedene Phasen und Pha-
seniibergédnge zu simulieren. Man betrachtet eine sogenannte Phasenfeldfunkti-
on, die von einem Parameter € abhéngt und verschiedene Phasen bildet. Dann
versucht man das Verhalten dieser Phasen vorherzusehen, um ein mégliches
Gleichgewicht durch die Losung eines einfacheren Problems approximieren zu

3Vergleiche [4].



1 Einleitung

kénnen. So ein Gleichgewicht erhélt man, indem man den Minimierer zu ei-
ner gegebenen Energie berechnet. Meistens geschieht dies unter weiteren Ein-
schrankungen und Bedingungen, die unnatiirliche Vorgénge ausschlielen sol-
len, wie zum Beispiel der Massebedingung, die sicherstellt, dass keine Masse
hinzukommt oder verschwindet.

Bei der Losung des Steiner Problems approximiert man ein Minimierungs-
problem, welches nicht von € abhéingt, durch eines, das ¢ als Parameter enthélt.

Als ein Beispiel kann man die Konzentration einer homogenen isothermi-
schen Fliissigkeit in einem beschrinkten Bereich € € R? betrachten. Wir neh-
men an, dass die Konzentration durch eine Funktion u :  — [0, 1] dargestellt
werden kann. Dann wird ein entstehendes Gleichgewicht durch die Minimie-

rung der Energie E(u) unter der Vorraussetzung von gleichbleibender Masse
C € R berechnet:

min{E(u) : u: Q — [0, 1],/Qudx =C}.

Beim Phasenfeldansatz wird die Energie durch Funktionen der Form F(u) =
Jo W(u)dz beschrieben, wobei W : (0,4+00) — R die Energiedichte darstellt.
Um das Problem besser erkldren zu konnen, dndert man diese Energiedichte
zu W'(u) = W(u) + cyu + co, mit ¢1,co € R. Dies hat keinen Effekt auf das
Minimierungsproblem, da nur der konstante Term fQ (ru+tco)dr = c;C+c5|Q|
zu der Energie F(u) hinzugefiigt wird und der Minimierer der urspriinglichen
Energie so auch der Minimierer der gednderten Energie ist. Die Konstanten c;
und ¢y sollen im Folgenden so gewéhlt werden, dass W/(u) nicht-negativ ist
und genau zwei Nullstellen bei @ € R und § € R hat. Nun ist offensichtlich,
dass die Energie von allen Funktionen minimiert wird, die nur die Werte «
und # annehmen und die Massebedingung erfiillen. Da in solchen Gleichge-
wichtsproblemen die Phaseniibergéinge meist reguldr sind, ergénzt man einen
weiteren Term in der Energie, der die Ableitung von u enthélt, und fiigt einen
weiteren Parameter € > 0 ein, um irregulidre Phaseniiberginge auszuschlieflen.
Nun erhalten wir als Minimierungsproblem:

min{/Q (@—FQDM) dx:/Qudx:c}.

1.5 Phasenfeldmodell von Modica-Mortola

Bei dem Phasenfeldansatz von Modica-Mortola betrachtet man Probleme der
Form min {2 [ W(u)dz + ¢ [|Dul*dz} wie oben. W hat hierbei Nullstellen

4Dieses Kapitel basiert auf [1] S.1-7.



1.6 I'-Konvergenz

bei & = 0 und 8 = 1. Durch verschiedene Berechnungen hat man herausgefun-
den, dass dieses Problem fiir € — 0 mit dem folgenden Problem approximiert
werden kann:

min{Per fu=a}, ) u:0Q— {a,ﬁ},/gudx - c}.

Per(A, Q) bezeichnet hier den Umfang der Menge A in dem Gebiet 2. Hier wird
klar, warum das Steiner Problem mit Hilfe des Phasenfeldes approximiert wird,
denn der Umfang der Menge, iiber die Masse transportiert wird, ist die Lange
des Graphen, der alle Punkte verbindet. Damit stimmt die Minimierung der
Phasenfeldenergie zu dem verzweigten Transportproblem mit der Minimierung
der Lange des Transportnetzwerkes und so mit dem Finden des kiirzesten
Graphen iiberein. El

1.6 I'-Konvergenz

Nun definieren wir die I'-Konvergenz, mit welcher wir spater Aussagen iiber
die Minimierer o, der approximierten Kosten und den Minimierer o der Kos-
ten &, treffen konnen. Die Minimierer sind die Vektormafle, welche unsere
Transportpléne darstellenﬂ

1.6.1 Definition der I'-Konvergenz

Definition 1.1
In einem metrischen Raum X sei f; : X — R U {+o0} eine Funktionsfolge.
Wir definieren die beiden unterhalb stetigen Funktionen f~ und f* durch

[ (x) =T — liminf(z) := inf{liminf f;(z;) : x; = 2},
J J—0

fH(x) =T —limsup(z) := inf{limsup f;(z;) : 2; — x}.

J J]—00

Wenn f* und f~ iibereinstimmen, dann sagt man, dass f; gegen foo = I' —
lim; := f* = f~ I'-konvergiert.
Alternativ kann man auch schreiben:

Va; — x gilt iminf f;(x;) > f(x),
j—o00
< .

()

Vo, — x gilt limsup f;(z;)
Jj—00

Denn dann folgt

f(z) < liminf f;(z;) < limsup f;(z;) < f(2)

Jj—oo Jj—00

SVergleiche [3].
Die folgenden Definitionen, die Proposition und das Theorem sind [1] S.22,28 und 29
entnommen.



1 Einleitung

und damit gilt Gleichheit. Weiter kann man die limsup-Abschétzung umschrei-
ben zu
Vo Jz; mit x; — 2z und f(x) = lim f;(z;).
j

So eine Folge nennen wir Wiederherstellungsfolge von x.

1.6.2 Folgen der I'-Konvergenz

Aus der Definition von I'-Konvergenz kann man folgern, dass aus I'-Konvergenz
beziiglich des stetigen Parameters 7 — 0 die Konvergenz gegen denselben
Grenzwert beziiglich jeder Teilfolge j, — 0 folgt, denn es gilt

lijrgglf fj (xj) < hlgggjlf fjk (xjk)a

limsup f;(z;) > limsup f;, (z;, ).

j—o0 k—o00
Einsetzen liefert die Behauptung.
Also kann man bei der Berechnung € durch eine andere Nullfolge ersetzen.

Dies wird benétigt, da man bei der Berechnung ¢ nicht stetig gegen 0 gehen
lassen kann, sondern einfach kleiner werdende & betrachtet.

1.6.3 Konvergenz der Minimierer

Proposition 1.2
Seien f;, foo 1 X — [—00, +00]| Funktionen.

(i) Wenn die liminf-Abschétzung fir alle x € X gilt und K C X eine
kompakte Menge ist, gilt

) < liminfi .
11[1(f foo < hmj inf 1%f fi;

(ii) Wenn die lim sup-Abschétzung fiir alle z € X gilt und U C X eine offene
Menge ist, gilt
: S 0 f
H(}f foo = hmjsup H(}f fi
Beweis
(i) Sei (Z;) so, dass liminf; infx f; = liminf; f;(Z;). Nach dem Extrahieren
einer Teilfolge erhélt man (Z;, ), sodass

lilgn [ (Z;,) = lim inf i%f fj,und z;, - 7 € K.
j

Wenn z,; = T wenn j = j
! T wenn j # j, fiir alle k,



1.7 Slicing

dann gilt wie gefordert
ir&f foo < foo(®) < liminf fj(z;) < limkinf fie(xj,) = lilgn [ (@j,) = lim inf i%f fi-
j j

(ii) Mit fixiertem 6 > 0, sei @ € U, sodass fu(x) < infy fo + 6. Dann, wenn
(x;) eine Wiederherstellungssequenz fiir x ist, gilt

iI(}f foo +0 > foolx) > limsup f;(z;) > limsup ir[}f fi,
J J
und die Behauptung folgt mit der Willkiirlichkeit von §.

Definition 1.3

Eine Funktion f : X — R ist koerziv, wenn fiir alle t € R gilt, dass die
Menge {f < t} prikompakt ist, das heiit wenn der Abschluss dieser Menge
kompakt ist. Eine Funktion f : X — R heifit leichtkoerziv, wenn eine nicht-
leere kompakte Menge K C X existiert, sodass infy f = infx f ist. Eine Folge
(f;) heifit equi-leicht koerziv, wenn eine nicht-leere kompakte Menge K C X
existiert, sodass infx f; = infx f; fiir alle j gilt.

Theorem 1.4
Sei (X, d) ein metrischer Raum, sei (f;) eine Folge von equi-leicht koerziven
Funktionen auf X, und sei f =I' — lim; f;; dann gilt

Elrr}}n foo = hjm 1%f fj-

AuBerdem, wenn (x;) eine prakompakte Folge ist, sodass lim; f;(x;) = lim; infx f;,
dann ist jeder Grenzwert einer Teilfolge von (z;) ein Minimierer von fu.

Beweis

Der Beweis folgt dem von Proposition 1.2. Wenn Z wie in dem Beweis von
Proposition 1.2 ist, folgt mit der Proposition 1.2, der Definition 1.3 der Equi-
koerzivitat mit U = X sowie der equi-leichten Koerzivitét

inf foo < inf foo < foo(T) < limj infinf f; < limj infinf f; < limjsup inf f; <inf foo.
Hiermit ist nun bewiesen, dass die Minimierer o. der approximierten Energie

auch wirklich gegen den Minimierer o der zu minimierenden Energie konver-
gieren.

1.7 Slicing

Mithilfe des Slicing teilt man spéter die Funktion u auf mehrere Scheiben auf.
Auf diesen einzelnen Scheiben findet man dann die unteren Abschitzungen der



1 Einleitung

Energie fiir die I'-Konvergenz. Durch Integrieren {iber ein ganzes Segment und
Anwenden des Satzes von Fubini erhélt man die gesuchte untere Abschéatzung.
Sei £ € S%! und sei

I = {y € R": (4,€) = 0}

mit dem Standardskalarprodukt (-, -) im R2.
Wenn y € Il und Q C R? definiert man die Scheibe

Qey ={teR:y+t£ €}
Fir w: Q — R, wird ug, : 2, = R durch
uey(t) ==uly +t€), t € Qey

definiert[]

"Siehe hierzu [2]

10



2 Hauptteil

2.1 Mathematische Formulierung des Problems

Q) C R? sei eine konvexe zusammenhiingende offene Menge. Es werden im Fol-
genden MaBe o € M(Q, R?) gegeben durch o = 0¢-H? |y, betrachtet. M (Q, R?)
sind die MaBe von € nach R? und H' ist das 1-dimensionale Hausdorff-Ma$,
mit dem man auch im R? iiber die 1-dimensionale rektifizierbare Menge M
integrieren kann. Die Richtung, in die Masse transportiert wird, wird durch
£ : M — S! mit dem Einheitskreis S* im R? dargestellt, also einem Vektor
(v1,v9) mit Lénge 1. § : M — R, ist in der obigen Definition eine Borel-
messbare Funktion, die die Multiplizitat, also die transportierte Masse, dar-
stellt. Diese Mafle werden rektifizierbare Vektormafie genannt und man schreibt
hierfir o = U(M, 0,¢).

Als einfaches Beispiel zum besseren Versténdnis kann man den Weg zwischen
zwei Punkten z,y € Q betrachten. Dieser sei definiert durch r(t) := z + tZ=

lz—yl
fiir ¢ € [0, |z — y|]. Ein zugehoriges Mafl v € M(Q, R?) ist gegeben durch

(p,7) = /(gb(r(t)), 7(t))dt fiir jedes ¢ € C(Q,R?).

Dann erhélt man v = U([z,y],1,£) mit £ = é:i'. Man hat also das eindimen-
sionale Segment [z, y|, auf dem die Masse 1 in Richtung & transportiert wird.
Auflerdem sieht man leicht, dass V -y = ¢, — ¢, ist. Auf dieselbe Weise finden
wir Mafle, die die Bedingungen erfiillen, indem wir r durch einen beliebigen
Lipschitz-Weg zwischen z und y ersetzen(Vgl. [2]).

Fiir eine gegebene Kostenfunktion f € C(R,,R.,) fithrt man das auf M (Q, R?) —

R} U{+oo} definierte Funktional £¢(o) ein als

£,(0) = {fM f(O)dH' wenn o =U(M,¥6,¢§),

+00 sonst.

Dies ist im Folgenden die zu minimierende Energie. Wenn o kein rektifizierba-
res Vektormaf ist, wird die Energie auf +o0o gesetzt, also kann die Energie fiir
solch ein ¢ nicht minimal werden und es sind nur rektifizierbare Vektormafe
zuldssig. Falls o rektifizierbar ist, wird die Energie berechnet, indem man die
Kostenfunktion auf die Masse anwendet, die transportiert wird, und beziiglich
des Hausdorff-Mafles iiber die 1-dimesionale Menge M integriert.

Nun werden, wie in der Einleitung schon angemerkt, N + 1 verschiedene
Punkte S = (zo,...,zy) € QN betrachtet, wobei in x¢ die Quelle ist und

11



2 Hauptteil

die anderen x; die Ziele darstellen. Die Minimierung von &;(o) soll dann die
folgende Energieerhaltungsgleichung erfiillen:

N
V.0 =N, — Y 6, in D'(R?). (2.1)

i=1

Der Gradient von o soll also erfiillen, dass genau die Masse aus der Quelle an
die Ziele verteilt wird und keine Masse hinzukommt oder verloren geht.

Da die 0. nicht-singulér sein sollen, kénnen sie auch die obige Energieer-
haltungsgleichung (2.1) nicht erfiillen. Deshalb wird nun eine Gléittung der
Energieerhaltungsgleichung durchgefiihrt. Hierzu sei p € C>°(R? R,) ein klas-
sischer radialer Glattungskern mit supp p C By(0) und [ p = 1. Fiir € € (0, 1]
setzt man p.(r) = e ?p(¢~'x) und definiert den Raum V.(2) der quadratisch
integrierbaren Vektorfelder, deren schwache Ableitungen die folgende Bedin-

gung erfiillen:
N
V.o, = (Néxo - Z@) % pe. (2.2)
j=1

Fiir n = n(e) > 0, bezeichnt man
W.(Q) ={pec H(Q):n<¢$<1inQ,¢ =1 auf 0Q}.
Dann wird die Energie F. : M(Q,R?) x L'(Q) — [0, +00] definiert durch

2
Filod) = {fQ LP|oPdz + [, 5[Vel? + 52 dx, wenn (0,0) € VA(Q) x W.(Q),
+00 sonst.
(2.3)
Das erste Integral in der Energie nennt man die Bedingungskomponente und
den zweiten Teil Modica-Mortola-Komponente.

Als Auswirkungen dieser Definition auf das Minimierungsproblem lésst sich
feststellen, dass o gezwungen wird, auf einer Menge, die .S verbindet, nicht 0 zu
sein, weil o € V.(Q) sein soll. In der Bedingungskomponente wird ¢?|o|* durch
% stiarker gewichtet, sodass ¢ dort klein sein muss, wo || grof} ist. Weiterhin
wird das Verhalten von ¢ durch den Modica-Mortola-Term kontolliert, welcher
¢ dazu zwingt, fiir ¢ — 0 auflerhalb von einer eindimensionalen Menge nahe
bei 1 zu sein. Als Konsequenz wird erwartet, dass der Support von ¢ und
die Energie auf einer eindimensionalen Menge konzentriert sind. Weiterhin
fithrt die Definition des Raumes W.(Q2) und von 7 dazu, dass iiberall ¢ > 0
gilt und dass dementsprechend ¢ nirgendwo oo werden kann. Ab jetzt wird
angenommen, dass ein a > 0 existiert, sodass

00, (2.4)
g

Der Einfachheit halber wird spéter n = ca gewéhlt. Die Konvergenz wird
spater verwendet, um die Energie nach unten abzuschéitzen, denn mit ¢ €
W.(Q) folgt, dass % > 1 — afire — 0.

12



2.2 Schreibweisen

Mit Mg(Q) wird die Menge der R%*wertigen MaBe o € M(R? R?) mit
Support in € bezeichnet, die die Energieerhaltungsgleichung erfiillen.

Die Grenzwert-Energie &, : Mg(€,R?) x L(Q) — [0, +-oc] wird somit defi-
niert durch

[y 1+ ad)dH' wemn ¢ = 1,0 € Mg(Q) und o = U(M, 0, ),

£al0,9) = {Jroo sonst.
(2.5)

Nun beginnen wir damit, die Vektorfelder o. durch die Phasenfeldfunktionen
u. zu approximieren. Hierbei wird benétigt, dass man die Vektorfelder o, lokal
als rotierte Gradienten der Funktionen u. schreiben kann. Deshalb wird in
dem Artikel in Dimension 2 gearbeitet und der Operator L eingefiihrt. Dieser
schickt einen Vektor v = (v1, v9) auf den Vektor v+ = (—wvy, v;), den man durch
Drehen um 90° gegen den Uhrzeigersinn erhilt. So werden divergenzfreie R>-
Mafle auf rotationsfreie R2-Mafle geschickt.

Spéter wird gezeigt, dass die u, stiickweise konstant sind. Die Spriinge zwi-
schen den Phasen bei u, charakterisieren dann, wo der Fluss der Vektorfelder
o. verlauft, und die Hohe der Spriinge zeigt an, wie viel Masse dort flief3t.

Fiir diesen Zusammenhang fithren wir folgende Funktionenrdume eirEl:

2.2 Schreibweisen

2.2.1 BV(Q2) Funktionen

Im Folgenden sei BV(£2) der Raum der Funktionen u € L'(), die als Ableitung
ein MaB mit endlicher totaler Varianz (bounded variation) haben. Fiir u €
BV(Q) wird mit S, das Komplement der Lebesgue-Menge von u bezeichnet.
Also ist « ¢ S, genau dann, wenn

i 1
im
plo+ [Bo(2)| /i, ()

|uy) = z|dy =0

fiir ein z € R. Als approximierte Sprungpunkte von u werden z bezeichnet,
wenn ein £ € S9! und unterschiedliche Werte a,b € R existieren, sodass

1 1

lim ——— lu(y)—aldy =0 und lim ——— lu(y)—bldy = 0,

pl0 | B} (z,8)] B} (z,€) pl0 | B, (7, §)] B} (z,€)

wobei By (x,€) := {y € B,(z) : (y —x,£) > 0}. Bis auf eine Vertauschung von
a und b und ein Tausch des Zeichens £ charakterisiert dies das Triplet (a, b, ),
welches dann mit (u™, v, v,) bezeichnet wird. Fiir die Menge der approximier-
ten Sprungpunkte wird J, geschrieben.

Wergleiche zu diesem Kapitel [2].
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2 Hauptteil

Theorem 2.1

Die Menge S, ist abzdhlbar H¢ l-rektifizierbar und H4 (S, \ J,) = 0.
Weiterhin gilt Dul;, = (ut — u™)v,H Yy, und Tan®1(J,,z) = v,(z) fir
HI 1 fast alle z € J,.

Tan?1(J,,z) ist hierbei die d-1-dimensionale Tangentialebene zu J, im
Punkt z, diese stimmt mit v, also der Richtung des Massetransports, iiberein.
AuBerdem sieht man hier, dass die Definitionen von S, und J, fiir das Grund-
problem dquivalent sind. Das heifit, dass die Punkte, an denen u nicht lokal-
konstant ist, mit den Punkten, an denen u von a nach b springt, iibereinstimmen.

Man schreibt die Lebesgue-Zerlegung des Mafles Du in ein singuldres und ein
absolut stetiges Maf als Du = Vudz 4+ D*u. Wenn man nun Du = D*ulo\s,,)
setzt, erhélt man die Zerlegung

Du = Vudr + (u* — u” ), H*

Ju + DCU.

Weiterhin ist der Cantor-Teil so, dass, wenn H? 1 (E) < oo gilt, man | D¢u|(E) =
0 erhélt. Also bekommt man die folgende hilfreiche Konsequenz:

HTYE) =0 = |Du|(E) = 0. (2.6)

Als Notation fiir die Sprungfunktion (u™ — ™) : J, — R wird [u] benutzt.
Man definiert

SBV(Q) :={ue BV(Q): D=0},
GSBV(Q) = {u € L*(Q) : mazx(—T, min(u,T)) € SBV(QVT € R}.

Die nun folgende Definition eines Raumes von stiickweise konstanten Funk-
tionen wird spéter noch niitzlich sein:

P(Q) ={ue GSBV(Q) : Vu = 0}.

Theorem 2.2
Sei u € GSBV (), dann erhilt man fiir alle £ € S%1

ue,, € GSBV (Q,) fiir H fast alle y € I,
Auflerdem erhélt man fiir so ein y
ug ,(t) = (Vu(y + 1), §) fiir fast alle t € Q¢ ,

Jue, = {t eR:y+t€ € I},

und
u&y(ti) = Ui(y + t£) oder u&y(ti) =ut(y + t§),

14



2.2 Schreibweisen

je nachdem ob (v,,&) > 0 oder (1,,&) < 0. Als letztes gilt fiir jede Borel-
Funktion ¢ : 2 — R, dass

/H > eI (y) = /g!<vu,£>ld”H“- (2.7)

3 te€u; “

Umgekehrt, wenn u € L*(Q2) und wenn ug, € SBV(Q,) und

[ 1Dy, )am ) < o
3

fir alle £ € {ey, ..., eq} und fast alle y € Il gilt, erhélt man v € SBV(Q).

Um im Folgenden die Energierhaltungsgleichung nicht mehr mitziehen zu
miissen, wird das folgende Lemma eingefiihrt. Es wird ein kiinstliches Maf3 ~
eingefiihrt, welches Masse aus den Zielen zu der Quelle transportiert und so
die Energierhaltungsgleichung auflost. Aulerdem ist es spéter fiir die Trian-
gulierung des Gebietes wichtig, dass man eine Partition finden kann, wo der
Fluss auf den Réndern der Partition gleich 0 ist, also H!(M NU;0;) =0

Lemma 2.3

Sei S = (zg, ...,xy) € QT eine Folge von N + 1 unterschiedlichen Punkten
gegeben, dann existiert ein Vektormafl v = U(M,,0,,&,) und eine endliche
Partition (£2;) C A(£2) von €2, sodass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

a) V.vy= Nézo—l—zfiléxi,

b M’Y_>{1aN}a

d) M, C U;0%;,

e

)
) 0

c) jedes §); ist ein Polyeder,
)
) Q; ist von endlichem Umfang fir jedes i und Q;NQ,; =@ firi# j,
) £

Wenn M auflerdem eine eindimensional messbare Menge ist, konnen v und
(€2;) so gewihlt werden, dass H'(M NU;0Q;) =0

Beweis:

Man w#hlt einen Punkt p € Q\ S und konstruiert wie in dem Beispiel oben
rektifizierbare Vektormafle zwischen den Punkten p und z; fiir ¢ = 1,..., N.
Dann erhélt man Mafie 7; mit V-v; = d,, — 9, fir i € {0, ..., N}. Wir definieren

N
y=-Nyw+) %

i=1

15



2 Hauptteil

Abbildung 2.1: Beispiel der Konstruktion des #!-rektifizierbaren Mafles ~(rot)
und der Partition {€;}(grau) in dem Fall, das o(griin) ein H!-
rektifizierbares Vektormaf ist. Siehe [2].

Durch diese Konstrunktion wird a) erfiillt, wie man durch Einsetzen der 7;
sieht. Auflerdem kann man bis auf eine kleine Verschiebung von p annehmen,
dass [p, z;|N[p, z;] = {p} ist, sodass b) erfiillt wird, denn zwischen z, und p fliefit
dann Masse [NV und ansonsten Masse 1. D; sei die gerade Linie zwischen p und
xj. Man definiert die Mengen (£2;) als die zusammenhéngenden Komponenten
von Q\ (Do U...U Dy). Dann sieht man, dass c), d), e), f) erfiillt WerdenEl

2.3 Lokales Ergebnis

F|Nun wird zunéichst eine Lokalisation der Funktionale (F.) durchgefiihrt. Fiir
diese wird anschliefend eine untere Abschétzung gefunden und eine Kompakt-
heitseigenschaft gezeigt, die in den Beweisen von den Theoremen 2.6 und 2.7
verwendet werden.

Hierzu werden folgende Schreibweisen benutzt: @ cc € ¢ R? sind be-
schriinkte offene konvexe Mengen. Fiir X C R? bezeichnet A(X) die Klasse
aller offenen Untermengen von X und Ag(X) die Klasse aller einfach zusam-
menhingenden Mengen O C X mit O NS = @. Zur Erinnerung: S war die
Menge der Punkte zq, ..., zxn.

ZVergleiche zu obigem Vorgehen [2].
3Zu der Lokalisierung und Thren Ergebnissen siche [2].
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2.3 Lokales Ergebnis

Fir O € A(f2) erhalt man durch Ersetzen von © durch O in der Definition
von F. das Funktional F.(-,-;O). Genauso wird die lokale Version &,(-,; O)
von &, definiert.

Sei nun also O € Ag(Q). Fiir u. € H(O) und ¢. € H'(O) wird
'Cfs(u& Qbe; O) = fs(vusa d)s; O)

Man sieht leicht, dass V - 0. = 0 in O fiir ¢ < d(O,S) und dass 0. € V.(Q2)
gilt. Hierbei stellt d(O, S) die kleinste Distanz zwischen den Mengen O und S
dar. V-0 = 0 gilt in O, da 0. nur in einer e-Umgebung um S herum nicht
konstant ist.

Mit dem Stokes-Theorem folgt dann, dass Du. = ot gilt. Dann folgt fiir
einige u € H*(O), dass

fs(05a¢5;0) = »C‘/—'.a(umgba;O)-
gilt.

Theorem 2.4

Sei (u.)ee0,) € H'(O) eine Familie von Funktionen, die den Mittelwert 0
besitzen und sei (¢.) C H'(O) so, dass ¢. € HY(O,[n(¢e),1]), also so, dass
¢ € We(2). Annahme: ¢y := sup, LF:(ue, ¢c; O) ist endlich. Dann existiert
eine Teilfolge ¢; und eine Funktion u € BV (12), sodass

a) ¢, — 1in L*(0),
b) wu., — u beziiglich der schwach-* Konvergenz in BV (Q2),
c) ue PO).

Fiir jedes v € P(O) und jede Folge (u., ¢.) wie oben, sodass u. —* u, folgt als
untere Abschétzung fiir die Energie

liminfﬁ]-'a(ua,gba;O)Z/ 1= a|[u] JdH.
e—0 JuNO

Beweis:
Es gilt

/(1 — ng)Qda: < eLF (0 0:) < coe .
o)

Die erste Ungleichung folgt aus der Definition der Energie F. und die zweite
aus der Beschrinkung der Energie, somit ist a) bereits bewiesen.
Da (u.) den Mittelwert 0 hat, geniigt es fiir b) zu zeigen, dass

sup{|Du.|(O) : k € N} < 400
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2 Hauptteil

Mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

oo~ (o) = (2w = (£ (2)) (550
DI (L)

Durch die Annahme ist der rechte Teil durch 2¢y beschrankt. Um den ersten
Term abschétzen zu konnen, teilt man das Gebiet O in die beiden Mengen
{¢ < 1/2} und {¢. > 1/2} auf. Nun erhélt man

La=fmte)
e | ==¢ — e —.
o P2 g.<1/2 2 6.>1/2 P2

Da per Definition ¢. > n und (1 — ¢)? im Intervall O fallend ist, gilt % <
-5 AuBerdem gilt (1 —1/2)> < (1 - ¢.)?, da ¢. < 1/2. Somit gilt folgende

Ungleichung;:
1 2¢e / (1—¢.)> 8¢
€ — < < —Co.
/¢5<1/2 92 T P(1-1/2) Jo 2 2

da hier ¢. > 1/2. Also folgt

Im zweiten Integral gilt # S /2)27

1 / 1
€ — < —— =4|0|.
/MQ 2= ), aap ~ O

Fasst man diese Abschitzungen zusammen, erhélt man

8 16¢2 ejo 16
| Du](0))? < <€n—§co+54\0]> ey = 775 2+8¢|0]cy 25 &—Co < 0. (2.8)

Damit ist b) bewiesen.

Nun werden zunéchst ¢) und eine untere Abschéitzung fiir eindimensionale
Scheiben wie in 1.7 gezeigt. Hierzu betrachtet man O als ein Intervall von R und
zeigt, dass u stiickweise konstant ist, also dass u € P(O) ist. Die Idee hierbei
ist, dass ¢ Kosten verursacht, wenn ¢ einen Ubergang von 0 nach 1 macht. Da
die Energie beschrénkt ist, kann ¢ nur endlich viele dieser Uberginge durchlau-
fen. Und da u genau an diesen Stellen springt, hat v nur endlich viele Spriinge
und ist deshalb stiickweise konstant.

Definiere

B. = {x60:¢g(x)<z}3A€ = {$EO3¢E(Q;)<%}, (2.9)

und sei

C. := {I zusammenhéngende Komponente von B, : I N A. # @}.  (2.10)

18



2.3 Lokales Ergebnis

Man zeigt, dass die Kardinalitédt von C. unabhéngig von € beschréankt ist. Dann
gibt es, wie oben behauptet, nur endlich viele Ubergéinge. Sei also ¢ fest und
man betrachte ein Intervall I € C.. Seien a,b € I so, dass {¢.(a), d.(b)} =
{1/2,3/4}. Mit dem Modica-Mortola-Trick gilt dann

3/4

_ 2
EF@(UE7¢6;I) > /15|¢/5|2+%d$ Z/

(a,b) 1/2

Die zweite Ungleichung folgt mit der Youngschen-Ungleichung, zunéchst gilt

((\/5|¢;|) - ((12}‘55)»2 >0,

und damit durch Anwenden der Binomischen Formel und Ausmultiplizieren

A+ (U2d) = 2 va (U22)

& )+ (U528 2 ot - 00

Die letzte Ungleichung entsteht durch die Transformation ¢. = t, es folgt
dt = dg. = |6]. AuBerdem gilt (¢-(a), 6-(5)) = (1/2,3/4).

Da die Elemente aus C; alle disjunkt sind, folgert man aus der Annahme,
dass

3
Co = #Caﬁfa(uaaqzsa;[) < #Ca (%) s #Oa < 2560/37
wobei #C, die Kardinalitdt von C. ausdriickt. Die Elemente aus C. werden
als If = (m$ — w§, m$ + wf) fiir i = 1,...N geschrieben. Da ¢. — 1 in L'(O),

folgt
> =) 2uf —0.

IFeCe {

Dies bedeutet, dass die Integrale I, die den Phaseniibergang darstellen, fiir ¢ —
0 gegen 0 laufen, also dass der Phaseniibergang wie gewiinscht verschwindet.

Man nimmt an, dass jede Folge (m£) in O konvergiert und nennt die Grenz-
werte m; < mg < ... < my. Dann wird gezeigt, dass u nur an diesen Punkten
springt und sonst konstant ist, also dass |Du|(O \ {m;},) = 0. Hierfiir wird
x € O\ {m;} X, fest gewithlt. Dann findet man eine Nachbarschaft Bs(x) von
z, fiir welche |Du|(Bs(x)) = 0 gilt. Sei 0 < § < 1/2min; |z — m;|. Aus der
obigen Formel folgt, dass die Intervalllingen der Intervalle in C. fiir ¢ — 0
immer kleiner werden. Also gilt fiir € klein genug Bs(z) N C; = &. AuBlerdem
folgt mit den obigen Definitionen, dass ¢. > 1/2 auflerhalb von C. gilt. Also

19
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2 Hauptteil

$? > 1/4. Nun kann man mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgern

2 2
(/ \ué\dx) = (/ 1- ]u;]dm) < (/ 12) (/ ]u’Ede)
Bs(x) Bs(x) Bs(x) Bs(x)
1
= 2116 (/ \u;\2dx> < (2116)4(2¢) (— ( ¢§\u;\2dx>)
Bs(x) 2e \JB, ()

< 16ITceed % 0.

Mithilfe von unterhalb Stetigkeit der totalen Variation auf offenen Mengen
folgt |Du|(Bs(z)) = 0. Dies zeigt u € P(O) mit J, C {mq,...my}. Hiermit ist
also ¢) bewiesen.

Nun wird die untere Abschitzung auf den Scheiben bewiesen. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit zeigt man die untere Abschéitzung in dem Fall
Jy, = {0} und D := u(0") = —u(07) > 0. Fiir jedes 0 < d < D existieren die
sechs Punkte y; < 2! < ! < 72 < 22 < 1, sodass

hm <Z5s(3/1) = ili% P=(y2) = 1,
hm ¢ (x ) = lim ¢, (2?) = 0,
e—0 e—0
us(a~c2) D —d.
Wendet man den Modica-Mortola-Trick auf die Intervalle (y;,z!) und (z2,ys)

an, erhéalt man

903: Y2
hmsup ‘C‘Fs (u57¢57 (ylax;) U (mg,QZ)) > hIEIl_}lglf/ (1_¢5)‘¢la‘dx+/ (1_¢a)’¢{€|dw > L.

e—0 Y1 x2
(2.11)
Fiir die Berechnung des Intervalls I, = (z!,7?) werden weitere Definitionen
benotigt:

G.:={weH' (L) :w(i}) =-D+dw (i) =D —d},
7. = {z € H'(I.) : n < z < 1 fast iiberall auf IE},

1 (1—2)2
H. = — 2P+ —)d
(w, 2) /15 (252’ |w'|* + 5 > x,

he(z):= inf H.(w,z) fir z € Z..

weWe

Da w € G ist, liefert Anwenden der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

2 1 -1 1 —1
/ 22|w'|Pdx > / |w'|dz / —dz) >4(D—d)? / —dz | .
I I L Z L ?

Man findet die untere Abschétzung

he(2) > 4(D — d)? (2 /1 ;dx) oy /I (“ ;;)2) da. (2.12)
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2.3 Lokales Ergebnis

Fiir 0 < A < 1 gelten folgende Ungleichungen:

1
/ Lar< B

eLise>n D2 A2
1 1 2 1— 0o, 2
[ el im(fuosry)
velige<r 02 (I1-=A)?n I. 2e

Einsetzen von diesen beiden fiir ( /, L z%dx) in Ungleichung 2.12 liefert

2(D — d)? 1—¢.)?
Lfs(u87¢é;[€) Z h€(¢€> Z EEI(I) 1( 2e2 ) (1—¢ )2 +/ (( 2j ) ) dx
22 = + (1_)\)2778_2 (f[s 2—;d$> fe

o1 L1(I)
2¢ N\ 7

>2(1=N5(D—d)~ (1= )

wobei man die letzte Ungleichung durch Minimieren folgender Funktion erhélt

2(D — d)>
eL1(I) 1 252t

pea R ey LA

t— + 1.

Deshalb konnen wir in der obigen Ungleichung den Grenzwert annehmen und
erhalten
lirrig)nf LF (ue, de; 1) > (1 —N)a2(D — d).

Nun schickt man A und d gegen 0 und mit Abschéatzung 2.11 gilt

h%nfcfg(ug, bey (Y1,y2)) > 1+a2D =1+ a|U(0") —u(07).  (2.13)

Als letzter Schritt in dem Beweis folgt nun die Ubertragung auf mehrere Di-
mensionen mit Hilfe von Fubini. Zunéchst kann man mit Fubini die Energie
fiir jedes ¢ € S ! auf die folgende Weise umschreiben:

) - (6.5)
| 52 @515+ 51 !2+%‘” v

¢ 2¢e
Yy

LF(ue, 620) > /

g

Da LF.(u., ¢-;0) fiir HI! fast jedes y € Il¢ beschriinkt ist, ist auch das
innere Integral in dem &ufleren Integral beschrankt. Auflerdem stimmt es mit
dem Funktional auf den eindimensionalen Scheiben O§ iiberein, welche bereits
untersucht und auf dem Paar ((ug)g, (¢€)§) ausgewertet wurden. Damit folgt

> [+ afufm?) —uimD)[] dH* y) < lim inf LF (e, 6:; 0).
11 €

S mie(Ju)}
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2 Hauptteil

Also hat man nach Theorem 2.2 u € SBV(O). Aulerdem gilt (u/)§ = 0 auf
jeder Scheibe und damit u € P(O). Es folgt

liminf LF. (ue, ¢e; O) > / v - E|[1+ OzHuH]de_l. (2.14)
0 JuNO

Lemma 2.5

Sei p : A(X) — [0, +00) eine superadditive Mengenfunktion und sei A ein
positives Mafl auf X. Fiir jedes ¢ € N sei ¢; eine Borel Funktion auf X, sodass
1(A) > [, wdX fiir alle A € A(X). Dann gilt

H(A) > /A P

wobei 9 := sup, ¥;.

Dieses Lemma soll nun angewendet werden. Also wird die superadditive
wachsende Mengenfunktion p auf A(O) definiert durch

u(A) :=T —lim iglf LF (us, ¢e; A), fiir jedes A € A(O)
E—
und A soll ein Radonma#f sein, definiert durch
A= [1+alu(z™) —u () |] 7.

Nun wird eine dichte Folge (& )sey in S?71 fest gewiihlt. Mit 2.14 folgt

1(0) > / i) i € N,
0]

wobei
vu(x), & wenn r € J,,
i) o (1@
0 wenn z € O\ J,,.

Durch Lemma 2.5 folgt also

lim iglf LF (us, ¢pe;0) > / sup ¢, (x)dp = / 1+ a[u]|JdH.
& JuNO

o i
2.4 Ergebnis der ['-Konvergenz

2.4.1 Equikoerzivitat
ATheorem 2.6

4Der folgende Beweis der I'-Konvergenz folgt dem Artikel [2]
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2.4 Ergebnis der I'-Konvergenz

Angenommen « > 0. Fiir jede Folge (0., @:)cc0,1] € M(Q,R?) x L'(Q) mit
gleichméfig beschrankten Energien, d.h.

sup Fe(oe, ¢e) < 400,
€

existiert eine Teilfolge €; | 0 und ein Mal 0 € Mg(Q, R?), sodass O, — O
beziiglich der schwach-* Konvergenz von Maflen und ¢., — 1 in L'(£2). Wei-
terhin ist o ein rektifizierbares Vektormaf.

Beweis:
Sei die Folge (o.,¢.) € M(Q,R?) gleichméBig beschrinkt in der Energie
durch ¢y < 00,
0 < Fo(oe, ¢e) < o fiir € € (0, 1]. (2.15)

Zuerst sicht man, dass man durch die Gleichungen 2.3 und 2.15 0. € V.(2)
und ¢. € W.(Q2) bekommt, denn sonst wire die Energie +o0c. Nun wird |Vu|
durch |o.| ersetzt. Da « > 0 ist, folgt mit Ungleichung 2.8

2 4
0.](Q) < \/168—208 +8e|Qeo % 22 < o
n (6%

Also ist die totale Variation von (o.) gleichmifig beschrinkt und es existiert
o € M(), sodass bis auf Extraktion 0. — o schwach-* in M(2) gilt. Aufler-
dem gilt

/(1 — ¢.)2dx < 2eF.(0.,¢.) < 2eco — 0.
Q
Also ¢. — 1 1in L*(Q).

Nun wird die Strunktur des Grenzmafles ¢ untersucht, da man fiir den Be-
weis zeigen muss, dass es ein rektifizierbares Vektormafl ist. Q) sei eine be-
schriinkte konvexe offene Menge, sodass Q C Q. 0. wird auf Q \ Q durch 0
fortgesetzt und ¢, durch 1. Daraus folgt, dass ./_"E<O'€,¢€;Q) = F(0e, 0c; Q).
Also kann man zu jedem O € Ag(Q), das die Lokalisierung von oben erfiillt,
zu jedem o, eine Funktion u. € H'(O) finden mit Mittelwert 0 und o, = V=4,
in O. Durch Theorem 2.4 folgt, dass ein u € P(O) existiert, sodass bis auf Ex-
traktion u. —* u. Man erhélt

olo = —ulvy, H' (s.no)-

Da man Q\ S durch endlich viele Mengen O € Ag(Q) iiberdecken kann, gilt

N
o=U(M,,0,,&) + chd,cj.
=0

Mit Lemma 2.3 existiert ein rektifizierbares Vektormafl v = U(M,,6,,¢&,),
sodass V- (¢ +7) = 0 und H'(M,, M,) = 0. Dann existiert u € BV (Q),
sodass Du = o+ + v*. Aus Gleichung 2.6 folgern wir, dass |Du|(S) = 0, was
|| (S) = > |¢j| = 0 impliziert. Also ¢; = 0 fir j =0, ..., N und o schreibt sich
in der Form U(M,,0,,&,).
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2.4.2 lim inf-Abschatzung

Theorem 2.7
Fiir jede Folge (0.,¢.) C M(Q,R?) x L(Q), sodass 0. —* ¢ und ¢. —
¢ in der L'(Q2) Topologie mit (o,¢) € M(Q,R?) x LY(Q) gilt, ist folgende
Ungleichung erfiillt:
liminf F. (0., ¢:) > Eua(0, 0).

k—+o0

Beweis:

Sei (o¢, ¢.) wie in dem Theorem. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
wird angenommen, dass F.(o.,¢.) < +oo. Das obige Theorem 2.6 sichert
dann die Existenz eines rektifizierbaren Vektormafies o = U(M,,0,,&,) mit
supp(o) C , sodass o, —* 0. Sei Q) wie in dem obigen Beweis und seien p
und A definiert durch p :=T' — liminf. F.(0., ¢.) und X := a|o| + H'| s, . Man
betrachtet die abzéhlbare Familie von Mengen {O;} C Ag(£) bestehend aus
den offenen Rechtecken O; C Q \ S mit Ecken in Q? und sei 9; := 1p,. Das
lokale Ergebnis aus 2.3 liefert fiir jedes : € N

H(A) > (051 A) > MO; N A) = / rd.

Somit liefert Lemma 2.5

also

P = liminf (07, 62) = p(2) = MQ) = alo](Q) + H' (M),

da sup, ¢; die konstante Funktion 1 ist.

2.4.3 lim sup-Abschitzung

Zuerst wird an dieser Stelle ein Dichtheitslemma bewiesen. Man zeigt, dass
Mafe, die ihren Support auf einer endlichen Vereinigung von Mengen haben,
dicht in der Energie sind. Im Beweis des Theorems 2.10 betrachtet man dann
eine Zerlegung dhnlich derer in Lemma 2.3 und schétzt die Energie auf jeder
Teilmenge ab. Dann fasst man diese mithilfe des folgenden Lemmas zusammen
und erhélt die obere Abschétzung fiir den gesamten Bereich (2.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird angenommen, dass o € Mg(Q)
ist, sodass £,(0) < oo ist. Insbesondere ist o = U(M,, 0,,&,) ein H!-rektifizierbares
VektormaB. Mit Lemma 2.3 erhilt man ein H!-rektifizierbares Vektormaf
v = U(M,,0,,&) und eine Partition von Q bestehend aus Polyedern {€;},
sodass M., C U;08;, HY (M, NU;09;) = 0 und o + 7 divergenzfrei.

Durch diese Eigenschaften gilt

UL—F’}/L:DU

fiir einige u € P(£2).
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2.4 Ergebnis der I'-Konvergenz

Lemma 2.8
Es existiert eine Folge (w;) C P(Q) mit den folgenden Eigenschaften:

a) w; — u schwach in BV (Q),
b) supp w; C Q,
c¢) limsup; . Ea(w;, 1) < Ealu, 1),

d) Ju, ist enthalten in einer endlichen Vereinigung von Segmenten fiir jedes j €
N,

Beweis:

Zuerst miissen v und die Energie leicht abgeéndert werden. Man schreibt
die Energiedichtefunktion f(t) = 1 + ot und fiir £ > 0 und ¢ > 0 wird die
Approximation

Fo(t) := min { (252 + a27M%) Vi, f(t)}

eingefithrt. Es gilt 0 < fi, < f und fi = f auf [27%, +00). fi ist auBerdem
stetig, sub-additiv und monoton wachsend auf [0,4+00) und f;(0) = 0 mit
lim,_,q £ ’“() = +4o00. Die dazugehorige Energie fiir Funktionen v € P(Q) wird
durch ka v, Q) = s Je([v ])dH! definiert.

Abbildung 2.2: Graph von f und zwei Approximationen f, (rot) und f, (blau) mit
]i'l < ]{72. Siehe [2]
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2 Hauptteil

Fiir die Menge der Funktionen v € P(Q) mit v(Q) € 27%Z schreibt man
Pr(2). Fiir diese Funktionen erhilt man |[v*(xz) — v~ (x)| > 27F fiir H!-fast
jedes z € J,. Es gilt

Ep.(v) = Ef(v).
Fiir jedes feste £ > 0 definiert man die approximierte Funktion u; von u als

up = 27F 2%,

wobei [t| den ganzzahligen Wert des echten ¢ darstellt.
Nun gilt ux € Pe(Q) mit J,, C J, und [Ju — uglle < 27%. AuBlerdem, da
[(uff — ) — (ut —u™)| < 27F ist, folgt

| Duy, — Dul() < 27FH(J,,). (2.16)
Insbesondere ist u; — w streng in BV(Q) und
Er (ug) = Ep(ug) < Ep(u) + a2 "H (). (2.17)

Nun wird die Funktion u; approximiert. Seien £ > 0 und 2; fest gewahlt.
Man wendet ein Lemma auf die Funktion wuy|q, und die Energie &, (-, €2;) an
und erhélt eine Folge (w!

%) mit den folgenden Eigenschaften:

) w;(Qz) C ug(S%) C Q_kZ,Vj €N, da w;’ € Pk(Q)’
° wé- — wy, In L1<Qi) fiir j — +o0,

o lim &, (wh, Q)= lim E(w), Q) = Ef(ur, ),

J—r+oo Jj—+oo

° Jw;; ist enthalten in einer endlichen Vereinigung von Segmenten fiir jedes j €

N,

Joo, ITwh — Tug|dH' — 0, wobei T': BV(Q;) — L'(99;) den Spurope-

rator darstellt.

Jetzt wird w; global definiert durch
W; = Z w}lgi.
J
Aus den oberen Eigenschaften folgt w; —* u; und

lim £ (w}, Q) = Ep(up, ) (2.18)

sowie

|Dw; — Duy|(U;08;) — 0 fiir j — oo. (2.19)

Nun sind a), ..., €) bewiesen.
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2.4 Ergebnis der I'-Konvergenz

Zuriick zu den H!-rektifizierbaren Maflen o = U(M,,0,,&,), definiert man
die Folge
oj = —DwiL — .

v = U(M,,0.,,&,) sei wie oben mit M, C UJSY;. Insbesondere v = —Dut|(1,00:)-
Aus obigem Lemma folgert man:

Lemma 2.9 B
Es existiert eine Folge (0;) € Mg(£2) mit den Eigenschaften

- 0; — 0 beziiglich der schwach —* Konvergenz von Mafen,
- 05 =U(M,,,05,,¢&,) mit My, enthalten in einer endlichen Vereinigung von Segmenten,
- limsup;_, Ea(0,1) < Ea(o, 1).

Theorem 2.10
Fiir jedes (0,¢9) C M(Q,R?) x L'(Q) existiert eine Folge (0., ®.), sodass
o. —* o und ¢. — ¢ in der L'(Q)-Topologie und

lim sup 7. (02, ¢.) < Eal0, 9). (2.20)

k—4o00

Beweis:

Wenn &, (0, ¢) = 00 wire, ist die Ungleichung fiir alle Folgen erfiillt. Da in
der Definition 2.5 &, = 400 gesetzt wird, falls ¢ # 1 oder o # U(M, 0, &) gilt,
kann man nun annehmen, dass ¢ = 1 und o = U(M, 6, &) gelten. AuBerdem
folgt aus Lemma 2.9, dass es ausreicht, Mafle der Form

=1

zu betrachen, wobei M; ein Segment, §; € R, H!-fast iiberall konstant und
& die Richtung von M; ist. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man
annehmen, dass fiir jedes Paar von Segmenten M;, M; mit ¢ # j der Schnitt
M; N M; ein Punkt ist, der nicht zu dem relativen Inneren von M; und M;
gehort. Diesen Punkt nennt man Verzweigungspunkt. Zuerst zeigt man die
Ungleichung aus dem Theorem fiir ein o, das nur aus einem einzelnen Segment
zusammengesetzt ist. Auflerdem &dndert man die Richtung des Segments zu
e1, was den ersten Einheitsvektor in 2 Dimensionen darstellt, also e; = (1,0).
Dies soll spéter die Betrachtung des einzelnen Segments vereinfachen. Sei nun
o = 0ey - H(0.)x{0}-
Man fixiert folgende Werte:

Hae
e >0 1-—
a. = { g wenha b, :=¢cln ( 77) und r. = max{e, a.}.

€ wenn o = 0, €
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2 Hauptteil

Sei doo(x, S) die Distanzfunktion von x zu der Menge S C € relativ zu der
Unendlichnorm auf R? und Q,.(P) = {z € R? : d(z, P) < r} das Quadrat
zentral in P der Grofle 2r und mit den Seiten parallel zu den Achsen. Man

definiert die Mengen

R.:={z € R® 1 dy (z,[0,]] x {0}) < .},
I,. == R.UQ,.(0,0)UQ,.(1,0),
I, = {:U €R?:dy (v,1,.) < bs} )
IL.={r e R do (z,(L,. UL)) < €},
Iy, == Q\ (I, UL, UL,),

0
Zi::{x€R2:x1:i1,|x2|§7&}.

Bt - B Re

(k)]
0.l
Q0N

2
(0,0] { | (1,0) (0.0) ‘
Qr{0.0) STCVE Qr{0,0)
(3

Abbildung 2.3: Beispiel der Nachbarschaften des Segments [0, 1] x {0}. Links mit
re = €, rechts mit r. = a. > €. Der gestreifte Bereich ist jeweils

R.. Siche [2].

Abbildung 2.4: 1 und X. Siehe [2].

Konstruktion von o,
Man konstruiert o. als ein Vektorfeld mit Support auf [,.. Genauer wer-
den drei veschiedene Konstruktionen auf den Teilen R., @,.(0,0) und @Q,_(l,0)
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2.4 Ergebnis der I'-Konvergenz

durchgefiihrt und diese werden spéter zusammengefiigt. Sei r = r. /¢ und man
betrachte das Problem

{Au = +600,, x p auf Q,(0,0),

ou 40 +
o0 = WD) auf X*.

Sei u™ die Losung zu dem Problem, in dem fiir + jeweils + eingesetzt wird
und u~ analog mit — anstatt £. Dann setzt man
M auf Q,_(0,0),

Oe = 5 auf R., (2.22)
Vi (=W auf ), (1.0).

Durch diese Konstruktion erreicht man, dass V - 0. = 6(0(0,0) — 6(,0)) * p.
und . —* o gelten. Aulerdem existiert eine Konstante ¢(«, 6), sodass

c(a, 0) ::/ |05\2dx:/ |05|2dx :/ |Vu+(m)|2da: :/ \Vu_(x)|2dx.
Qr. (1,0) Qr:(0,0) Qr(0,0) Qr(0,0)
(2.23)

Konstruktion von ¢.

Die meisten Eigenschaften von ¢. werden bereits durch die Ungleichungen in
Theorem 2.4 und der Struktur von o, erfiillt. Auf I,. muss ¢. moglichst kleine
Werte annehmen, da o. dort konzentriert ist. Andererseits muss der optimale
Ubergang von diesem kleinen Wert zu 1 gefunden werden, weil ¢. auBerhalb
von I,. nahe bei 1 sein soll. Daraus lisst sich die gewohnliche Differentialglei-

chung

[ 1 1 — w,

we = 2(1—we), (2.24)
w:(0) =7

herleiten. Die Losung dieser Gleichung ist gegeben durch w. = 1 — (1 —

1) exp(=t). Dann setzt man

Ui wenn r € I,_,
We(doo (T, 1o, wenn z € [_,
bu(a) 1= § el Lo (225)
doo(z,Ip.) —e+1 wennz € I,
1 sonst.

Die Wahl im Bereich I, wird so getroffen, damit der Wert 1 nicht erst bei
+o00o erreicht wird. Also nimmt man die kleinen Kosten in Kauf, die benétigt
werden, um den Wert 1 durch den linearen Term auf I, zu erreichen.

Auswertung von F_(o., ¢.)
Da die Mengen [,_, I_, I.. und I, disjunkt sind, lasst dich die Energie in

fé‘(O-Ea Qse) - ‘F6<O-E7¢E;]ag) + fe(gm ¢€; ]b5> + ‘FE(067¢6;I()5) +F€(J€7¢€; ]dg)
(2.26)
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2 Hauptteil

aufteilen. Nun wertet man jede Komponente einzeln aus. Die letzte Kompo-
nente ist gleich 0, da o. auf I,;_ gleich 0 ist und ¢. konstant gleich 1.

Fiir die anderen Abschétzungen benutzt man die obigen Definitionen von o,
und ¢. auf den einzelnen Bereichen. Man teilt die Energie auf I, weiter auf:

F€(0-67 ¢67 ICLg) - ‘FE<O-€7¢€; RE) + f€(o-€7¢€; QT5<OJO)) + f5(0-57¢5; Q’I’g(l7 0))

Nun fiihrt 2.23 zu der Abschéitzung

2 _ 2
F5(057¢5;Q7‘5(070)) = fs<0'5>¢5;@7‘5(l70)) = g_gc(a’e) + <1 2877 >T?

und mit 2.22 und 2.25 folgt durch Einsetzen

(1—n)* (On)? 1
< = | 2a.1.
N 2 el < 85a§+25 ¢

7

2a,

1
f8(087¢67R8) = {_772

2e

Durch den Ubergang zum limsup erhélt man

lim sup F. (0., é¢; I,.) < 0al = 0aH'([0,1] x {0}), (2.27)
el0
da

1 1
2—52@5[ = 2—52(0a5)l = fal

gilt und der Rest mit n = ae gegen 0 geht.
Um die Abschétzungen auf I, und /.. zu finden, benutzt man die Coarea-

FormelP]
/Qg(x)Wu(wﬂdx = /:O (/u_l(t) g($)dHn_1(x)) dt.

Hierzu benotigt man, dass |Vdo(x,-)| = 1 fiir doo(2, I,.) und doo(z, Ip,) und
fiir fast jedes x € Q gilt und dass eine Konstante k = k(«, 0) exisitiert, sodass
die Levellinien {d(z,-) = t} eine H' Lénge haben, die durch 2 + kt begrenzt
wird. Dann erhélt man

Feloe, @i 1) =/I [% Voe|* + %} Vdoo(2, I, )| d
= /O N [% + g |w;(t)‘2] n ({doo (.’]ag) _ t}) dt

be

< @+ ko) |51 - w5<t>>2]0

_ (z _ %) (=2 = 2] 2% 1= 32((0,1)  {0})

SVergleiche [5]

30



2.4 Ergebnis der I'-Konvergenz

und

2
Fowsat) = [ [51val+ B0 1vaue e

Ce

::AEFl‘t+€‘”2+§]HW&%«J%UQJ:tDm

2e

< (21 + ke) [%+%L

2 .
= (2l + k5)52§ 0.

Durch Zusammenfassen der obigen Abschétzungen folgt

lirlgisoupfe(as,czﬁs)ﬁ(ﬂra@) ([0, x {0}).

Sei o wie in der Definition 2.21. Seien 0!, ¢! die obigen Funktionen fiir jedes
o; = 0;&;H |y, und setze

n
O = Zaéa (be = Inlln 925;
=1

Durch die lokale Konstruktion an den Endpunkten der Segmente und das o
fiir jedes € 1.1 erfiillt, gilt

N
V.o, = (N(Smo - 25%) *
j=1

Weiterhin gilt

<%@—/
1 12
g/—%m%

925 (2

Fiir € klein genug kann angenommen werden, dass die R’ paarweise disjunkt
sind, dann wird das Verhalten in den Quadraten untersucht. Seien M;,, ..., M;,, |
die Segmente, die sich in dem Verzweigungspunkt P treffen. Fiir j =41, ..., %,
wird mit (),;(P) die quadratische Nachbarschaft von P beziiglich dem Seg-

ment M; bezeichnet, die wie oben konstruiert wird. Durch die Definition ist

2 (1 — min; ngé)2
2e

) 1_¢i)2
dz + /EV;2+—( =
v ;Qz‘ % 2

‘ mln @) dz

%
Z%
i=1
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2 Hauptteil

¢e konstant und gleich n auf Ui @, (P), sodass folgt

Jj=i1
G2 o <~ [ 92
—=lo.|*dx = S|o|fdx +

/U’;”il Py 2€ jzl Rl 2€ U Q (P) %€

S O 12 7 12
< / —=lo.|*dx + mp— / |o?|*dx
]Zl 2 2e o,

Jj=t1

2

(RIUQ 4 (

1 e e
<> [ Pl e - 1) | S cat) | 2

Jj=t1

Die Konstante am Ende der Ungleichung bezeichnet man mit ¢(n, «, 6;, ..., 6,).
Wenn man diese Abschétzung nun auf jeden Verzweigungspunkt anwendet und
in die obige Abschétzung von F.(o., ¢.) einsetzt, erhdlt man

lim sup F. (o, ¢.) < limsup Z}"E(ai, ¢L) + ne(n, a,b;, ..., 0,)e
el0 el0 i—1

< 3201+ a0

= / (14 af)dH' = E,(0,1).
supp(o)

Hiermit haben wir das Theorem 2.10 bewiesen und damit I'—Konvergenz
von F. gegen &, gezeigt.

2.5 Numerische Ergebnisse

2.5.1 Gleichungen

Nun werden die numerischen Ergebnisseﬁ dargestellt, die auf der obigen Ap-
proximation beruhen. Als erstes muss man die Energieerhaltungsgleichung be-
handeln. Hierzu fiithrt man folgende Notationen ein:

N
fe = <N5x0 - Z(Saﬁj> * Pe,

=1
Jo [l0*o]*] dz wenn o € VL,
+00 sonst in L?(2,R?),

Ge(o,0) = {

+00 sonst in L'Q).

A(p) == {fg [§|V¢\2 + %} dr wenn ¢ € W,

SVergleiche [2].
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Dann gilt

min  G.(o,¢) = inf { sup / %|¢’2|0|2 +u(V-o— fg)dx} .
Q

o€L?(,R?) oc€L?(QR?) | yeH1(Q)

Nun wendet man das Von Neumann min-max-Theorem an und erhalt

min G. (0. 9) = zu:igf/g 2_18|¢|2\012 — (Vuo +uf.)dz

2
- min/ eVl + ufe.dz = —min GL(u, ¢).
Q u

v Jo 2[00
Mit der Relation o = 55—2“ fithrt dies zu dem Minimierungsproblem
eVu : :
0j = —5" mit u; := argmin G~ (u, ¢;),

¢j+1 = argmin Gs(o—ja ¢) + AE<¢)

Das alternative Minimierungsproblem wird durch eine Optimierung der Kom-
ponente A. beziiglich einer Anderung des Gebietes vervollstindigt. Fiir 7' :
) — ) einem glatten Plan definiert man

or = ¢poT(x) und A(T) == A(or).

Durch einen Tausch dieser Variablen erhalten wir

1— 2
A(T) = / = (VT o T~ HVo|” + a-¢) det (VI") dy
aQl2 2e
Genauer wird 7" in der Form z + V(z) gew#hlt und der Gradient wie folgt
ausgewertet:

@rr).w) = |

{5(V¢T§ VWVér) — E|V¢T|2V W= i(1 — ¢7)*V - W} dz.
9) 2 2

Dargestellt in H'(, Q) liefert der Gradient des Funktionals A. ausgewertet
auf T'(x) = x das elliptische Problem

/(vv, vam/ [g(w; VIWVe) — SIV[V - W — (1 — )2V - W] dz = 0.
Q Q 2 2¢e

2.5.2 Diskretisierung

Man definiert einen runden Wertebereich €2, der die Punkte aus S in einem
gleichméfligem Netz enthélt. AuBlerdem definiert man die Werte «, €;,,, €end, Niter
und einen Gauflschen Faltungskern p._, um f; zu definieren. Fiir die diskreten
Réaume werden fiir u, ¢ und das Vektorfeld V' stiickweise Polynome des Grades
1 gewahlt.
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Algorithm 1 I'Konvergenz

Input: S = (xq, ..., TN), Eins Eends Niter, @, index
function STEINER(xo, ..., TN, €in, Eend, Niter, @, p)
Set fo = (Nbyy — 2N | 8,,) % pe,., und ¢ = 1

for j =1, ..., Ny, do

€= (j;v]lvﬁ)@n - (ﬁ)gend
¢...L'-Projektion von ¢?_,

Setze u; der 1;/[inimierer von G_ (-, ¢j-1)
EjVU;

Setze 0; = —
Setze ¢; der Minimierer von Ge;(04,-) + Ac()
if j%10 == 0&j > index then
Lose (dA,(T), W) =0
Setze ¢; = ¢pj(x+T)
end if
Setze ¢; = max{n, ;}
end for
end function

return ¢y, ., 0N, -

2.6 SteinerProblemSolver

1ln = 200;
filename = 'TestResult ’;
3| epsilon_in = 0.2;

epsilon_end = 0.05;
s| alpha = 0.05;
maxlter = 1000;

71 tol = le—6;
visualize = true;

ol randomGrid = false;
example = zeros(n,n);

1M = [round(n/2) ,round(n/2)];
r = round (n/2)—round (n/6);

15|P1 = round (r*[sin (0),cos (0)])-M;
P2 = round(r=[sin (2xpi/3),cos(2xpi/3)])-M;
15| P3 = round(r*[sm(4*p1/3) cos (4xpi/3)])M;
example (P1(1) ,P1(2)) = (n—1)"2;
17| example (P2(1) ,P2(2)) = —0.5%(n—1)"2;
example (P3(1) ,P3(2)) = —0.5%(n—1)"2;
19
[phi,sigma] = SteinerProblemSolver ( example,filename ,epsilon_in ,

epsilon_end ,alpha , maxIter ,tol ,visualize ,randomGrid );

Quelltext 2.1: Example
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2.6 SteinerProblemSolver

In diesem Kapitel wird eine dhnliche Phasenfeldmethode dargestellt, die bereits
in Matlab implementiert wurde. Es folgt eine Erklarung der einzelnen Teilpro-
gramme und wichtigsten Definitionen sowie Vorgehensweisen. In dem obigen
Quelltext werden die Grundlegenden Parameter wie epsilon_in,epsilon_end und
alpha festgelegt. example stellt in Form einer 200 x 200 Matrix die Massewer-
te an jedem einzelnen Punkt dar, also die Startverteilung der Masse auf dem
gesamten Gebiet. Mit M wird der Mittelpunkt des Gebietes bezeichnet und
mit Hilfe der Trigonometrischen Funktionen werden die drei Punkte P1 bis P3
berechnet, welche im regelméafligen Abstinden auf einem Kreis mit Radius r
verteilt werden. Dann wird die Funktion SteinerProblemSolver aufgerufen.

function [phi,sigma] = SteinerProblemSolver ( example,filename ,
epsilon_in ,epsilon_end ,alpha , maxIter ,tol , visualize ,randomGrid )

n = size (example,1);
x = linspace (0,1,n);

i| [X,Y] = meshgrid(x,x);

nodes = [X(:) Y(:)];
XAux = X;
YAux = Y;

it ( randomGrid )

XAux(2:end—1,2:end—1) = X(2:end —1,2:end—1)+0.002%rand (n—2,n—2)

YAux(2:end —1,2:end—1) = Y(2:end —1,2:end—1)+0.002*xrand (n—2,n—2)

Y

end
elements = delaunay ( [XAux(:) ,YAux(:)] );
numElements = size (elements 1) ;

sl numNodes = n " 2;

initialize ( nodes,elements );

Quelltext 2.2: SteinerProblemSolver Teil 1

In den ersten Zeilen werden zwei Matrizen X und Y definiert, die spéter
die x- und y-Werte von dem Gitter enthalten sollen. Dieses Gitter stellt dann
das diskretisierte Gebiet dar und ist zuniichst gleichméBig. Uber den Boolean
Parameter randomGrid kann man entscheiden, ob ein zufélliges Gitter gewahlt
werden soll. Die x- und y-Werte werden zusétzlich in dem Knotenarray nodes
gespeichert. Dann wird eine Triangulierung des Gitters durchgefiihrt und man
erhélt das Konnektivitdtsarray elements. Jede Zeile von elements charakteri-
siert ein Dreieck in Form der Indizes der Eckpunkte und numElements ist die
Anzahl der Finiten Elemente. Nun wird die Funktion initialize aufgerufen.
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function initialize ( nodes,elements )

global BinvDQuad;

global BinvD;
global rows;
global cols;
global quadPoints;
global valCoeffs;

I = eye(2);
D=1[-1 —-1;1]";

;| BinvDQuad = cell (size (elements ,1) ,1);

BinvD = cell (size (elements,1) ,1);

s|rows = zeros (9xlength (elements) ,1);
cols = rows;
counter = 1;

quadPoints = [1 1]’/3;
valCoeffs = [I—quadPoints (1,:)—quadPoints (2,:);quadPoints(1,:);
quadPoints (2 ,:) ] 7;

sl for k = 1:size(elements 1)

nodelnds = elements(k, 1:3);

x = nodes(nodelnds, 1:2);

B= (D x x)’;

BinvDTmp = (D’/B) ’;

BinvDQuad{k} = BinvDTmp’*BinvDTmp;
BinvD{k} = BinvDTmp;

rows (counter: counter+8) = repmat (nodelnds (:) ,3,1);
¢ = repmat(nodelnds,3,1);
cols (counter:counter+8) = c(:);
counter = counter + 9;
end
end

Quelltext 2.3: initialize

In der for-Schleife werden fiir jedes Dreieck der Triangulierung die Indizes
der Eckpunkte entnommen. Dann werden mit Hilfe von nodes jeweils die Ko-
ordinaten der Eckpunkte berechnet und in den Spalten von x gespeichert......
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2.6 SteinerProblemSolver

feps = example;

SmoothKernel = exp(—(x—.5)."2/(2(epsilon_end/2)"2));
SmoothKernel = fftshift (SmoothKernel) / sum(SmoothKernel);

feps = real (ifft2 (fft2 (feps).* fft2 (SmoothKernel’ « SmoothKernel)));
feps = transform (feps ,nodes 1) ;

Quelltext 2.4: SteinerProblemSolver Teil 2

function B = transform (A, nodes, dir)

n = sqrt(size(nodes,1));
nodesPlot = round(nodes*(n—1)+1);

if ( dir = 0 )
B = zeros(n,n);
for i = 1:n"2
B(nodesPlot (i,1) ,nodesPlot(i,2)) = A(i);

end
B = reshape(B,n,n);
B = flip (B);
B =B’;
elseif ( dir =1 )

Ac = flip (A7) ;
B = zeros(n"2,1);
for i = 1:n"2
B(i) = Ac(nodesPlot(i,1) ,nodesPlot(i,2));
end
end

end

Quelltext 2.5: transform

Nun wird die Energieerhaltungsgleichung aus example entnommen und mit-
hilfe von smoothKernel geglittet. Dies entspricht wie in 2.4 der Glattung mit
dem Faltungsskern p.. Dann wird die Matrix feps in Finite Elemente transfor-
miert.

M = massStiffMatrix (nodes,elements) ;

Quelltext 2.6: SteinerProblemSolver Teil 3

Im Hauptprogramm SteinerProblemSolver wird als néchstes die Funktion
massStiffMatrix aufgerufen.
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2 Hauptteil

function [M,L] = massStiffMatrix (nodes,eclements)

| global rows;
global cols;
6 global BinvDQuad;

s n = length(nodes);
valsM = rows;
10 valsL = rows;

12 I eye(2);
D=[-1 —-1;I]’;

counter = 1;

16|  for k = 1l:size(elements,1)
nodelnds = elements(k, 1:3);
18 x = nodes(nodelnds, 1:2);
A= (D x x)7;

20 vol = abs(det(A)/2);

22 valsM (counter: counter+8) = [2,1,1;1,2,1;1,1,2] % (vol/12);
valsL (counter:counter+8) = vol«BinvDQuad{k};

24 counter = counter + 9;

end

M = sparse (rows, cols ,valsM ;n,n);
25| L = sparse(rows,cols ,valsL ;n,n);
end

Quelltext 2.7: massStiffMatrix

Hier werden die Massematrix und die Steifigkeitsmatrix der Finiten Elemen-
te Methode berechnet. An jedem Punkt der Triangulierung werden die Werte
der Masse- und der Steifigkeitsmatrix berechnet. Mit Hilfe der beiden Arrays
cols und rows, werden diese an den richtigen Stellen in den beiden Matrizen
M und L eingetragen.

1| [massCentersX , massCentersY|] = defineMassCenters(nodes,elements);

Quelltext 2.8: SteinerProblemSolver Teil 4

Dann folgt das Aufrufen der Funktion defineMassCenters.
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2.6 SteinerProblemSolver

function [MXMY] = defineMassCenters(nodes,elements)

sinumElements = size (elements 1) ;

MX = zeros (numElements,1) ;

5 MY = zeros (numElements, 1) ;

for k = l:numElements
index = elements(k,:) ;
Pl = nodes(index (1) ,:);
P2 = nodes(index(2) ,:);
P3 = nodes(lndex( IE
a = sqrt ((P1(1)-P2(1))"2+(P1(2)-P2(2))"2);
b = sqrt ((P2(1)-P3(1))"2+(P2(2)-P3(2))"2);
¢ = sqrt ((P1(1)-P3(1))"2+(P1(2)-P3(2))"2);
P = atbic;
MX(k)= 1/Px(axP3(1)+bxP1(1)+cxP2(1));
(k)= 1/Px(axP3(2)+bxP1(2)4+cxP2(2));
7| end
end

Quelltext 2.9: defineMassCenters

Man berechnet jeweils die Eckunkte P1 bis P3 eines Dreiecks. Dann werden
die Léangen der Seiten bestimmt und mit a,b und ¢ bezeichnet. Der Umfang
P des Dreiecks ist dann die Summe dieser Seitenldngen und damit werden
die x-Koordinate und die y-Koordinate des Inkreismittelpunktes des Dreiecks
berechnet. Diese dienen spéter als Baryzentren, an denen sigma bei der darge-
stellt wird.

b_aux = Mkones (numNodes, 1) ;

sigma = zeros (numElements,2) ;
phi = ones(numNodes, 1) ;
iter = 0;

Quelltext 2.10: SteinerProblemSolver Teil 5
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while ( iter < maxIter )

epsilon = epsilon_in —(epsilon_in—epsilon_end) /(maxIter—1)xiter
eta = alphaxepsilon;

disp ([ 'Iteration ’,num2str(iter),’ epsilon = ’,num2str(epsilon
)1)5

phiOld = phi;

sigmaOld = sigma;

APHI = matrixPHI ( nodes,elements ,sigma ,epsilon );
bPHI = 1/epsilonxb_aux;
phi = APHI\bPHI;

ATAMBDA = matrixLAMBDA ( nodes,elements , phi,eta,epsilon );
bLAMBDA = —Msxfeps ;
lambda = ALAMBDA\bLAMBDA;

sigma = setSigma (elements ,lambda, phi,eta,epsilon);

if ( visualize )
visualization (1,phi,sigma,massCentersX , massCentersY ,n);

end
save (filename , 'sigma’, ’phi’, ’lambda’, epsilon’, "alpha’,’'n’,’
nodes’,’elements’, 'massCentersX ’, "massCentersY ’) ;

error = max(abs(phiOld (:)—phi(:))) + max(abs(sigmaOld (:)—sigma
(:)));

if ( error < tol && iter < startlter )

iter = startlter;
elseif ( error < tol && iter > maxIter+startIter )
break ;
else
iter = iter + 1;
end
end
end

Quelltext 2.11: SteinerProblemSolver Teil 6

Nun folgt die eigentliche Berechnung. Die while-Schleife wird so oft durch-
laufen bis die geforderte Anzahl an Iterationen erreicht ist. Man berechnet das
epsilon zu dem jeweiligen Iterationsschritt und setzt wie in Paragraph 2.1 eta
= alpha*epsilon. Dann berechnet man in einzelnen Schritten phi, lambda und
sigma und visualisiert zum Ende jedes Iterationsschrittes phi und sigma.
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2.6 SteinerProblemSolver

function A = matrixPHI ( nodes,elements ,sigma,epsilon )

global BinvDQuad;
global rows;
global cols;

n = length (nodes);
valsS = zeros(4xlength (elements) ,1);

valsM = valsS;

1

eye(2);
(-1 —1L;1]7;

counter = 1;
for k = 1:size(elements,1)

nodelnds = elements(k, 1:3);

x = nodes(nodelnds, 1:2);

B= (D x x)’;

vol = abs(det(B)/2);

sigmaVals = sigma(k,:);

sigmaNrmSqr = sigmaVals (:,1)."24sigmaVals(:,2)."2;

valsS (counter:counter+8) = volxepsilon*BinvDQuad{k };

valsM (counter: counter+8) = [2,1,1;1,2,1;1,1,2] % (vol/12) x 1/
epsilon*(1+sigmaNrmSqr) ;

counter = counter + 9;

end

Al = sparse(rows,cols ,valsS ;n,n);

A2 = sparse(rows,cols ,valsM n,n);
A = Al4+A2;
end

Quelltext 2.12: matrixPHI

Bei der Berechnung von phi, wird auch eine for-Schleife ausgefiihrt. In jedem
Schritt werden wieder die Indizes von den Eckpunkten jeweils eines Dreiecks
ausgelesen und dann die Koordinaten der Eckpunkte in x gespeichert. Nun
wird jeweils eine Zeile von sigma ausgelesen und sigmaNrmSqr berechnet. Dann
werden die neuen Arrays valS und valsM berechnet, mit denen spéter diinn
besetzte Matrizen errechnet werden. Die Summe dieser beiden Matrizen ist
dann die neue Matrix PHI. Jetzt wird noch jeder einzelne Eintrag durch epsilon
geteilt und man erhélt phi.
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2 Hauptteil

function A = matrixLAMBDA ( nodes,elements ,phi,eta,epsilon )

global BinvDQuad;
global rows;
global cols;

n = length (nodes);
numElements = size (elements 1) ;
vals = zeros(4xlength (elements) ,1);

quadPoints = [1 1]’/3;
valCoeffs = [1—quadPoints (1,:)—quadPoints (2,:); quadPoints(1,:);
quadPoints (2 ,:) ] 7;

I = eye(2);
(-1 —1;1]7;

counter = 1;

for k = l:numElements
nodelnds = elements(k,1:3);
x = nodes(nodelnds ,1:2);
B=(D % x)’;
vol = abs(det(B)/2);
phiVals = valCoeffsxphi(nodelnds,:) ;
phiValsSqrEta = phiVals. 2 + eta.”2;
gammaEps = min(phiValsSqrEta) ;
vals (counter: counter+8) = volxepsilon /gammaEps*BinvDQuad{k };
counter = counter + 9;

end

A = sparse(rows,cols ,vals ,n,n);

end

Quelltext 2.13: matrixLAMBDA

In der for-Schleife werden zunéchst die gleichen Schritte durchgefiihrt, wie
in den anderen for-Schleifen. Danach wird fiir phiVals der Durchschnitt der
phi-Werte an den Eckpunkten jedes Dreiecks eingesetzt. Man berechnet phi-
ValsSqrEta und setzt gammakEps als das Minimum hiervon. Dann berechnet
man die Werte fiir das neue phi und schreibt sie in eine diinn besetzte Matrix.

42




10

16

V)

1C

2.6 SteinerProblemSolver

function sigma = setSigma(elements ,lambda,phi,eta,epsilon)

global BinvD;
global valCoeffs;

numElements = size (elements 1) ;
sigma = zeros (numElements,2) ;
for k = 1:size(elements,1)

nodelnds = elements(k,1:3);
lambdaGrad = BinvD{k} * lambda(nodelnds,:) ;

phiVals = valCoeffsxphi(nodelnds ,:) ;
phiValsSqrEta = phiVals."2+eta.”2;
gammaEps = min(phiValsSqrEta) ;

sigma (k,1) = epsilon*lambdaGrad (1 ,:)./gammaEps;
sigma(k,2) = epsilonxlambdaGrad(2,:)./gammaEps;

end

end

Quelltext 2.14: setSigma

Zuletzt wird in der while-Schleife von SteinerProblemExample sigma be-
stimmt. Hierzu berechnet man in einer for-Schleife fiir jedes Dreieck lamb-
daGrad und iibernimmt phiVals aus dem phi. Dann berechnet man phiValsS-
qrEta und gammaEps auf die gleiche Weise wie in matrixLAMBDA. Zuletzt
werden jeweils die Zeilen des Arrays von sigma gefiillt.

function visualization (numFigure,phi,sigma ,massCentersX,
massCentersY ,n)

figure (numFigure) ;

subplot (1,2,1);

imagesc (reshape (phi,n,n));

j| colorbar; axis image; caxis([0,1]);

subplot (1,2,2);

quiver (massCentersX ,massCentersY ,sigma (:,1) ,sigma(:,2));
axis image;

drawnow ;

end

Quelltext 2.15: SteinerProblemSolver Teil 7

Am Ende der Funktion SteinerProblemSolver werden phi und sigma geplot-
tet.
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2 Hauptteil

2.6.1 Eigene Simulation

Zuletzt habe ich noch eine eigene Simulation durchgefiihrt, hierbei habe ich
eine Quelle und drei Ziele betrachtet. Diese sind die Eckpunkte eines Quadrates
mit Seitenldnge 100 zentriert in dem gesamten Bereich. Die Auswertung folgt
in der Zusammenfassung.

1 0.6
50 06
100 0.5
200 0 0.2
100 200

02 04 06 08

Abbildung 2.5: Ergebnis der eigenen Simulation. Links ist die Anndherung an ¢
dargestellt und rechts die Approximation an das Vektorfeld o.
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2.6 SteinerProblemSolver

clear all; close all; clc;

n = 200;
filename = 'TestResult ’;
epsilon_in = 0.2;

epsilon_end = 0.05;
alpha = 0.05;
maxIter = 1000;

tol = le—6;

visualize = true;

randomGrid = false;

example = zeros(n,n);

P1 = [50 50];

P2 = [150 50];

P3 = [50 150];

P4 = [150 150];

example (P1(1) ,P1(2)) =
example (P2(1) ,P2(2)) = —(1/3
example (P3(1) ,P3(2)) = —
example (P4(1) ,P4(2)) = —(1/3
[phi,sigma] = SteinerProblemSolver ( example, filename ,epsilon_in ,

epsilon_end ,alpha , maxIter,tol ,visualize ,randomGrid );

Quelltext 2.16: Code zur eigenen Simulation
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3 Zusammenfassung

Insgesamt wurde eine Approximation gefunden um das in der Einleitung be-
schriebene Problem zu 16sen. Es wurde mit Hilfe einer lokalen Untersuchung
die I'-Konvergenz von F. gegen &, gezeigt. Dank der Equikoerzivitdat kann man
dann mit 1.6.3 folgern, dass die Minimierer o. der Energien F. auch wirklich
gegen den Minimierer o von &, konvergieren. Also kann man die exakte Losung
unseres Problems durch die . annéhern, wenn man ¢ gegen 0 gehen lésst.

Auf diese Weise wurde versucht das Problem numerisch zu 16sen. Man be-
trachtet in beliebig vielen Iterationsschritten kleiner werdende £ und berechnet
dann jeweils ein o aus dem o,;; des vorherigen Iterationsschritts. Fiir die nume-
rische Losung benutzt man die Finite Elemente Methode und teilt das Gebiet
Q auf viele Dreiecke €); auf. Dann berechnet man ¢, A und o. Man plottet o
an den berechneten Baryzentren und visualisiert ¢.

Das Programm Example.m lduft einwandfrei durch. Allerdings bleibt das
Problem, dass viele Matrizen diinn besetzt, also fast singuldr sind. Deshalb
benotigt der Durchlauf mit 1000 Iterationen bei mir immernoch knapp 25
Minuten.

Auch die Simulation mit einer Quelle und drei Zielen liefert das gewiinschte
Ergebnis, allerdings dauert die Berechnung fast eine Stunde. Um groéfiere Men-
gen von Punkten in der Ebene iiber den kiirzesten Graphen zu verkniipfen,
miisste man dann schon die Anzahl der Iterationen verkleinern, was aber zu
ungenaueren Ergebnissen fithren wiirde.
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