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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt Regression auf Mannigfaltigkeiten mittels
optimaler Steuerung. Dabei wird von einem linearen Regressionsmodell im
euklidischen Raum ausgegangen, welches auf eine Riemannsche Mannigfal-
tigkeit iibertragen wird. Es wird der Frage nachgegangen, wie eine mogliche
Verallgemeinerung der linearen Regression auf einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit aussehen kann. Ziel ist es, mittels eines Gradientenabstiegs das Op-
timum des Regressionsmodells zu ermitteln.

Im Verlauf der Arbeit wird zuerst ein Optimierungsproblem der optimalen
Steuerung aufgestellt. Durch eine Parametrisierung der Mannigfaltigkeit wird
es in den euklidischen Raum zuriickgefithrt, um Rechnungen wie gewohnt
im euklidischen Raum aufstellen zu kénnen. Dann werden, auf dem Opti-
mierungsproblem aufbauend, Optimalitdtsbedingungen erarbeitet. Schliefllich
wird mittels Gradientenabstieg das Minimum des Optimierungsproblems er-
reicht. Abschliefend wird der Gradientenabstieg des Regressionsmodells auf
einer zweidimensionalen Sphére mit der Software MATLARB realisiert.
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1. Einleitung

Auf einer gekriimmten zweidimensionalen Flache im dreidimensionalen reellen Raum
werden Messwerte zu verschiedenen Zeitpunkten betrachtet. Ziel ist es, eine Kurve auf-
zustellen, deren Funktionswert zu jedem Zeitpunkt der Messung einen minimalen Ab-
stand zum entsprechenden Messwert hat. Dieses Prinzip heifst Regression. Daraus ergibt
sich ein Optimierungsproblem, welches mittels optimaler Steuerung gelost werden kann.
Dieses Prinzip ldsst sich auch fiir eine Verallgemeinerung, welche einem gekriimmten n-
dimensionalen Raum entspricht, durchfithren. Damit beschéftigt sich diese Arbeit.

Die vorliegende Arbeit basiert auf einem Seminarvortrag aus dem Seminar ,Optimale
Steuerung", das im Sommersemester 2015 von Prof. Dr. Benedikt Wirth gehalten wurde.
Inhalt des Seminars war es, Optimalsteuerungsprobleme unter anderem mittels Gradien-
tenabstieg oder Newton-Methode zu 16sen. Zugrunde lag dabei die Lektiire "Optimization
with PDE Constraints” von M. Hinze, R. Pinnau, M. Ulbrich und S. Ulbrich [6].

Das Hauptziel dieser Arbeit ist, eine Regression auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
mittels eines Gradientenabstiegs zu optimieren.

Zunéchst werden grundlegende theoretische Begriffe eingefiihrt, die zum besseren Ver-
standnis der Arbeit beitragen. Die Begriffe beziehen sich hauptsachlich auf Themen der
Differentialgeometrie und der optimalen Steuerung. Danach wird die Frage erlautert, wie
eine Verallgemeinerung des linearen Regressionsmodells auf einer Mannigfaltigkeit ausse-
hen kann. Dabei wird von einer linearen Regression im euklidischen Raum ausgegangen,
welche dann auf eine Riemannsche Mannigfaltigkeit {ibertragen wird.

Die Verwirklichung des Hauptziels gliedert sich in drei grofte Kapitel. Ein Optimierungs-
problem besteht aus einer Zielfunktion und einem System von Nebenbedingungen. Die im
betrachteten Regressionsmodell auftretende Nebenbedingung ist, dass die Regressions-
kurve eine Geodétische ist. Diese Bedingung wird im ersten Teil zu einer gewohnlichen
Differentialgleichung umgeformt. Darauf aufbauend wird im néchsten Teil das zu optimie-
rende Problem aufgestellt. Zusétzlich werden die zugehérigen Optimalitdtsbedingungen
ermittelt. Diese stellen die Grundlage des Gradientenabstiegs dar.

Im Verlauf der Arbeit werden die einzelnen Schritte, parallel zu der allgemeinen Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit, am Beispiel der Sphére erldutert. Zum Schluss wird der
Gradientenabstieg allgemein aufgestellt und fiir die Sphére mittels der Software MAT-
LAB realisiert.
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2. Einfiihrung in den theoretischen Hintergrund

Diese Kapitel fiihrt in den theoretischen Hintergrund der vorliegenden Arbeit ein. Dabei
wird zuerst auf die theoretischen Grundlagen aus der Differentialgeometrie und der op-
timalen Steuerung eingegangen. Danach wird eine Motivation fiir das Thema der Arbeit
gegeben. Sie beschéaftigt sich mit der Frage, wie eine Regression auf einer Mannigfaltigkeit
aussieht.

2.1. Theoretische Grundlagen

Um diese Arbeit gut verstehen zu kénnen, bendtigen wir Wissen aus der Differentialgeo-
metrie, also sowohl iiber Riemannsche Mannigfaltigkeiten und Metriken als auch {iber
Tangentialrdume und Geodéten.

Wir wiederholen kurz vier grundlegende Begriffe, auf die wir spater aufbauen:

1. Sei M eine Menge. Ein System von Teilmengen 7 C P(M ), wobei P(M) die Potenz-
menge von M bezeichnet, heitt Topologie, falls die folgenden drei Eigenschaften
erfiillt sind:

(i) O,M e T.
(ii) Falls {Ui}iel €T, so U U, eT.
i€l
(iii) Falls Uy,Uy € T, dann auch Uy NU3 € T.

2. Sei M eine Menge und T eine Topologie auf M. Eine Teilmenge U C M nennen wir
offen, falls U € 7. Dazu ergénzend heifst eine Teilmenge A C M abgeschlossen,
wenn ihr Komplement ein Element der Topologie ist, also M \ A € T.

3. Seien U,V offene Teilmengen des R™. Falls die Abbildung f : U — V bijektiv ist
und sowohl f als auch f~! stetig sind, so ist f ein Hom&omorphismus ([8], S.17).

4. Sei f ein Hombomorphismus. Gilt zusétzlich, dass f und f~! differenzierbar sind,
dann heifst f Diffeomorphismus ([8], S.17).

Wir werden eine Regression auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit durchfiihren. Um
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ihre Metrik definieren zu kénnen, miissen noch
weitere Begriffe beschrieben werden. Dazu bendtigen wir unter anderem eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit, die wiederum eine topologische Mannigfaltigkeit voraussetzt.
Dieser thematische Abschnitt stiitzt hauptséichlich auf die Aussagen des Buches "Klassi-
sche Differentialgeometrie” von Wilhelm Klingenberg ([8], S. 83, 119-121).

Sei M eine Menge. FEine Karte ist ein Homéomorphismus « : U — V. Dabei ist U eine
offene und nichtleere Teilmenge von M und V' C R” offen und zusammenhéngend, wobei
n fest gewahlt sei. Ein Atlas ist eine Familie von Karten x,, : U, — V, fiir a € A, wobei
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U U, = M gilt. Dabei bezeichnet A eine Indexmenge. In anderen Worten heifst dies,
acA
dass die Familie (U, )aeca ganz M iiberdeckt.

Nun definieren wir eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit als eine Menge
M, fiir die die folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:

1. M ist Hausdorff. Dies bedeutet, dass fiir alle p,q € M mit p # ¢ offene Teilmengen
peU C M und q € V C M existieren, sodass U NV # () gilt.

2. Die Topologie von M hat eine abzihlbare Basis. Wenn also T diese Topologie
ist, dann existiert eine abzéhlbare Teilmenge B C T, sodass es fiir jedes U € T
B; e B, iclgibtmit |JB;=U.

el
3. Es gibt eine Familie (24, Uqy)aca von Karten von M.

Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit fiir die gilt: Zwei differenzierbare Atlanten sind
genau dann dquivalent, wenn ihre Vereinigung wieder ein differenzierbarer Atlas ist. Wir
sprechen von einem differenzierbaren Atlas, falls fiir alle («, ) € A x A der Homomor-
phismus g o 23" : 24(Uq N Ug) — x53(Us N Upg) ein Diffeomorphismus ist. Ist fiir M die
Eigentschaft beziiglich der Aquivalenz erfiillt, so sprechen wir von einer differenzierba-
ren Mannigfaltigkeit.

Fiir den Begriff der Riemannschen Mannigfaltigkeit fehlt uns nur noch die Definition der
Riemannschen Metrik. Diese baut wiederum auf dem Wissen iiber einen Tangentialraum
auf.

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und p € M. Fiir eine offene
Umgebung U C M von p sei z : U — R" eine beliebige Karte. Weiter sei fiir ¢ > 0 v :
(—€,€) — M mit y(0) = p eine differenzierbare Kurve in M. Somit ist auch (z o7) :
(—€,€) — R™ eine differenzierbare Kurve. Demnach existiert die Ableitung (z o «)’(0).
Zwei Kurven o, : (—e,e) — M mit «(0) = B(0) = p heifen genau dann tangential
dquivalent, wenn fiir eine Karte (x,U) um p gilt: (zoa)'(0) = (x0£)’(0). Diese Bedingung
gilt unabhéngig von der Wahl der Karte. Solche Kurven, die tangential dquivalent sind,
bilden eine Aquivalenzklasse. Diese wird Tangentialvektor von M in p genannt. Zu jedem
Punkt p € M gibt es einen n-dimensionalen Vektorraum der Tangentialvektoren in p.
Ihn bezeichnen wir als Tangentialraum T,M ([7], S.29).

Fiir eine Karte z : U — R" ist der Tangentialraum T, (,)R" Représentant von T),M be-
ziiglich dieser Karte.

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und 7, M der zugehoérige Tangentialraum im
Punkt p. Zudem sei g = {g,}pen eine Familie von positiv definit symmetrischen Biline-
arformen, welche wie folgt definiert sind: g, : TyM x T, M — R mit g,(v, w) = (v|w), fiir
v,w e T,M. (.].) stellt das Skalarprodukt dar. Wenn z : U C M — V C R” eine Karte

von M ist, dann ist 8%17 . % die kanonische Basis von T, M und dz1, ..., dz, die duale
n
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Basis des Kotangentialraumes T; M. Die oben genannte Bilinearform habe die Eigen-
schaft, dass gp(a%i, %) =: gij : V — R differenzierbar ist. Somit gilt gp(%\v, %m =
gij(v) = gmq(v)(%]mfl(v), %\fl(v)) fiir ein beliebiges, aber festes v € V. Solch eine
Bilinearform ¢ heift Riemannsche Metrik (|7], S. 58-61, 214).

Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
M mit einer Riemannschen Metrik g.

Nun werden wir uns mit der Theorie iiber eine kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punk-
ten in einem gekriimmten Raum, das heifst auf einer Mannigfaltigkeit, auseinandersetzen.
In einem euklidischen Raum ist dies eine Gerade. Eine detaillierte Ausfithrung dazu fin-
det sich beispielsweise in "Elementare Differentialgeometrie” von Christian Béar ([1], S.
47, 170-172, 190-192, 197).

Dazu betrachten wir weiterhin eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit M C
R™. Ist ¢ : I — M eine Kurve, deren Tangentenvektorfeld ¢(t) parallel ist, also

Veé(0)
dt

gilt, so nennen wir sie Geodétische. Sie stellt die lokal kiirzeste Verbindung zwischen
zwei Punkten dar.

Sei f: R™ — M eine Parametrisierung von M. Dann ist die Kurve u := (ftoec): I —
R™ ebenfalls eine Geodatische. Demnach ist fiir jede Komponente uj die geodatische
Differentialgleichung erfiillt:

=0

iig(t) + Y TE(ult) - i(t) - 1j(t) = 0 fir k =1,...,n.
i,j=1

Dabei bezeichnen Ffj die Christoffel-Symbole. Wenn wir fiir die zu M gehorige Rie-

mannsche Metrik g die Matrix (gi;)i j=1,..» und ihre Inverse (g% )i,j=1,...n betrachten,
dann gilt fiir die Christoffel-Symbole die Formel:

1 — 0g; OGim 09i;
rk — = Jm 2RI ) g™ fiir g, g k=1, ..., n.
1) 2 mzl < 8Uz + auj aum g ur e, 7, ’ y

Wir betrachten eine Geodétische ¢ : I — M mit Startpunkt ¢(0) = p € M und
Startgeschwindigkeit ¢(0) = v € T,M. Die zugehdrige Abbildung exp, : D, — M
mit exp,(tv) = c(t) heikt Exponentialabbildung. Dabei ist D, eine beziiglich Null
sternformige Teilmenge von T,,M. Diese Eigenschaft von D, bedeutet, dass fiir jeden
Tangentialvektor aus D, die ganze Geodatische zwischen dem Tangentialvektor und Null
ganz in D, enthalten ist.

Der folgende Abschnitt orientiert sich an dem Buch "Optimization with PDE Constraints”
von M. Hinze et al ([6], S. 50, 57-87). Wir widmen uns Themengebieten der optimalen
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Steuerung. Diese bendtigen wir, um ein Regressionsproblem zu optimieren.

Zunéchst fithren wir zwei Differentialbegriffe ein. Sei F': U — Y eine Abbildung, wobei
U eine nichtleere offene Teilmenge von X ist und sowohl X als auch Y Banachraume
sind. Dann bezeichne Dp F'(x) die Richtungsableitung von F' in Richtung A im Punkt

€ U, falls dF(z,h) = lim TEHD=LD € ¥ fiir alle h € X existiert. Falls zusitzlich
t—0

DpF(xz): X =Y, h+— dF(z,h) beschriankt und linear ist, so heift F' Gateaux diffe-
renzierbar in z. Das Gateaux-Differential wird auch oft mit §, F'(x) gekennzeichnet.

F wird Fréchet differenzierbar genannt, falls F' Gateaux differenzierbar ist und fol-
gende Bedingung erfiillt ist: || F'(z 4+ h) — F(z) — DpF(z)h|ly = o(||h||x) fir ||h||x — 0.

Seien Y, U, Z Banachrdume und W,y C W := Y x U eine nichtleere, abgeschlossene
Teilmenge. W,4 beinhaltet alle zulassigen Tupel aus Y x U. Weiter seien y € Y ein Zu-
stand und u € U eine Kontrolle. Dann beschreiben J : Y x U — R eine Zielfunktion,
e:Y xU — Z einen Operator und U 3 u + y(u) € Y einen Losungsoperator. Schlieflich
sieht ein Optimierungsproblem wie folgt aus:
(y,uI)rgng J(y’ U) (1)
unter der Nebenbedingung e(y,u) =0, (y,u) € Wyq.

Wir nehmen an, dass sowohl die Zielfunktion J, als auch der Operator e stetig
Fréchet differenzierbar sind. Es existiere zu jedem w € U genau eine Losung
y(u) € Y, sodass die Zustandsgleichung e(y,u) = 0 erfiillt ist. Zudem sei
ey(y(u),u) € L(Y, Z) stetig invertierbar.

Per Definition hange das reduzierte Zielfunktional nur noch von der Kontrolle v ab. Wir
bezeichnen es mit J(u) := J(y(u),u). So erhalten wir unter den genannten Annahmen
(2) das reduzierte Optimierungsproblem:

mi{} J(u) unter der Nebenbedingung, dass u € Upg.
ue

Dabei enthélt U,q C U, als eine nichtleere und abgeschlossene Teilmenge, alle zuldssigen
Elemente aus U.

Seien die Annahmen (2) erfiillt. Zudem sei (7, u) optimale Losung des Optimierungspro-
blems (1). Dann existiert ein adjungierter Zustand p € Z*, sodass folgende drei Opti-
malitiatsbedingungen erfiillt sind:

e(y,u)
ey(y,u)" p=—Jy(y,u) (Adjungierte Gleichung)
u € Ugg, (Ju(y,0) + eu(y,0)" p,u—w)y«py > 0Vu € Uyg (Adj. Gradientendarstellung)

0 (Zustandsgleichung)

Diese Optimalitatsbedingungen werden auch Karush-Kuhn-Tucker (KKT) -Bedingungen
genannt.
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2.2. Wie sieht Regression auf einer Mannigfaltigkeit aus?

Wir behandeln in dieser Arbeit die Regression auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit.
Um uns dies besser vorstellen zu kénnen, brechen wir das Ganze zunéchst auf eine lineare
Regression im euklidischen Raum herunter. Bei diesem Vorgehen folgen wir der Darstel-
lung aus "Discrete geodesic regression in shape space” von B. Berkels et al (]3], S. 2-4).

Wir betrachten die lineare Regression in einem n-dimensionalen euklidischen Raum. Ge-
geben seien K Zeitpunkte t1,...,tx € [0,1]. Zu jedem Zeitpunkt ¢; gibt es verschiedene
Messwerte yi, e yﬁv € R™. Wir wollen nun eine die Messwerte ausgleichende Kurve durch
die Punktewolken legen. Gesucht ist eine lineare Kurve y : [0,1] — R", die jedem Zeit-
punkt ¢; einen Funktionswert y(¢;) zuordnet. y(¢;) soll eine moglichst kleine quadratische
Abweichung zu den jeweiligen Messwerten yll, e yﬁv haben. Wir sprechen auch von der
Methode der kleinsten Quadrate. Das Ziel ist also, eine Gerade der Form y(t) = at + ¢
zu finden, sodass Z;il Zfil |yt — y(t)||3 minimal wird. Wir minimieren iiber die Ko-
effizienten o und c¢. Dabei bezeichnen a € R" einen Richtungsvektor und ¢ € R™ den
Ordinatenabschnitt, wenn wir ein Koordinatensystem mit der Zeit ¢ auf der Abuzisse und
der Funktion y auf der Ordinate betrachten. Die Abbildungen 1 und 2 illustrieren die
lineare Regression am Beispiel der Ebene und des dreidimensionalen Raums.

A t
Abbildung 1: lineare Regression in der Abbildung 2: Regression im 3D-Raum
Ebene (K=7, N=1) (K=13, N=1), Legende:

hellblau: hinter Kurve,
mittelblau: ganz nah bei
Kurve, dunkelblau: vor
Kurve

Eine Gerade im euklidischen Raum ist eindeutig festgelegt durch einen Punkt und einen
Richtungsvektor. Analog dazu gilt fiir eine Geodéte auf einer Mannigfaltigkeit, dass sie
eindeutig bestimmt ist durch ihren Startpunkt und ihre Startgeschwindigkeit. Mithilfe
dieser Analogie {ibertragen wir nun das lineare Regressionsmodell im euklidischen Raum
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auf eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Sei M C R™ eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : R® — M ihre
Parametrisierung. Mittels der Parametrisierung kénnen wir die zu den Messwerten zu-
gehdrigen Eingabepunkte angeben. Die Eingabepunkte {¢(y})}i=1,. v zu dem Zeitpunkt
t; liegen auf der Mannigfaltigkeit M. Des Weiteren wird der Ordinatenabschnitt ¢ zum
Startpunkt ¢ und der Richtungsvektor a zur Startgeschwindigkeit ©. Somit entspricht die
Gerade y(t) = at + ¢ der Geodite ¢ : [0,1] — M, c(t) = exp;(t0). Die Geodite hat die
Form einer Exponentialabbildung. Wir iibertragen die Distanz zwischen den Messwerten
und dem Funktionswert von der euklidischen Distanz ||y} — y(#)||2 auf die Riemannsche
Distanz dist(é(y!), c(t;)). Schlieflich erhalten wir das Optimierungsproblem in folgender
Form: Minimiere Z{il Zfil dist?(¢(y!), c(t;)) iiber § und % unter der Nebenbedingung,
dass ¢ eine Geodéte ist.
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3. Geodatische Differentialgleichung

Wir haben ein Optimierungsproblem der optimalen Steuerung gegeben, welches eine Ver-
allgemeinerung eines linearen Regressionsmodells auf einer Riemannschen Mannigfaltig-
keit darstellt. Unser Ziel ist es, die entsprechenden Optimalitdtsbedingungen aufzustellen.

Allgemein sieht ein Optimalsteuerungsproblem wie folgt aus: Es ist eine Zielfunktion J
gegeben, die von einem Zustand y und einer Kontrolle v abhéangt. Weiter gibt es einen
Operator e, wieder abhéngig von y und u. Dieser in der Form e(y,u) = 0 stellt eine
Nebenbedingung dar. Wir wollen die Zielfunktion iiber dem Zustand und der Kontrolle
so minimieren, dass die gegebene Nebenbedingung erfiillt ist.

Um das Optimierungsproblem aufstellen zu kénnen, brauchen wir sowohl die Zielfunk-
tion als auch die entsprechende Nebenbedingung. Die Form der Zielfunktion haben wir
schon in Kapitel 2.2 aufgestellt. Nun miissen wir noch die Nebenbedingung in Form einer
gewohnlichen Differentialgleichung herleiten. Damit beschéftigt sich dieses Kapitel.

3.1. Geodaitische Differentialgleichung fiir eine allgemeine Riemannsche
Mannigfaltigkeit

Gegeben sei eine n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit M und die zugehérige
riemannsche Metrik g. Um die gew6hnliche Differentialgleichung aufstellen zu kénnen,
gehen wir in vier Schritten vor:

1. Parametrisiere M: Es gibt eine Funktion ¢ : R — M C R™, (y1,....,yn) =: y —
#(y), die ein Homo6morphismus ist. Solch eine Funktion wird auch eine Karte von M
genannt. Demnach ist ¢ unsere gesuchte Parametrisierung von M.

ml’\.

Abbildung 3: Parametrisierung einer Mannigfaltigkeit

2. Metrik g auf R™: Die Riemannsche Metrik g ist genauer gesagt eine Riemannsche
Metrik auf dem Tangentialraum Ty, M. Wir wissen, dass die Metrik auf Ty, M die
euklidische Metrik ist, also gg(,)(v,w) = (v|w). Dies kénnen wir auch in einer Form



3.1. fiir eine allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeit

mit Tensorprodukt schreiben: G,y = 321" 9i5(y)-dyi®dy; ([2], S. 35 f.). Nun suchen
wir eine riemannsche Metrik g auf R", die zu der Metrik g auf Tj )M passt.

88—y1| B(y)s e ;E| #(y) bezeichne die Basis des Tangentialraums Ty,,) M induziert durch

die Karte ¢ und dy1e(y), ---» dYnle(y) die duale Basis des Kotangentialraums (T, M)* =
¢(y)M Es gilt g;; = g(ayz, aay]) = <68y1 6‘87]> gi; sei ein Eintrag der Matrix (g;;)q; fiir

1,7 = 1,...,n. Dann kénnen wir wie folgt die Metrik g auf R™ aufstellen:

gy(v,w) = Zgzy (dyils(y) ® dyilp(y)) (v, w) Zgw AYil o) (V) * AYil o) (W)

7] 1 ,_] 1
- ()
= > g vi-wj = v+ (gig)ij - w = (Dl v | Dol - w)
ij=1

Herleitung von (*):

n
gz] ij ~ W = § Gij Vi - W5 = §

09(y) ‘ ooy),
ij=1 zj=1< Ay Dy, )i
99(y)
= ]Zl 3yz (2 By, wj> = <D¢’y v ’ D¢’y S w)

Somit gilt fiir die gesuchte Metrik:
9y(v,w) = Go(y) (Dly - v | Dl - w) = (Dl - v | Dl - w).

3. Christoffel Symbole auf M: Die Christoffel Symbole Ffj auf M sind wie folgt defi-

niert: I‘fj =iy gmk(ﬁglm i 8ggm _ gz: ). Dabei sei (g%);; die Inverse der vorher
aufgefithrten Matrix (gi;); fur i, ] = 1,...,n. Es ist zu beachten, dass I';; = I'j; fiir

alle i, =1, ...,n gilt.

4. Geodétische Differentialgleichung: Wir kennen nun schon die Parametrisierung ¢ von
M und die Riemannsche Metrik g auf R™. Weiter benétigen wir die Umkehrabbildung
der Parametrisierung ¢! : M — R™. Sei c: I — M C R™ mit t > (c1(t), ..., cm(t))
eine Geodiite. Dann ist u := (¢ L oc) : I — R™ mit t = (uy(t),...,u,(t)) ebenfalls
eine Geodéate. Schliefslich konnen wir die lokale Darstellung der geodétischen Diffe-
rentialgleichung aufstellen: i (t) + >, Ffj(ul(t),...,un(t)) - Ui(t) - u;(t) = 0 fur
k=1,...,n

Da eine Geodéte durch ihren Startpunkt und ihre Startgeschwindigkeit eindeutig fest-
gelegt ist, kennen wir die Anfangsbedingungen ¢(0) = p und ¢(0) = v der Geodéte
c. Die entsprechenden Anfangsbedingungen fiir v definieren wir somit folgendermafien:

u(0) = ¢7H(c(0)) = ¢ (p) und @(0) = (Dglg-1()) " (v) = D(¢7"[p)(v).



3. Geodaitische Differentialgleichung

Zusammengefasst stellt nun die gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

0= uk(t) + Z F?j(ul(t)v 7un(t)) : ul(t) : uj(t)

=1 k=1,...,n

mit den Anfangsbedingungen u(0) = ¢~(p),
W(0) = D(¢™"[p)(v)
die Nebenbedingung des Optimierungsproblems dar.

3.2. Geodatische Differentialgleichung am Beispiel der Sphire

Zuvor haben wir die geodétische Differentialgleichung fiir eine allgemeine Riemannsche
Mannigfaltigkeit aufgestellt. Jetzt wollen wir sie am Beispiel der S?-Sphére veranschau-
lichen. Die S2-Sphire ist die Oberfliche der Einheitskugel, definiert als S? := {z €
R3| ||| = 1}. Vereinfacht kdnnen wir sie uns auch als Oberfliche der Weltkugel vorstel-
len.

1. Parametrisiere S?: Eine Kurve auf einer gekriimmten Fliche verhilt sich anders als
eine in einem zweidimensionalen euklidischen Raum. In letzterem kénnen wir leich-
ter rechnen. Deswegen wollen wir ein Flachenstiick der Kugel in der euklidischen
Ebene darstellen. Dies machen wir mithilfe von Karten. In diesem Zusammenhang
ist eine Karte eine Abbildung und nicht, wie angenommen werden koénnte, das
Bild der Abbildung, welches im allgemeinsprachlichen Gebrauch als Landkarte ver-
standen wird. Sie beschreibt wie die Kugel lokal auf den R? abgebildet wird. Die
Umkehrabbildung der Karte ist ebenfalls eine Karte, welche unsere Parametrisie-
rung der S2-Sphire darstellt.

Abbildung 4: Parametrisierung der Sphére

Wir betrachten die sphérischen Koordinaten y; = 7-cos ¢-cosf, ya = r-cos ¢-sin 6,
ys = 1 -sin. Dabei beschreibt ¢ den Winkel zur y; — y2-Ebene und 6 den Winkel

10



3.2. am Beispiel der Sphére

in der y; — yo-Ebene. Die y; — yo-Ebene kénnen wir uns auch als Aquatorebene
am Beispiel der Weltkugel vorstellen. Da wir von einer Einheitskugel ausgehen, gilt
fiir den Radius r = 1. Die Abbildung 4 veranschaulicht diese Darstellung. Darauf
aufbauend stellen wir die Parametrisierung f der S2-Sphire auf:

Fn Ty K (0,2m) 5 S CR, f(p,0) =

cos - cos
cos g - sin 6
sin ¢

Da f ein Homdomorphismus ist, existiert eine Umkehrabbildung f~!, die ebenfalls
ein Hom6omorphismus ist. Fiir die Umkehrabbildung wird

cos ¢ - cos Y1
f,0) = | cosp-sinf | =: | y2
sin ¢ Y3

nach ¢ und 6 umgeformt.

sinp =y3 & @ = arcsinys
Yo  COsp-sind

= ——— =tan¥
Y1  cosy - cosf

Fkt stellt die Umformung nach 6 dar.

(

Y1

arctan (2 ) + 7, falls y; > 0,

arctan ( 2 ) + 27, falls y; < 0,y2 > 0,

y1

FktO(y1,y2) = { arctan z—f , falls y1 < 0,12 <0,
3% ’ falls y1 = 0, Yo > 0’

5 , falls y1 = 0,92 < 0,

T , falls y1 = 0,92 = 0.

Wir erhalten

n
™ T
f71:S2_>(_§7§)X (0727T)7 Y2 — (
Y3

2. Metrik g auf R?: Sei g(,.0) : T(p0)S* X T(,0)S* — R die Riemannsche Metrik auf

arcsin y3 )

Fk‘tg(yl, yg)

R?. Fiir sie gilt g;; := 9l(,0)(bis bj) = (bi|bj), wobei b1, ..., b, Basis von T(%g)S2 ist.

T(%Q)SZ hat genau zwei Basisvektoren, ndmlich %f;e)
— sin p cos 6
of(p.0) _ (7 0f(¢.0) _
————= = | —sinpsinf | und ————~ =
Oy 00
cos

fiir 4 = 1, 2. Diese sind

—cos psin 6
cos ¢ cos 0
0

11



3. Geodaitische Differentialgleichung

dp dp
= sin? ¢ (cos? @ + sin? 6) + cos? ¢ = sin® p + cos? p = 1.
—_——

g11 = ( ) = sin? p cos® § + sin? p sin? 0 4 cos® ¢

=1

Analog zu g11 erhalten wir die anderen Matrixeintrage der Metrik

92 =59 a0
0 0
d12 = g21 = <8fgp9, )Pfg;;, )

) = cos? ¢,

) = 0.

Wenn fiir die Matrixeintréige g;; = (8f Wg) |=5 o (e, 9)> gilt, dann sieht die gesamte Ma-
trix, also die Riemannsche Metrik, so aus: g|(, g)(v, w) = (D f|(,,0) (V)| D fl (4,0 (w)),

wobei
v —sinp - cosf - vy —cosy-sinf - vy
Dfl(p0)(v) = (78]‘&;,9) 8f(8‘§79)> : <v;> = | —sing-sinf- vy —cosp-cosf-vy | ,
cos ¢ - U1

(Dflio0) () | Dfl(p0)(w)) =v1 - w1+ cos® - vy - wa = v+ (gij)ij=1,2 - W

Schlieflich erhalten wir die Riemannsche Metrik g, ¢) auf R?, die dquivalent zu
der Metrik g, ) auf der S2-Sphire ist:

3l .0 (v, w) = (v | w)
9l (W, w) = (Dflpo) v | Dfl(po) - w) =0 (gij)ij=1,2 w

Der analytische Zusammenhang zwischen den beiden Metriken zeigt sich in der
Gleichung

Il (W, w) = Gl 0 (DSl (o) v | Dflpp) - w).
3. Christoffel Symbole auf S2:

1 0

0 cos? 90> ist, wie zuvor berechnet, die Matrix der Metrik.

(gij)i,j:1,2 = <

i 1 0
Die Inverse dazu lautet (¢g"); j=12 = <0 1 ) ]

cos? p

Wenn wir die partiellen Ableitungen der Matrixeintrage bilden, erhalten wir

0922
e

= —2cosy - sinp.

Die restlichen partiellen Ableitungen sind Null. Die partiellen Ableitungen brauchen
wir, um die Christoffel-Symbole zu berechnen. Wir erinnern uns an die Definition
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3.3. Losung der Differentialgleichung fiir die Sphére

der Christoffel-Symbole:

n

1 9gi Ogim  0Gij\ e . .
Ik == gmR (g 2 2T iy g, gk =1, 2
Y2 mzzl ( dy; Oy Gym)
und erhalten
i, = i d I3 =T%=-
29 = COS - sln @ un 51 =17y = —tangp.

Die tibrigen Christoffel-Symbole sind jeweils Null.

4. Geoditische Differentialgleichung: Bisher haben wir fiir die S?-Sphire die Parametri-
sierung, die Metriken und die zugehorigen Christoffel Symbole aufgestellt. Mithilfe
dieser drei Komponenten kénnen wir nun die lokale Darstellung der geodétischen
Differentialgleichung aufschreiben. Sie hat die Form iy () +Zij:1 Ffj(ul (t),us(t))-
0;(t) - u;(t) = 0 fiir k = 1,2. Dabei definieren wir u als die Verkniipfung der Para-
metrisierung mit der gesuchten Geodite, also u := (f~toc) : I — (=%, %) x (0, 2).
Angewendet auf die S?-Sphére gilt:

0 = i1 (t) + cosui (t) - sinuy (t) - (ta(t))?
0= ﬂz(t) — 2tanu1(t) . ﬂl(t) . ’llz(t).

Die gesuchte Geodite c¢ ist eindeutig festgelegt durch ihren Startpunkt ¢(0) = p und
ihre Startgeschwindigkeit ¢(0) = v. Demnach sind u(0) = f~1(¢(0)) = f~(p) und
w(0) = (Df]y-1(p)) " '(v) = D(f~*]p)(v) die Anfangsbedingungen von w.

Die Nebenbedingung des Optimierungsproblems setzt sich zusammen aus einer gewdhn-
lichen Differentialgleichung zweiter Ordnung und zwei Anfangsbedingungen. Zusammen-
gefasst ist dies nun:

0 = iy (t) + cosuy (t) - sinuy (t) - (ta(t))?
0 = ig(t) — 2tanuq (t) - w1 (t) - ua(t)
u(0) = [~ (p)
W(0) = (Dfl 1)) (v)

3.3. Losung der Differentialgleichung fiir die Sphare

Im weiteren Verlauf werden wir zeigen, dass die Geodite ¢ dem Grofkreis auf der S2-
Sphére entspricht, welche das zuvor genannte Problem 16st. Ein Groftkreis ist ein Kreis
auf der Oberflache der Sphére. Sein Mittelpunkt entspricht dem Schwerpunkt der Sphére.

Wir richten das Koordinatensystem so aus, dass N = (1,0,0)7 den Nordpol der S2-

Sphére beschreibt, also die z-Achse in die Hohe zeigt und y- und z-Achse die waagerechte
Ebene aufspannen. Wir kdnnen annehmen, dass p = ¢(0) der Nordpol N ist (siche Abb.
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3. Geodaitische Differentialgleichung

5). Somit gilt fiir die Anfangsbedingungen von u:

Abbildung 5: Zum Nordpol (blau) ausgerichtete Sphére und Grofkreis (griin)

Die Startgeschwindigkeit ¢(0) der Geodéte c ist ein Tangentialvektor in ihrem Startpunkt
¢(0) = N. Demnach liegt ¢(0) tangential an ¢(0), also gilt (¢(0), N) = 0. Damit die
Gleichung erfiillt ist, muss die x-Komponente des Tangentialvektors Null sein. Dies gilt
fiir alle Tangentialvektoren des Tangentialraums im Nordpol N. Daher definieren wir den
Tangentialraum als

Ty S? = {w e R?’\(w,N) =0} = {(wy, wa,ws3) € R3]w1 = 0}.

Die folgende Rechnung zeigt uns, dass der Tangentialvektor ¢(0) im Tangentialraum
TN52 liegt.

0 0 v 0
é00) =0 = (Dfl00)(Dfwo) @) = [0 1] (2) = (2]
1 0 V3
0 1
< v2 1, 0 >:0.
V3 0

Der Tangentialvektor v ist fest im Nordpol N verankert. Durch Drehen der Sphéire kénnen
wir nur die y- und z-Komponenten von v beeinflussen. Wir richten v so aus, dass seine
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3.3. Losung der Differentialgleichung fiir die Sphére

z-Komponente verschwindet, das heifft v nur in y-Richtung zeigt. So gilt v3 = 0. Somit
sind die Startwerte fiir die Geodéte ¢ auf der Sphére

1 0
c(0)=N=[0], ¢0)=|ve
0 0

und entsprechend fiir die zugehérige Geodite u im euklidischen Raum R?

(). 0-(2)

Aus den Anfangswerten konnen wir schliefen, dass u(t) = (0, vy - t + 7). Die zugehorigen
Ableitungen sind u(t) = (0,v2), i(t) = (0,0). Somit 16st u(t) = (0,v2t) das Optimie-
rungsproblem (3). Jetzt brauchen wir nur noch ¢(t) berechnen:

0
[l =1 { vz | | =1/v3 = v2

0
cos(vat) 1 0
c(t) = (fou)(t) = | sin(vet) | =cos(vat)- | 0| 4 sin—(vat) - | 1
0 0 0
0 v
= cos(vat) - N + sin(vat) - — | va | = cos(||v||t) - p + sin(||v]|t) - —.
v\ [o]]

Abbildung 6: Die Kurve c(t) (blau) ist ein Teilstiick des Grofkreises (mit MATLAB
erzeugt, K=300, N=100)
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4. Optimalitdtsbedingungen

4. Optimalititsbedingungen

Dieses Kapitel widmet sich dem Aufstellen der Optimalitdtsbedingungen sowohl fiir eine
allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeit als auch fiir die S2-Sphére. Nach dem Aufstel-
len des Optimerungsproblems mit der Zustandsgleichung in Gestalt einer Differential-
gleichung werden Géateaux-Differentiale berechnet. Mit ihrer Hilfe werden dann die drei
Bedingungen hergeleitet.

4.1. Optimalitdtsbedingungen fiir eine allgemeine Riemannsche
Mannigfaltigkeit

Zur Erinnerung sind hier die zentralen Abbildungen des bisher Erarbeiteten aufgefiihrt:
¢ : R™ — M Parametrisierung,

c¢: I — M mit ¢(0) = p, é(0) = v Geodéite,

u:= (¢ " oc): I — R mit u(0) = ¢~ (p),u'(0) = (DP|y-1()) " (v) Geodiite.

Die Nebenbedingung haben wir in Form einer gewohnlichen Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit zwei Anfangsbedingungen aufgestellt:

(u%(t) + ZZj:l Ffj(ul(t)) ) un(t)) ’ u;(t) : u;(t)) N =0
u(0) =: ¢~ (p)
w(0) =2 (Dgls=1) ' (v)

Diese werden wir in ein System von gewthnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung
iiberfithren. Dazu bendétigen wir die folgenden Definitionen:

u(0) =: 7
u'(0) =: 3
() :=ut)—7, 7(0)=0 )
5(t):=4d'(t) -3, 5(0)=0
g(F(1),8(t),7,8) := — | D THFL(E) + 1,y Fult) + ) - (5alt) + 81) - (55(t) + 55)
bj=1 k=1,..,n

seien reellwerti-

Wir wihlen 7(t), 5(t) aus C§ ([0, 1], R") := {f € C'(I,R™)|f(0) = 0}. 7,3
ge n-dimensionale Vektoren. Dann stellen (7(¢), 5(¢)) den Zustand und (7, §) die Kontrolle
dar.

Wenn wir die neu definierten Werte und Funktionen (4) in die obige Differentialgleichung
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4.1. fiir eine allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeit

einsetzen, erhalten wir die Nebenbedingung
e: CL([0,1],R?") x R*™ — ([0, 1], R?"),

(7:2(75) —3k(t) — §k)k:1,...,n

RSP = { (50) 4 T2y T U (0) + Fro Falt) + 7) - (1) +50) - (55(8) + 5)))

B <f(t)>’_ < 5(t) + 3 >
5(t) g(r(t),5(t),7,8) )
Aus Kapitel 3 wissen wir, dass die Zielfunktion auf der Mannigfaltigkeit die Gestalt
J(c(t), (p,v)) = Z{il Zf\il dist?(¢(yl), c(t;)) hat. Wir formen sie zu einem Funktional im

euklidischen Raum um und erhalten J(u(t), (¢~ 1 (p), D(¢7|p)) (v)) = E{il vazl dist?(yl, u(ty)).
Jetzt setzen wir die obigen Definitionen (4) ein. Daraus folgt die Zielfunktion

k=1,...,n

J: C3([0,1],R?™) x R?™ = R, ((7(t),5(t)), (7, 3)) szczzsﬂ yb 7 (b)) + 7).
=1 =1

Damit ergibt sich das zu optimierende Problem:

Imn Z Z dist?( yz, r(t) +7),

llzl

(1) s(t) + =0 fiir 7(¢), 5 o ™), 7, 8 € R gi
sodass <§(t)> (g(f(t) 5(1), 7 §)> = 0 fir 7(¢), 5(¢) € Cy([0,1],R"™), 7,5 € R" gilt.

Es seien alle Elemente aus C§ ([0, 1], R") und R zuliissig. Somit gilt offensichtlich, dass
R?" eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Teilmenge von R?" ist. Sowohl R?", C’é([O, 1], R?")
als auch C°([0, 1], R?") sind Banachriume.
Wir nehmen an, dass Voraussetzungen aus (2) fiir die Optimalitétsbedingungen zutreffen:
- J:CY([0,1],R?") x R?" — R, e : C§([0, 1], R?") x R?™ — C9([0, 1], R?") sind stetig
Fréchet-differenzierbar.

- Fiir alle u in einer Umgebung V' C R?" von R?" existiert genau eine Losung y(u)
aus C}([0,1],R?"), sodass die Zustandsgleichung e(y(u),u) = 0 erfiillt ist.

- ey(y(u),u) € L(CH([0,1],R?™), CO([0, 1], R?")) hat eine beschriinkte Inverse.

Dann exisitert ein adjungierter Zustand p € (C°([0, 1], R?"))*, sodass die Optimalitiits-
bedingungen erfiillt sind:

1. Zustandsgleichung: e(7(t),5(t),7,8) =0
2. Adjungierte Gleichung: 6(;(03(0)(?@), §(t), TA‘, §)* p(t) + J(f(t 7§(t))(f(7f), §(t), f, §) =0
3. Adj. Gradientendarstellung: (J(z ) (7(t), 3(t), 7, 8) + e ) (F(t), 5(),7,8)" p(t) , @ — (7, 5Ty >0

fiir alle 4 € R?™.
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4. Optimalitdtsbedingungen

Um diese Bedingungen aufstellen zu konnen, bilden wir zuerst die Géateaux-Ableitungen
der Zielfunktion und des Operators e. Seien (¢, (1), ps(t)) € C3([0,1], R?*?) und (w;,ws) €
R?”. Dann gilt:

5o (F0)50) 7 8)(0(0) = - (P + 7050, 7,8) (o100 -0
K N d
=3 (distwh 7o) + mr(0) + 7)) [
l;l le
=323 (2 distluh. 7(tr) + 7or(t) +7) - Dodist(yl, 7(11) + 761 (1) +7) - (1)) |0
=1 i=1

=1 i=1
85(0)J (F(2), 5(£), 7, 8) (1ps(t)) = 0
d
8 J(7(t),5(t), 7, 8)(wy) = . (J(7(t),5(t),7 + Twr, 8§)(wr)) |r=0
K N 4
_ A (20 s . -
XX (dist? (0l 7(t2) + 7+ 700r)) oo
K N
= Z Z <2 ~dist(yl, 7(t)) + 7 4+ Tw,) - Dadist(y, 7(t;) + 7 + Twy) wr) lr=0
=1 i=1
K N
=D D2 dist(y;, 7(t) +7) - Dadist(y, 7 (1) +7) - wr

(e(7(t),5(t), 7 + Twy, § + Tws)) |r=0

- % (Z%)/ a <9(7’(t), 5((75t)), j—f jw:ijg + Tws)>> =0
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4.1. fiir eine allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeit

Die in der Gateaux-Ableitung von e auftauchenden partiellen Ableitungen von g lassen
sich wie folgt berechnen:

( o Lk=1,....m
n 9 A ) A ~ A
- (”z:l ) (ng (F1(t) + 71, o, Tr(t) + rn)) (5:(t) + 8) - (3;(t) + S])) N
s alF0) 5(0,7,5) = 22g(7(0). 5079
- (ag(?(t) (121 TF(FL(t) + P1y oo, Fu(£) 4+ ) - (Bi(E) + 82) - (55 (1) + gj)))
. lLk=1,....n
n ) ) ) 5 ) A ~ A
- (lerf](n(t) + 71y To(t) +7p) - 5500 ((3:() + 8:) - (3;() + SJ))) »

Die 2. Karush-Kuhn-Tucker-Bedingung lautet

e),50) (T(1),8(), 7, 8)" p = —J(we),500)) (F(1), 5(t), 7, 8),
das heifst es gilt
(€, eaw.sw)(T(t),5(),7,8)"(p) )vy+ = (&5 =I5 (F(t), 3(t),7,3) )y,y+

fiir alle € € Y. Dabei sind Y := C§([0,1],R?>") und Z := C°([0, 1], R*") definiert. Mit
den Eigenschaften der dualen Paarung folgt:

- (&, —JEw,a0)(T(1),3(1),7,8) Yy = —Jiww),500) (F(t), 3(t), 7, 5)(§).

Die Elemente aus (C°([0,1],R?"))* sind Radon-Mafe. Sei M([0,1]) die Menge aller
Radon-Mafe mit p € M ([0, 1]). Mittels

(o€ W0E o [ o) aute))
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4. Optimalitdtsbedingungen

lasst sich jedem p eine Distribution 7),(£) zuordnen. Also erzeugt das Radon-Maf 1 die
Distribution

1
T@ZAM@W@:W@WZ

fiir Testfunktionen ¢ € Z ([4], S. 344; [5], S. 203f., 217). Mithilfe dieser Distribution
formen wir

=5
=
@
=
=
2
[a}
o
B
&
)
D
i
m
N
*
o=
=
[oFER
- =
=
C
— m
=
—~
o~
SN—
[V}
—~ »>
~
N—
el
>
N—
—~
I
~—
m
N
N
o

1
/0 e(i(1),5(0)) (F(t),3(t), 7, 8)(€(t)) dp(t)

um. Die kommenden Rechnungen sind fiir Mafe formal nicht richtig. Wir nehmen an,
dass das Radon-Mafs p eine differenzierbare Funktion ist. Spéter werden wir sehen, dass
wir p tatsdchlich so auffassen konnen.

1
/0 eq(),5)) (T(1), 5(t), 7, 8)(E(1)) - p(t) dt

_ / < ,c(t)) , £s(t)8 ( v (t)
T 1 T
(t)> < (t)> / (pr(t)> 0 In (&«(t))
dt — F(£),5(8),7,3 F(£),5(8),7,3 dt
/<<w pr() o \pr(t)) \ PG SRS 60

0 1,

Definiere M : < dg(7(t),5(),7,3) 8g(f(t)7§(t),f7§)> und wende partielle Integration auf das
EHO)

1 1
1/awﬂwﬁ+/ﬂﬂwmwawﬁ
0 0

Da ¢ aus CA([0, 1], R?"), verschwindet ¢ im Punkt Null.

erste Integral an.

1
aumn—l[mw+MWmm»awﬁ

Fiir das Zielfunktional gilt:
N

K
=1 =1
- i (Zfil 2 dist(yj, 7(tr) +

=1

Of) - Dadist(yl, 7(t)) +f)) _ (gg;;)
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4.1. fiir eine allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeit

Die Delta-Distribution ist ein stetiges lineares Funktlonal 5 CO([O 1],R?") — R mit
5(f) = f(0). Sie hat die Faltungseigenschaft f(a fo x — a)f(x)dr. Weiter gelten
d(z—a) = oo fiir x = a und 5(I a)=0firx #a ([5] S.204). Da§ € C°([0, 1], R?"), sind
sowohl &(t;) fo (t—1t;)&(t)dt als auch §(t—t;) = oo fiir t = t; und 0(t—¢t;) = 0 fur ¢t # ¢;

- dist(yl, T P) - ist(y!, 7 2
erfiillt. Zusétzlich definieren wir DZ(t;) := <ZZI 2+ dist(y;, 7(t) +0T) Dadist(y;, r(t) + T)> .

Also konnen wir schreiben:

/O ZDZ t) - E(t) - 8(t — t;) dt

=1

Fassen wir linke und rechte Seite der Bedingung zusammen, ergibt sich:

1
§(1)p(1) —/0 [0'(t) + M (t)p(t)] - £(1) /O ZDZ tr) - §(t) - 6(t — 1) dt

=1
fiir jedes &€ € C}(]0, 1], R?™).

Daraus folgt:

K
p(t) + M (1) Z: S(t—1) =0,

Dies bedeutet, dass die adjungierte Gleichung fiir ¢ # ¢; von der Form
P () + M ()p(t) =0,
p(1) =0

ist. Fiir ¢t = ¢; wird sie zu

K
p(t) + M Z =0,
p(1) =0. )

In anderen Worten heifit dies, dass die Losung p(t) der Differentialgleichung an den
Stellen t; fiir [ =1, ..., K einen Sprung macht.

Die 3. Karush-Kuhn-Tucker-Bedingung ist gegeben durch

(Ji7,5) (F(£), (1), 7, 8) + e ) (7(t), 3(8), 7, )" p(t) <“r) _ (

Us

@ >

)) >0 v(Z) € R2".

Da sowohl (u,,us)” € R?" als auch (7, 8)” € R?" kénnen wir (u,, us)” als zwei entgegen-
gesetzte Richtungen schreiben:
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4. Optimalitdtsbedingungen

- Fiir (up, us)? = (7,8)T + 2z gilt
<J(13,§)(F(t)>§(t)v72 §) +e(r,s)( (t)>§(t)7727§)* p(t) > Z> > 0.

- Fiir (u, us)? = (7,8)7 — 2 gilt
<‘](7:7§) (f(t)a §(t), T, §) + €(#,8) (’F(t)a §(t)7 7 <§)* p(t) > Z> <0.
Zusammengefasst folgt daraus:

<J(727§)(7:(t), §(t),72, §) + 6(7:7§)(7:<t), §(t),f, §)*<p(t)) s Z>U*,U =0firalleze U = R2n.

Nun werden Eigenschaften der dualen Paarung angewandt:
(S, (T(1),5(2),7,8), 2) = J5.5)(F(t),5(t), 7, 8)(2) bildet das Gateaux-Differential von J.
(er,5) (7 (1), 5(t), 7,8)"(p) » 2)u=v = (D: €(5,3)(F(£), 5(t), 7, 8)(2)) 2+ 2z

Indem wir die Radon-Mafse als differenzierbare Funktionen auffassen, formen wir die
letzte Gleichung, analog zu der Adjungierten Gleichung, um zu:

(g5 (F(1),5(t),7,8)(2) , p(t))z,2
1 T
_ Zs pr(t)
B /0 <88139(f(t)’ §(t)’ T, 5) zr + %g(f(t), 5@)7 T, ‘§) : Zs> <ps(t)> dt

I N S S SRR WA N
T o \ps(t)) \2EOS01S) 09E 5018 ) 4

0 I
Wenn wir nun N := { g¢(7(¢),5(¢).7.3) 3g(;(t)7g(t)7,;7§)) definieren, dann wissen wir, dass
or 5

(2, era)(F(1),5(t),7,8)* p(t)) v~ = — [y NT(t)p(t) - = dt gilt.

Fiir das Gateaux-Differential der Zielfunktion angewendet auf z erhalten wir:

K N

T,y (F(£),5(6),7,8)(2) = Y 0> "2+ dist(y}, #(t;) + 7) - Dadist(yl, 7(t1) + ) - 2,
=1 =1

5N o dist(yh, 7 7) - Dadist(y}, 7 7 2
:;G;ﬂdmﬂm+>mdmlm+v<).

0 Zs

Letztendlich fassen wir beide Terme der Gleichung zusammen und erhalten fiir alle z €
R2":

/ NT dt 2+ Z ( i=1 2 dZ’St(ygvf(tl) +072) ’ D2di3t(y§77z(tl) + 72)) dt - z =
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4.2. am Beispiel der Sphére

Demnach hat die 3. KKT-Bedingung die Form

K . _ . ) _ )
/ NT ) dt — Z (Zfil 2. dzst(yf;, 7(t;) +0'r) . ngzst(yé, T(t) + 7“)) d—0.

=1

Zusammengefasst haben wir die Optimalitdtsbedingungen in folgender Gestalt aufge-
stellt:

. <f(t)>’ B ( 5(t)+ 8 > B
. 5(t) g(7(t),5(t),7,8)
~ . . l ~ A
9 ( ) i MT( Z < i=1 2- dZSt(yw (tl) OT) DQdZSt(yzvr(tl) + ?")) 3 5(t _ tl) =0
=1
p(1)=0
K ) N ) . _ )
3. / NT dt o Z (sz\il 2. dzst(yﬁ, r(tl) —1—07‘) : DQdZSt(yéa r(tl) + T)) dt=0
=1
. 0 I, 0 I,
Dazu sind M := | ag(7(1),5(t),7,3) 0g(7 (), .78 | N = | 097,500,789  9g(7(£),5(t),7.3)
7 (t) (1) or D%
und g(7(t), 3(t), 7, 8) := — (Z;fj L THELE) + 71,y P () + ) - (53(E) + 8) - (35(8) + §j>)k:1 .
definiert. -

4.2. Optimalitatsbedingungen am Beispiel der Sphare

Wir werden, analog zu der allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeit, das Optimali-
tiatsproblem und die zugehorigen Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir die S?-Sphiire
aufstellen. Gegeben haben wir die gew6hnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

0 = uf (t) 4+ cosuy(t) - sinuy (t) - (uh(t))?
0 =uh(t) — 2tanwuy (t) - u)(t) - us(t)

mit den Anfangsbedingungen u(0) = f~!(p) und u(0) = f~1(p). Fiir u : [0,1] — R?
definieren wir:

u(0) =: 7
u'(

(=]

.=
I

»>
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4. Optimalitdtsbedingungen

Weiter seien 7#(t),3(t) € C§([0,1],R?) und 7,5 € R?. Mithilfe des gerade Aufgestellten
formen wir die Nebenbedingung um und erhalten Folgendes:

®
—~
=
~—~
~~
SN—
[V}
—
o~
S~—
R
W>
S~—
I

§ll(t) + COS(fl(t) +71) - bln(ﬁ (t) + f’l) (gg(t) + §2)2
So(t 1(t) +71) - (51(2) + 81) - (82() + 82)

Fiir die Riemannsche Distanz auf der Sphére setzen wir

dist(w,y) :=\/0:(x = y,2 = y) = \/is) (Dfla - (@ = ). Df|s - (2 = y)
:HDf’a: : (‘T - y)H27

wobei Df|, die Jakobi-Matrix der Parametrisierung f an der Stelle x bezeichnet und
x,y zweidimensionale Vektoren sind. Mithilfe der Gleichung sin? o + cos? a = 1 fiir ein

beliebiges o aus R folgt

—sinzicoszy — cosxsinmy
dist(x,y) = || | —sinzisinze  cosxi cosxa < - Z/l) I
COS X1
—(sinwy cos xa(x1 — y1) + coswy sin xa (T2 — ¥2))
| | —sinzysinza(xr —y1) + cosaycosaa(za —y2) | |2
cosz1(x1 — Y1)

=/ (x1 = y1)? + cos?(z1 — y1) - (w2 — y2).

T2 — Y2

Setzen wir die Messwerte y! mit y! = (y!,,yl,)" € R? fiir 2 und 7(t;) + 7 fiir y ein, so
hat die Zielfunktion die Form

Unter den oben aufgestellten Formeln fiir Zielfunktion und Nebenbedingung, ist das

Optimalitdatsproblem:

min J((7(t),s(t)), (r,8)), sodass e(7(t),s(t),7,5) =0
o in (), 5(0)) (7,5) (7 (1),5(0), 7, )
fiir 7(t), 5(t) € C3([0,1],R?) und #, 5 € R? gilt.
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4.2. am Beispiel der Sphére

Wir differenzieren die Funktion g, welche Teil der Nebenbedingung ist.

(0. 5(0,7.9) = g7 (0.5(0).7.5)

_ ([sin2(f1(t) + 721) — COS2(’I:1 (t) + fl)](gz + §2)2 0)

2COS_2(f1 (t) + fl)(gl + §1)(§2 + §2) 0
e TS0 7.5) = Sa(r(6). 5079
_ ( 0 —2cos(71(t) 4+ 71) sin(71(t) —|— 1)(52 + 52)>
2 tan (71 (t) 4 71) (52 + 52) 2tan (71 (t) 4 71) (51 + 81)

Die Géateaux-Ableitungen der Nebenbedingung sind demnach

S Lt 0 Iy P (t
S (1),5() (T (1), 8(2), 7, 8) (0 (1), s (1)) = (i,s 8) <8g(f(t),§(t),f,§) Bg(f(t),é’?(t),f,@)) <g88>,

Ir(2) 95(t)

N iy A s 0 I w
Or,5)e(T(1),5(t), 7, 8) (wr,ws) = — <Bg(F(t),§(t),r“,§) Bg(F(t),§(t)f,§)> <wr> :
ar or $
wobei (¢ (t), ¢s(t)) € C3([0,1],R*) und (w;,ws) € R% Um die Gateaux-Differentiale fiir
die Zielfunktion aufstellen zu konnen, differenzieren wir zuerst die Distanzfunktion nach
ihrer zweiten Komponente. Es gilt

A A T
Doydist(z,y) = (361@(897;(13:7?;) 6dzggj7y))

1 . <( — 1) — cos(z1 — y1) sin(z1 — y1) (w2 — y2)2>
V(@1 —y1)? + cos?(z1 — y1) - (w2 — y2)? cos?(z1 — y1)(z2 — y2)

fiir die zweidimensionalen Vektoren z und y. Somit folgen schliefllich die Gateaux-Ableitungen:

K N
Oy T (7F(1), 8(2), 7, 8) (0, (1)) = Y D> 2+ dist(y}, (1) + 7) - Dadist(yl, 7(t1) + 7) - @r(t1)
=1 i=1
K N ~ .
_ (Yig — 71(t) =71 — COS(yZ L — () — 1) sin(yly — P () — 1) (Y — T2(t) = 72)% |
- 2§Z< cos? (4L, — F1(t) = 1) (4l — Falt) — 2) ) or(f),
S50y (7(£), 5(1), 7, 8) (¢ps(t)) = O,
OpJ (7(t), 3(¢), 7, 8)(wy) = Z Z 2 - dist(yl,7(t;) + 7) - Dadist(yl,7(t;) +7) - or(ty)
=1 i=1
K N ~ ~ ~
B (yf, 71(t) — 7 — cos(yZ —71(t) — 71) s1n(yf —71(t) — rl)(yi To(t) — f2)2 .
-2y (M o4, 1) = 1)y = Falt) = 72) )
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4. Optimalitdtsbedingungen

Mit den berechneten Géateaux-Ableitungen der Zielfunktion und der Nebenbedingung
stellen wir nun, analog zu der allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeit, die Karush-
Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir die S?-Sphére auf.

Wir haben fiir die Sphére

0 I
M = | ag(7(t),5(t),7,8)  9g(F(t),5(t),7,3)
o7 (t) BHE)

und

0 I
N = | 997 (t),5(t),7,8)  9g(F(t),5(t),7,3)
or or

berechnet. Die zugehorigen partiellen Ableitungen von ¢ sind

0 . 0 . ([Sinz(fl(t) + fl) — COSZ(fl(t) + ?31)](52 + 32)2 0>
art)? = ar? T 2 cos~2(71() + 71) (51 + 81) (32 + 82) 0
und

o 0 —2cos(71(t) + 1) sin(71 (t) + 71) (52 + $2)
st ~ a7 ~ <2tan(f1(t) + 1) (32 + 32) 2 tan(7 (¢) + 71) (31 + 81) > '

Vereinfacht durch diese Definitionen sind die Optimalitdtsbedingungen die Folgenden:
1. Zustandsgleichung:

2. Adjungierte Gleichung:

K . -
P+ M (6p(t) -y <Z£V=1 2 dist(y;, 7(t)

0
=1

+ 7) - Dodist(y!, 7(t;) + f)) St —t) =0
p(1)=0
3. Adjungierte Gradientendarstellung:

K

/ NT ) dt — Z <Zf\;1 2 dist(yé, F(t) +

=1

Oﬁ>

) - Dadist(yt, 7(t;) —i—'f’)) _0
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5. Gradientenabstieg

Bisher haben wir die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir ein Problem der optimalen
Steuerung aufgestellt. Diese werden wir nutzen, um das Minimum des Problems zu finden.
Dazu wihlen wir ein Abstiegsverfahren, welches als Abstiegsrichtung den Gradienten des
reduzierten Zielfunktionals hat. Dieses Verfahren heiffit Gradientenabstieg. Im Folgenden
orientieren wir uns an dem Buch "Optimization with PDE Constraints” von M. Hinze et
al ([6], S. 59, 99, 101, 105).

Wir nutzen die Adjungierte Methode, um den Gradienten des reduzierten Zielfunktionals
aufzustellen. Dabei gehen wir wie folgt vor:

Nach dem Aufstellen der Zustandsgleichung in Form einer gewthnlichen Differentialglei-
chung in Kapitel 3 haben wir ein vollstdndiges Optimierungsproblem, namlich:

Q m
>

(t) +

min  J(7(t),5(t), 7, 5), sodass { f:(t) (#(8),

5 §'(t) =
fiir (7(t), 5(t)) € CL([0,1], R*) und (7, 5) € R*.

VN1

(1), 7,3)

Losen wir die Zustandgleichung nach dem Zustand (7(t), 5(¢)) auf, so erhalten wir fiir
den Zustand eine Funktion F', die nur von der Kontrolle (7, §) abhéngt. Durch Einsetzen
von (7(t),5(t)) = F(7,§) wird die reduzierte Zielfunktion aufgestellt:

J(F(F(t),3(1), (7,3)) = J (7, 8).

Damit héngt das neue Problem, das sogenannte reduzierte Optimierungsproblem, nur
von der Kontrolle ab:

min J(7(t),5(t),,8) fiir (7,3) € R%
(7(£),5(1)), (7,3) (7(t),3(t), 7, 8) fiir (7, 8)

Nun wird F(7, §) in die Adjungierte Gleichung eingesetzt:

K . . . . . N
0+ M7 0p(0) — 3 (val 2- dist(y;, FA(F) el Dadist(y;, F1(7) + r)) S(t—t) =0
=1

p(1) =0

Diese Differentialgleichung erster Ordnung mit Endwert wird nach p aufgelost, indem sie
abschnittsweise riickwérts gelost wird. Wir haben

DZ(t) = (Zf\il 2 - dist(y;, 7(t,) +Of) - Dadist(y}, 7(1;) + 1:))
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5. Gradientenabstieg

gesetzt. Es gilt:
p(tx) =p(1) =0

p(th_) = p(1) - /

1
p(trx—1) = 00

+
tK—l

plte_y) =plth_,) — / o DZ(tre_)8(t —tr_,) dt

tr—1

= p(t;}—ﬂ —DZ(ty 1) / Ot —tg_y) dt = p(t}—ﬂ —DZ(ty )

+
thl

+
tK—2

P(tie_y) = p(tg_y) + / MT()p(t) dt

tr—1

und so weiter bis p(tf). Daraus ergibt sich die folgende abschnittsweise Darstellung fiir
die Differentialgleichung: Es gilt fir | = K, ..., 1:

p(x)=—-MT(z) - p(x) fir <z <t
p(t;) =p(t") = DZ(t;), wobei p(tx) = 0.

Nach dem Lésen der Differentialgleichung nach dem Adjungierten Zustand p erhalten wir
ihn als Funktion in Abhéngigkeit von der Kontrolle: p = G(, §). Schlieflich werden der
Zustand (7(t),5(t)) = F(7,8) und der adjunierte Zustand p = G(7, §) in die Adjungierte
Gradientendarstellung eingesetzt. Diese Gleichung stellt den Gradienten des reduzierten
Zielfunktionals dar:

1

K
VJ(#38) = ) NT(t)p(t) dt — > DZ(t)
=1

Dabei héngen sowohl die Matrizen N und DZ als auch der adjungierte Zustand p nur
von der Kontrolle und Zeit ab.

Der Gradientenabstieg wird auch Verfahren des steilsten Abstiegs genannt, da in einem
Punkt auf dem Graphen der negative Gradient dem steilsten Abstieg entspricht. Das
Verfahren 16st numerisch das Optimierungsproblem. Um es iibersichtlich darzustellen,
definieren wir u := (7, 5) € R?". Die Abbildung 7 veranschaulicht das Vorgehen.

Der Gradientenabstieg beginnt in einem Startpunkt ug € R?". Jede Iteration ist in
vier Schritte unterteilt. Fiir £ =0,1,2,3, ... gilt:

1. Falls ||VJ (ug)|| < € fiir € > 0, stoppe das Verfahren.

2. Setze sp, := —V.J(ug) als Abstiegsrichtung,
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5.1. Implementierung in Matlab

3. Berechne eine Schrittweite o > 0, fiir die j(uk +op-sk) < j(uk) erfiillt ist.

4. Setze upi1 := up + ok - Sk.

Zur Berechnung der Schrittweite wahlen wir die Armaijo-Regel. Fiir den Fall des Gra-
dientenverfahrens sieht sie wie folgt aus:

Seien die Abstiegsrichtung V.J(uz) in ug und eine Konstante v € (0,1) gegeben. Dann
wahle o}, € {(%)H}HENO so maximal, dass j(uk + o) - sK) — j(uk) < ’yaij(uk)TVj(uk)
gilt.

PP

j‘ua\_-
I
1 [“Inz""

b
LAVY

I‘“Ill 1‘".I\+A "
Abbildung 7: Gradientenabstieg

Letztendlich erreichen wir mittels Gradientenabstieg mit Armijo-Schrittweite das Mini-
mum der Zielfunktion unter gegebener Nebenbedingung.

5.1. Implementierung in Matlab

Dieser Teilabschnitt erliutert, wie der Gradientenabstieg am Beispiel der S2-Sphire in
der Software MATLAB implementiert wird. Der MATLAB-Code selbst ist Anhang A zu
entnehmen.

Indem wir die Ergebnisse beziiglich der S?-Sphiire aus den vorigen Kapiteln aufgreifen,
werden die fiir den Gradientenabstieg benétigten Funktionen aufgestellt.

Fiir das Optimierungsproblem werden sowohl die Zielfunktion J(7(t),5(t),7,3) (siehe
Listing 14) als auch die Nebenbedingung in Form einer gewthnlichen Differentialgleichung

(siehe L. 7) benétigt: . ) )
(@ B <g<f<f>(ff 25(;2&)) '

Mittels eines MATLAB-Losers fiir Differentialgleichungen erster Ordnung (ode45) wird
die Nebenbedingung nach (7(t),5(t)) =: Y aufgeldst. Setzen wir Y in die Zielfunktion
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5. Gradientenabstieg

J ein (siehe L. 14), so erhalten wir das reduzierte Zielfunktion J(7,3) (siehe L. 12).
Von diesem werden wir den Gradienten bilden (siehe L. 8). Um dies zu erreichen, lésen
wir zuerst abschnittsweise die zweite Karush-Kuhn-Tucker-Bedingung nach dem adjun-
gierten Zustand P auf. Dies erfolgt wieder mit dem ode45-Loser (siehe L. 8, Z. 24-37).
Schliefslich werden sowohl Y als auch P in die dritte Optimalitétsbedingung eingesetzt
(siche L. 8, Z. 61-78). Diese neue Formel entspricht dann dem Gradienten des reduzierten
Zielfunktionals und héngt nur noch von (7, §) ab. Nun bilden wir eine Hilfsfunktion, die
die reduzierte Zielfunktion und ihren Gradienten ausgibt (siehe L. 9). Damit sind alle fiir
den Gradientenabstieg relevanten Funktionen aufgestellt.

An mehreren Stellen tritt das Problem auf, dass wir eine Kurve mit Werten zu verschie-
denen Zeitpunkten haben und sie aufgrund der Anzahl der Zeitpunkte nicht mit einer
Formel kompatibel ist. Die Formel bendtigt dann eine Kurve zu weniger Zeitpunkten.
Ziel ist es, eine neue Kurve zu den fiir die Formel bendtigten Zeitpunkten zu erstellen.
Dabei sollen die neuen Kurvenwerte einzelnen Werten der urspriinglichen Kurve entspre-
chen. Dafiir nutzen wir die Nearest-Neighbor-Interpolation. Diese Methode weist einem
Zeitpunkt der neuen Kurve den Wert der urspriinglichen Kurve zum néchstgelegenen
Zeitpunkt zu.

Fiir das Programm (siehe L. 1) miissen nur Messwerte und ein Startpunkt eingegeben

werden. Mit der vom mathematischen Institut vorgegebenen Funktion "descendSteepest”
(siehe L. 3), die einen Gradientenabstieg darstellt, wird dann das Minimum ermittelt.

30



6. Fazit

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, eine Verallgemeinerung der linearen Regression auf
einer Riemannschen Mannigfalitgkeit durchzufiihren. Zu diesem Zweck wurden anhand
des Optimierungsproblems die Optimalitdtsbedingungen aufgestellt. Dabei ergab sich,
dass Radon-Mafse als Funktionen aufgefasst wurden. Damit die Rechnungen formal rich-
tig sind, ist es zu empfehlen, sich an dieser Stelle noch eingehender mit der Theorie iiber
Radon-Mafse zu beschéftigen.

Zur numerischen Ermittlung des Minimums wurde das Verfahren des Gradientenabstiegs
zur Hilfe genommen. Schauen wir uns die Ergebnisse des Programms in MATLAB an,
so stellen wir fest, dass sie nicht korrekt sein kénnen. Dies liegt vermutlich an Fehlern im
Code des Gradienten der reduzierten Zielfunktion V.J (siehe L. 8). Dabei sind besonders
die Zeilen 39-78 zu beachten, da MATLAB sowohl fiir den Zustand Y als auch fir den
adjungierten Zustand P richtige Ergebnisse liefert. Der Zustand wurde getestet, indem
die Kurve 7(t) um 7 verschoben und von dieser neuen Kurve der Gradient gebildet wurde.
Der Gradient, welcher der Geschwindigkeit der Geodéatischen entspricht, ist im Verlauf
der Zeitpunkte konstant. Des Weiteren wurden Tests fiir die Funktionen 2 und 4 durch-
gefiihrt, welche grundlegend fiir die Berechnung des adjungierten Zustands P sind. Zur
Uberpriifung der Funktion 8 kann mit einem Ableitungstest, der auf finiten Differenzen
basiert, gearbeitet werden.

In Fiéllen, in denen eine Interpolation von Kurvendaten erforderlich war, wurde Nearest-
Neighbor-Interpolation verwendet. Allerdings gehen bei dieser Interpolationsmethode
Daten verloren. Da alle Rechnungen in euklidischen Rd&umen durchgefiihrt wurden, liefe
sich die Nearest-Neighbor-Interpolation durch lineare Interpolation oder Interpolation
héherer Ordnung ersetzen. Beide Methoden sind effizientere Alternativen.

In dieser Arbeit wurde eine lineare Regression auf eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
iibertragen, indem Geraden durch Geodatische ersetzt wurden. Interessant wire es, zu
untersuchen, ob es noch andere Moglichkeiten gibt, die lineare Regression auf eine Man-
nigfaltigkeit zu iibertragen, und ob dies vergleichbare Ergebnisse liefert.

Abschliekend ldsst sich sagen, dass die Arbeit fiir die gewiihlte Ubertragungsart einen
guten Uberblick {iber lineare Regression auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten liefert.
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A. Programmcode

A. Programmcode

Es folgen das fiir den Gradientenabstieg verwendete Programm und die dazugehdrigen
Funktionen. Sie wurden mit der Software MATLAB realisiert und durch Kommentare
(mit % gekennzeichnet) ausfiihrlich dokumentiert.

Das Programm sieht wie folgt aus:

Listing 1: Programm

TSITTTTTSTTTTISTTTISTTTTISTTITSISTITTSIIITTSITITTTTTTITTTTSITIT TSI ITTSTSTITISTTTTITTT o
% Dieses Programm lst ein Regressionproblem auf der Sphre mittels

% Gradientenabstieg. Zu gegebenen Messwerten A und einem Startwert u wird
% das Minimum x ermittelt .
ITTITTTTTITTITIIITTTTTTTITISISITITTIIIIISITITTITIITISISITITTITTISISTTITTTTTTS o
clear all

cle

% Geben Sie die Anzahl der quidistanten Zeitpunkte im Intervall [0,1] an,
% zu denen die Messungen durchgefhrt werden.
K=10;

% Geben Sie die Anzahl der Messungen pro Zeitpunkt an.
N=3;

% Geben Sie die Messwerte in Form einer (N x K x 2)—Matrix ein.
A=randn (N,K,2) ;

% Nach Eingabe der Matrix A in geeigneter Form kann man Anzahl der

% Zeitpunkte K und Anzahl der Messungen N zu jedem Zeitpunkt auch durch
% [N,K, ]=size(A) ermitteln.

% Geben Sie den Startvektor u ein. Dabei mssen der 1. Eintrag aus dem

% Intervall (—pi/2,pi/2) und der 2. Eintrag aus (0,2pi) sein.

u=randn (1,4);

while u(2) 0 %u(2)=phi aus der Parametrisierung f ist aus (0,2pi).
u = rand(1,4);

end

% Das Minimum x der reduzierten Zielfunktion Jhut wird numerisch mittels
% Gradientenabstieg berechnet. gradJhut stellt den Gradienten des

% reduzierten Zielfunktionals dar.

[x,e,de] = descendSteepest( @(x) Hilfsfunktion( u, A ), u, 50, true );
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Die Funktionen sind alphabetisch nach dem Dateinamen aufgefiihrt:

Listing 2: Ableitung der Distanzfunktion

function z = D2dist( a,b )
% D2dist entspricht der Ableitung der Distanzfunktion dist nach dem 2.
% Argument .
z= [0,0];
if dist(a,b)™=0 %Falls dist—=0, so ist D2dist nicht definiert.

z(1) = (=1/dist(a,b))*( (a(1)=b(1)) — cos((a(1)=b(1)))xsin((a(l)-b(1)))

*(a(2)-b(2))"2);

z(2) = (—=1/dist (a,b))*(cos(a(l)=b(1))) "2«(a(2)-b(2));
end
end

Listing 3: |Gradientenabstieg [9]

function [x,e,de| = descendSteepest( f, x, maxNumSteps, display )

% gradient descent iteration to minimise f(x)

% f needs to be a matlab function that takes a Matlab vector x and returns

the scalar function value and its gradient as a Matlab vector,
% [functionValue , functionGradient]| = f(x)
% the Matlab vector x is the starting point
% maxNumSteps is maximum number of iterations
% display=true displays information about current iterates
stepsize = 1;
e de] — £( x )3
%% gradient descent iteration
for ii = 1:maxNumSteps
if display
fprintf(’step %d,_stepsize _%f,_energy _%f,_gradient—norm_%e\n’,ii
stepsize ,e,norm(de,2))
end
%% do descent step
normSqr = sum( de(:)."2 );
stepsize = min( stepsize, e / normSqr );
trialX = x — stepsize x* de;
[trialE ,trialDE] = f( trialX );
%% Armijo linesearch

while ( trialE > e — .5 % stepsize * normSqr )
stepsize = stepsize / 2;
trialX = x — stepsize x de;
[trialE ,trialDE] = f( trialX );

end

x = trialX;

e = trialE;
de = trialDE;
end

end

_]_’
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A. Programmcode

Listing 4: Ableitung von g aus gDgl

function [ dy | = Dg_gDgl( a,b,c,d )
%partielle Ableitung von g nach r~, s
Y%a=r~, b=s7, c=r", d=s"

%Dabei sind a, b KurvenPUNKTE zu einem bestimmten Zeitpunkt, nicht zu
%Zeitpunkten .

%a(1)+c(1)=r" 14r"—1=u—1 in (—pi/2,pi/2) (offenes Intervall)

dy=zeros (2,4);
%dg nach dr~
dy(1,1) = ( sin(a(l)4+c(1))"2 — cos(a(1)+c(1))"2 ) x (b(2)+d(2)) " 2;

allen

dy(1,2) = 0;
dy(2,1) = ( 2/(cos(a(1)+c(1))"2) ) * (b(1)+d(1)) * (b(2)+d(2));
dy(2,2) = 0;
%dg nach ds
dy(1,3) = 0;
dy(1,4) = =2 % cos(a(l)+c(1l)) * sin(a(l)4+c(1l)) * (b(2)+d(2))
dy(2,3) = 2 % tan(a(l)+c(1l)) * (b(2)+d(2));
dy(2,4) = 2% tan(a(1)+c(1)) = (b(1)+d(1));
end
Listing 5: Distanzfunktion
function | res | = dist( a,b )

©® Die Riemannsche Distanz wurde wie folgt gewhlt:

% dist (a,b) = 2—Norm( Df| a (a—b) )

% Dabei steht Df| a fr die Ableitung der Parametrisierung f (der
% Mannigfaltigkeit) ausgewertet in a.

% size(a)=size(b)=[1, 2]

[™n]=size(a);
[7,q]=size(b);
if nT=q
disp (' Groesse_der_Vektoren_a_und_b_sind _nicht_kompatibel.’);
end

res = sqrt ((a(l)=b(1))"2 + (cos(a(l)=b(1)))"2 * (a(2)-b(2))"2);

end
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Listing 6: Funktion g aus gDgl

function [ z | = g_gDgl( a,b,c,d )

% g gDl beschreibt die Funktion g aus der Zustandsgleichung. Dabei

% entspricht g einer Summe, die unter anderem aus Christoffel —Symbolen
% besteht .

% la, bl=[r~, s7]

% |c, dl=[r", s7]

% Dabei sind a, b Kurvenpunkte zu einem bestimmten Zeitpunkt, nicht zu
allen

% Zeitpunkten .

z=zeros (1,2);
z(1) = —cos(a(1)+c(

1))*sin (a(1)+c(1))*(b(2)+d(2)) " 2;
z(2) = 2xtan(a(1l)+c(1

))*(b(1)+d (1)) *(b(2)+d(2));

end

Listing 7: gewohnliche Differentialgleichung

function [ dy | = gDgl( t, y, rshut)

% gDgl entspricht der Zustandsgleichung e(y,u)=0 in Form einer
% gewhnlichen Differentialgleichung .

%

% Fr den Zustand y gilt: y=[a, b]=[r7, s7].

% Fr die Kontrolle u gilt: u=[c, d]=[r"~, s~].

% Dabei entspricht y einem Kurvenpunkt zu dem Zeitpunkt t.

amy (1:2)
b=y (3:4) ;

c=rshut (1:2);
d=rshut (3:4);

% g gDl beschreibt die Funktion g aus der Zustandsgleichung. Dabei

% entspricht g einer Summe, die unter anderem aus Christoffel —Symbolen
% besteht .

z = g _gDgl(a,b,c,d);

dy = zeros(4,1);
dy(1) = b(1)+d(1);
dy(2) = b(2)+d(2);
dy(3) = z(1);
dy(4) = z(2);

end
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A. Programmcode

Listing 8: Gradient des reduzierten Zielfunktionals

function [ res | = grad RedZielfkt( A,Y,u )
% Der Gradient des reduzierten Zielfunktionals Jhut entspricht der
Adjungierten

% Gradientendarstellung (3. KKI-Bedingung) :

% grad _Jhut = int_0"1 N’(t) % p(t) dt — sum_1 [sum_ i 2xdist ()«D2dist(); O]
%

% A sind die Messwerte y 1”1 zu den Zeitpunkten 1=1,... K.

%Y ist der Zustand in Abhngigkeit von der Kontrolle u zu den

% jeweiligen Zeitpunkten.

% u=[r",s"].

% K ist die Anzahl der Zeitpunkte, zu denen es Messwerte gibt.
[T, K, 7] = size(A);

% F gibt die Feinheit der Diskretisierung der Zustandsgleichung e(y,u)=0 an
F = 4xK;

% S ist die Anzahl der Zeitpunkte des Teilintervalls (t_l—-1,t_ 1) von dem
% Intervall (0,1) mit der Unterteilung in K Zeitpunkte.
S=F/K;

% DZ = |sum i 2xdist ()+*D2dist(); O0]. DZ hngt noch von der Zeit ab.
DZ=[Zielfkt Abl (A,Y(:,1:2) ,u(1:2)), zeros(K,2)];

% Der Adjungierte Zustand P aus der 2. KKI-Bedingung wird berechnet:
pO=zeros (K,4) ;

pO(1,:)=0;

[Z, P] = oded45(Q(t,p) KKT2(t,p,Y,u,1,S), linspace(0,1/K,S), p0(1,:)7);
size (P);

GesamtP = zeros (SxK, 4);

GesamtP (1:S,:) = P;

for 1=2:K
pO(1l,:)=P(end,:)+DZ(1,:) ;
[Z, P] = oded45(Q@(t,p) KKT2(t,p,Y,u,1,S), linspace((1-1)/K,1/K,S), p0(1
i) )
GesamtP ((1—-1)%S+1: 1%S,:) = P;
end
GesamtP = flipud (GesamtP) ;

% Produkt aus N und P wird berechnet:
% In den Rechnungen entspricht die Matrix N der Matrix M aus der 2.
% KKT-Bedingung .
Prod = zeros(F,4);
for i=1:F
Prod(i,:) = MatrixM(Y(i,1:2), Y(i,3:4), u(1:2), u(3:4)) * GesamtP(i,:)

’.
’

end

% Sucht passenden Index fr das Produkt NP mittels Nchster—Nachbar
% Interpolation:
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[m, "]=size (Prod);
ProdNeu = zeros (K,4) ;
for j=1:K
if ceil(m+xj/K) = 0
ProdNeu(j ,:) = Prod(1,:);
elseif ceil (mxj/K) > m
ProdNeu(j,:) = Prod(m,:) ;
else
ProdNeu(j,:) = Prod(ceil (m*j/K) ,:);
end
end

% 3. KKI=Bedingung wird aufgestellt , also der Gradient des reduzierten
% Zielfunktionals .
% Das Integral int 071 N’(t) * p(t) dt wird mittels Trapezregel
% approximiert :
Int = zeros(1,4);
for s=1:4
Int(s) = Trapezregel (ProdNeu(:,s) ,K,1,K);
end

% DZNeu = sum 1 [sum i 2xdist ()*D2dist(); 0] = sum_1 DZ(t_1). DZNeu ist
% unabhngig von der Zeit und hngt nur noch von der Kontrolle u ab.
DZNeu = zeros (1,4);
for 1=1:K

DZNeu = DZ(1,:) ;
end

% Gradient des reduzierten Zielfunktionals:
res = Int (:,:) — DZNeu(:,:);

end

Listing 9: Hilfsfunktion

function [fx, gradfx | = Hilfsfunktion( x, A )

% Die Hilfsfunktion besteht aus dem reduziertem Zielfunktional Jhut und
% ihrem Gradienten.

%

% A sind die Messwerte y 1”1 zu den Zeitpunkten 1=1,... K.

% x=[r",s"] mit size(x) [1,4].

[fx,Y] = RedZielfkt( A, x ); % size(fx)=[1,1]
gradfx = grad RedZielfkt( A, Y, x ); % size(gradfx)=[1,4]

end
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A. Programmcode

Listing 10: 2. Karush-Kuhn-Tucker-Bedingung

function [ dp | = KKT2( t, p, Y, u, ind, S )
% Gibt einen Teil aus der abschnittsweise definierten Differentialgleichung
% der 2. KKT-Bedingung an:

% p’ = -MT * p
% Die 2. KKT ist die Dgl
% p> =-MT *x p+ sum | ( DZ(t_1) ; 0 ) = delta(t—t_1) mit

D
% mit Endwert p(1)=0, wobei DZ(t 1) = sum i 2 dist () D2dist ().

% Nchster Nachbar Interpolation:
[m, 7] = size(Y);

offset = (ind —1) * S;

if ceil(txm) — 0 && ind > 1

nearestIndex = offset ;
elseif ceil (t¥m) = 0 && ind =1
nearestIndex = 1;

elseif offset + ceil(t * m) > m
nearestIndex = m;
else
nearestIndex = offset + ceil(t * m);
end

% dp = Mxp:

M=MatrixM (Y(nearestIndex ,1:2) , Y(nearestIndex ,3:4), u(1:2), u(3:4));
dp=zeros (4,1);

dp(1) = —( M(1)*p(1)+M(5)xp(2)+M(9)*p(3)M(13)*p(4) );

dp(2) = —( M(2)*p (1)4M(6) *p (2)4M(10)*p (3)+M(14)*p(4) );

dp(3) = —( M(3)*p (1)+M(7)*p(2)M(11)+p (3)4M(15) *p(4) );

dp(4) = —( M(4)*p (1)4M(8)*p (2)M(12)*p(3)M(16)+p(4) );

end

Listing 11: Matrix M

function [ M | = MatrixM( a,b,c,d )
% MatrixM ist die transponierte Matrix M"T aus der 2. KKI-Bdeingung.
% Die Matrix N aus 3. KKTI-Bedingung entspricht der Matrix M.

g=Dg_gDgl(a,b,c,d);
M=zeros (4,4);

M(1:2,1:2) = zeros(2,2);
M(1:2,3:4) = eye(2,2);
M(3:4,1:2) = g(:,1:2);
M(3:4,3:4) = g(:,3:4);
M= M;

end
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Listing 12: Reduzierte Zielfunktion

function [ res, Y | = RedZielfkt( A, u )

% Das reduziertes Zielfunktional Jhut(u) entspricht dem Zielfunktional J
% mit der Eigenschaft , dass es nur noch von der Kontrolle u abhngt.

%

% A sind die Messwerte y 1”1 zu den Zeitpunkten 1=1,... K.

% u=[r",s"] mit size(u) = [1,4].

% K ist die Anzahl der Zeitpunkte, zu denen es Messwerte gibt.
[T, K, 7] = size(A);

% F gibt die Feinheit der Diskretisierung der Zustandsgleichung e(y,u)=0 an
F = 4xK;

% Die Zustandsgleichung (1. KKI-Bedingung) e(y,u)=0 wird nach dem Zustand
% y=[r7,s7] aufgelst. T gibt die Zeitpunkte an, zu denen die Gleichung

% gelst wird. Y ist der Zustand in Abhngigkeit von der Kontrolle u zu den
% jeweiligen Zeitpunkten. gDgl entspricht der Zustandsgleichung in Form
% einer gewhnlichen Differentialgleichung.

[T,Y] = oded45(@Q(t,y) gDgl(t,y,u), linspace(0,1,F), zeros(4,1));

% Der berechnete Zustand Y, der von der Kontrolle u abhngt, wird in die
% Zielfunktion J eingesetzt .

res = Zielfkt (A, Y(:,1:2), u(1:2));
end

Listing 13: Trapezregel
function [ res | = Trapezregel( data, numT, a, b )

% Die Trapezregel approximiert ein Integral. Das Integral geht von a bis b.
%

% (Matlab beginnt immer bei 1 an zu zhlen, nicht schon bei 0.)

% data enthlt Daten der Kurve c, dabei sollte data(k,:) = c(t k) sein.

% numT entspricht der Anzahl an Zeitpunkten t (d.h. ¢ ist in a=t 1, ...,

% t_numT =b gegeben).

res = 0;
if numT > 1
S = 0;
for i=2:numT-1
S = S+data(i,:);
end

S = S+ (data(1,:)/2) + (data(end,:) /2);
res = S* ((b—a)/(numT-1));

end

end
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A. Programmcode

Listing 14: Zielfunktion

function [ res | = Zielfkt (A,B,d)
% Zielfkt entspricht der Zielfunktion J:
% J(y_i"l, r7, r7)=sum_ 1| sum i dist(y(i,l), r=(1)+r~)"2.

% A sind die Messwerte y 1”1 zu den Zeitpunkten 1=1,... K.
% Die Kurve B=r~ ist die erste Komponente aus dem Zustand y.
% Der Vektor d=r~ ist die erste Komponente aus der Kontrolle u.

% n 7 K Anzahl der Zeitpunkte, zu denen gemessen wird.

% m ~ N Anzahl der Messungen pro Zeitpunkt.

% q -~ F Feinheit der Diskretisierung der Zustandsgleichung e(y,u)=0.
[mn,”] = size(A);

la,7] = size(B);

% Naechster Nachbar Interpolation:

% Produziert einen Vektor, welcher (r7(t0), r~(tl1) ,...,r 7 (tn))
% approximiert .

BNeu = zeros(n,2);

for k=1:n
if B( ceil(gqxk/n),:) = 0
BNeu(k,:) = B( 1+ceil (gxk/n) ,:);
else
BNeu(k,:) = B( ceil (qxk/n) ,:);
end

% Die Zielfunktion J(y_ i"1, r7, r~) wird aufgestellt:
S=0;
for 1=1:n

for i=1m

S=S+(dist (A(i,1,:), BNeu(l,:)+d)) ~2;

end
end
res=S;
end

Listing 15: Ableitung der Zielfunktion

function [ res | = ZielfktAbl( A,B,d )

% ZielfktAbl ist ein Teil aus dem Gteaux—Differential der Zielfunktion
% sum_1 sum_i 2xdist ()«D2dist ()

%

% A sind die Messwerte y 1”1 zu den Zeitpunkten 1=1,... K.

% Die Kurve B=r~ ist die erste Komponente aus dem Zustand y.

% Der Vektor d=r~ ist die erste Komponente aus der Kontrolle u.

% n 7 K Anzahl der Zeitpunkte, zu denen gemessen wird.

% m ~ N Anzahl der Messungen pro Zeitpunkt.

% q ~ F Feinheit der Diskretisierung der Zustandsgleichung e(y,u)=0.
[mn,~] = size (A);

[a,7] = size(B);

% Naechster Nachbar Interpolation:
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% Produziert einen Vektor, welcher (r7(t0), r~(tl) ,...,r (tn))
% approximiert .
BNeu = zeros(n,2);
for k=1:n
if B( ceil(q*xk/n) ,:) = 0
BNeu(k,:) = B( 1l+ceil (gxk/n) ,:);
else
BNeu(k,:) = B( ceil (q*xk/n) ,:);
end
end

% Das Ergebnis der ZielfktAbl wird aufgestellt:
S=zeros(n,2);
for 1=1:n

for i=1m

)=d(1)) ...
* sin(A(i,1,1)-BNeu(l,1)—d(1)) * (A(i,1,2)—BNeu(l,2)—-d(2))"2;
S(1,2) =S(1,2) + cos(A(i,1,1)-BNeu(1,1)—d(1))"~2 * (A(i,l,2)—BNeu(l
72)_d(2))7
end
end
res = —2 % S;

WITSSSSTTTTTTIIISSSSTTTTTIISSSSSTTTTTISSSSTITTTT TSI TTTTTTISSSSSITTTTTo
%Alternative Form ist die Folgende. Dabei ist der Definitionsbereich
%von D2dist zu beachten.

% for 1=1:n

% for i=1m

% S=S+(dist (A(i,1,:) ,B(1l,:)+d) * D2dist(A(i,1,:) ,B(1,:)+d));
% end

% end

% res = 2%S;

end
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