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1. Einleitung

Ein Material wird an zwei Seiten eingespannt und Kraft wird an diesen Seiten aus-
geiibt. Die daraus resultierende Verzerrung und der Riss im Material wird durch ein
Optimierungsproblem modelliert. In dieser Arbeit befasse ich mich mit der Losung

dieses Optimierungsproblems.

Betrachten wir einfithrend ein Beispiel. Ein Blatt Papier befindet sich in Ruheposition
auf dem Gebiet 2 C R3. Nun wird es an zwei gegeniiberliegenden Seiten eingespannt
und an diesen Seiten wird gezogen. Zunéchst dehnt sich das Blatt Papier ein wenig.
Diese Verschiebung des Papiers gibt u : Q — R? an. Wenn geniigend Krifte auf dem
Papier wirken, reifit es. Dieser Riss wird durch die Abbildung v : 2 — R modelliert. v

ist 0, falls das Papier vollstéindig gerissen ist und 1, wenn kein Riss vorhanden ist.

Das folgende Minimierungsproblem beschreibt, wie der Riss im Papier und die Ver-

schiebung des Gebietes modelliert werden.
. 2 2 2, 1 2
min (v + &) [Vul> + v | Vo] + — (1 —v)" ) dx
ueHY(Q)2,0veHY(Q) Jq €9
sd. 0<v <y

U = Up aufFlLJFQ

Dabei ist v eine Konstante, ¢; > 0 fiir alle ¢ € {1,2} ein kleiner Parameter und
I'1,Ty C Q der rechte bzw. linke Rand eines rechteckigen Gebietes Q@ C R?, d.h.,

QO =1[0,a] x [0,6] Ty = {0} x [0,8] T'» = {a} x [0,4].

Die Erklarung der genauen Modellierung erfolgt im Kapitel Modellierung 2.

Zur Losung des Minimierungsproblems werden analytische und numerische Grundla-
gen bendtigt. Fiir die analytische Betrachtung werden partielle Differentialgleichungen
und Optimierung genutzt. Da die Losung des Problems analytisch nicht zu finden ist,

diskretisiere ich das Problem mit dreieckig linearen Lagrange Elementen und imple-



mentiere es mittels semiglatter Newton Methoden. Die Grundlagen dazu sind ebenfalls
im zweiten Kapitel zu finden. Da jedes der eben genannten Themen sehr umfangreich

ist, wird es mir nur moglich sein, die wichtigsten Begriffe einzufiihren.

Die Untersuchung des Problems folgt in Kapitel drei. Beim ersten Betrachten fallt auf,
dass die Optimierung nicht gleichzeitig nach v und v ausgefiithrt werden muss. Man
kann zwei getrennte Optimierungsprobleme betrachten. Dieses wird im ersten Teil des
dritten Kapitels erldutert. Im zweiten Teil wird die Optimierung nach u betrachtet.
Zuerst wird die Existenz und Eindeutigkeit gesichert, um dann numerisch die Lésung
mit dreieckig linearen Lagrange Elementen zu suchen. Die Optimierung nach v im
dritten Teil hat den gleichen Aufbau. Nur ist hier das Problem komplizierter, da die
Ableitung nicht berechnet werden kann; die numerische Losung erfolgt mit der semi-
glatten Newton Methode. Im letzten Kapitel werte ich die numerischen Resultate aus

und veranschauliche meine Ergebnisse anhand mehrerer Anwendungsbeispiele.



2. Modellierung

Erinnern wir uns an das Beispiel am Anfang: Ein Blatt Papier befindet sich in Ru-
heposition auf dem Gebiet Q2 C R3. Nun wird es an zwei gegeniiberliegenden Seiten
eingespannt und an diesen Seiten wird gezogen. Zunéchst deformiert sich das Papier.
Folgende Modellierung stammt aus [1]. Die Funktion ¢ : Q — R? beschreibt die neue
Position des Papiers. Also gilt ¢ = u + id, wobei u : Q — R? die Verschiebung des

Korpers ist.

Das Ziel ist es, ein ¢ zu finden, bei dem die Verzerrung des Papiers minimal ist. Dazu
betrachten wir den Abstand zwischen x € € und x + h € Q im aktuellen Zustand.

Durch taylorn erhalten wir
lo(z + h) = o(@)I* = [IVell* + o([|al]*) = KT Ve Vph + o(||1]]*).

Damit haben wir die Matrix C' := V¢ V¢ erhalten, die die lokale Anderung der Léngen

angibt und Cauchy-Grennscher Verzerrungstensor genannt wird. Die Verzerrung F lasst
1
2
einsetzen und erhalten

sich iiber 3(C — I) berechnen. Da v = ¢ — id gilt, konnen wir die Ableitung von u

Da im Linearen die quadratischen Terme vernachléssigt werden konnen, erhalten wir

1 ou; n Ouj\ Vul + Vu

Irgendwann hélt das Papier den auf es wirkenden Kraften nicht mehr stand und reifit.
Sobald dies geschieht, gilt die Formel fiir die Verzerrung nicht mehr. Also brauchen
wir einen Term, der angibt, wo und wie stark der Korper gerissen ist. Dazu definieren

wir v :  — R. v ist 0, falls der Korper vollstdndig gerissen ist und 1, wenn kein Riss



vorhanden ist. Multiplizieren wir also 1(Vu! + Vu) mit v? + ¢;. Es ergibt sich
min/ Va2 + 1)
Q
u=1wug auf I'y UT'y

T2 .
NutVu-" zu |Vul* verein-

Da wir u nur im zweidimensionalen betrachten, konnen wir
fachen. Am rechten bzw. linken Rand I'1, 'y C € ist das Material befestigt, was u = ug

aussagt.

Ideal ware es, wenn der Korper niemals reiflen wiirde. Da dies aber in der Anwendung
nicht der Fall sein kann, méchten wir einen moglichst kleinen Riss erhalten. Die Ober-

fliche, auf die der Riss auftritt sollte also minimal sein. Wir wollen also, dass [(1—v)?
Q
minimal ist. Aber in der Realitét stellt man fest, dass der Riss glatt ist. Um dies zu mo-

dellieren, addieren wir die Ableitung zum Quadrat mit €2 multipliziert hinzu. Daraus

ergibt sich eine Darstellung vom Riss nach [2]
2 1 2
€2|VU| + _<1 — U)
€2
Zusammengefasst ist das gesamte Problem gegeben durch

1
min / (v’ + &) [Vul> + v (62|Vv|2+—(1—v)2> dx
ueH(Q)2,0eHY(Q) Jq €9

sd. 0 <v <y

u = ug auf I't Uy,

dabei ist v eine Konstante, ¢; > 0 fiir alle ¢ € {1, 2} ein kleiner Parameter und I';, T’y C
Q) der rechte bzw. linke Rand eines rechteckigen Gebietes Q C R?, d.h.,

Q =1[0,a] x [0,5] Ty = {0} x [0,8] T2 = {a} x [0,].



3. Mathematische Grundlagen

Damit eine Losung des Optimierungsproblems gefunden werden kann, Grundlagen in
Optimierung, partieller Differentialgleichungen, Finiter Elemente und semidifferenzier-

barer Newton Methoden gebraucht. Diese werden hier eingefiihrt.

3.1. Optimierung

Das Phasenfeldmodell fiir die Rissentstehung ist ein Optimierungsproblem mit Unglei-
chungsnebenbedingung. Um die Eindeutigkeit und Existenz einer Losung zu zeigen,
werden Grundlagen in der Optimierung benétigt. Auflerdem werden Bedingungen vor-
gestellt, mit denen sich das Optimierungsproblem in eine Nullstellensuche umschreiben
lasst. Grundsétzlich lassen sich Optimierungsprobleme in Probleme mit und ohne Ne-

benbedingung aufteilen.

3.1.1. Optimierungsproblem ohne Nebenbedingung

Optimierungsprobleme ohne Nebenbedingung kennt man im Endlichdimensionalen be-
reits aus der Schule. Ein Minimum oder Maximum soll gefunden werden, wozu die
zu optimierende Funktion abgeleitet und Null gesetzt wird. Fiir etwas kompliziertere
Probleme reicht Optimierung im Endlichdimensionalen nicht aus. Grundlagen fiir die

unendlichdimensionale Optimierung werden bené&tigt.

Sei also W ein Banachraum und J : W — R ein Funktional. Das Optimierungsproblem
ohne Nebenbedingung hat folgende Form

géivr[} J(w) (3.1)

Damit die Ableitung bestimmt werden kann, muss erst der Ableitungsbegriff in Ba-

nachrdumen definiert werden. Dies ist die Gateaux-Ableitung. Die Definitionen stam-



men aus [3, S. 50].

Sei F': U C X — Y ein Operator zwischen Banachriaumen und U # () offen.
Definition 3.1.1 (Richtungsableitung). F heifit Richtungsableitbar in x € U, falls

oF (@) () — tm TN = F(2)

t—0+ t

cY

fir alle h € X ezistiert. Dann heifit 6F(x,h) Richtungsableitung von F in Richtung h.
Definition 3.1.2 (Gateaux differenzierbar). F heifit Gateaux differenzierbar in x € U,
falls F richtungsableitbar ist und die Richtungsableitung

Fl(z): X =Y
beschrinkt und linear ist, d.h. F'(z) € L(X,Y).

Definition 3.1.3 (Fréchet differenzierbar). F' heifft Fréchet differenzierbar in x € U,
falls F' Gateaux differenzierbar ist und folgende Approximation gilt

|1F(x + h) = F(x) = F'(x)hlly = o([[hllx) fir [hllx =0

Nun kann die Ableitung von J bestimmt werden und daraus resultierend das Op-
timeriungsproblem gelést werden. Theorem und Beweis stammen aus der Vorlesung
,Optimierung 2%, gelesen von Prof. B. Wirth [7].

Theorem 3.1.4. Sei das Optimierungsproblem (3.1) gegeben. Sei J : W — R Gateauz

differenzierbar in w € W. Wenn w das Optimierungsproblem ldst, gilt
dJ(w)(h) =0 VY heW (3.2)
Dabei ist h die Richtung der Ableitung.

Beweis. Fiir alle h € W muss o — J(@ 4+ ah) minimal in o = 0 sein. Daraus folgt

0
a—af((li + Oéh)|a:0 =0

O

Oftmals ist (3.2) eine partielle Differentialgleichung. In den Grundlagen partieller Dif-

ferentialgleichungen 3.2 wird erklért, wann eine Losung existiert und ob diese eindeutig
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ist.

3.1.2. Optimierungsproblem mit Ungleichungsnebenbedingung

Oftmals tauchen als Nebenbedingungen Ungleichungsbedingungen wie a < u < b auf,
wobei a, b, u € X gilt und X ein Vektorraum ist. Dabei ist u die zu optimierende Funk-
tion, a die untere und b die obere Schranke. Zum besseren Verstédndnis der Bedeutung
des Ungleichheitszeichens, wird ein positiver Kegel nach der Vorlesung ,,Optimierung
2“von Prof. Wirth [5] definiert.

Definition 3.1.5 (positiver Kegel). Sei X ein Vektorraum, P C X ein konvezer Kegel.
Fiir x,y € X schreiben wir x <p y oder y >, z, falls y —x € P. P heifit positiver
Kegel.

x <py odery >p x bedeutet y — x € P

Wir werden Probleme der Form

i .d. <
ﬁ%J(w) sd. Gw) <,0

betrachten, wobei W, Z Banachrdume sind, J : W — R Gateaux differenzierbar und
G : W — Z die Nebenbedingung des Optimierungsproblems ist. P C Z ist ein positiver
Kegel. Die Nebenbedingung l&sst sich in eine Raumnebenbedingung umschreiben, also
C = {w € W|G(w) <p 0}. Dabei ist C' nichtleer, abgeschlossen und konvex. Das

Problem lautet

mnin J(w) sd. weC (3.3)

Je nachdem welche Notation praktischer ist, wird die eine oder andere benutzt. Bei
Optimierungen dieser Art muss zunéchst die Existenz und Eindeutigkeit der Losung
gesichert werden.

Theorem 3.1.6. Se:

1. W reflexiver Banachraum
2. C'C W nichtleer, konvex und abgeschlossen
3. J: W — R strikt konvex und stetig auf C

4. J Gateaux differenzierbar



5. lim J(w) = o0
wel,||w||w—o0

Dann existiert genau eine Losung von (3.3).
Beweis. Der Beweis und das Theorem sind in [3, S.66] zu finden O

Bei Optimierungsproblemen mit Nebenbedingung reicht als Bedingung fiir das Opti-
mum nicht aus, dass die Ableitung 0 ist. Da das Optimum auf dem Rand des zuldssigen
Gebietes sein konnte, muss die Ableitung nicht zwingend 0 sein. Jedoch gibt es andere
Bedingungen, die ausreichend fiir ein Optimum sind. Die Herleitung dieser Bedingun-
gen, die im folgenden Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen (kurz: KKT) genannt werden,
werden aufgrund des Umfanges nicht eingefiihrt, sondern nur angegeben.

Theorem 3.1.7 (Lagrangefunktion). Seien X,Y normierte Raume, P C Z ein positi-
ver Kegel mit P# (. Sei J : W — RU{oo}, G: W — Z konvex. Es existiert ein w im
Bild(J), sodass G(w) <p 0. Auferdem gelte p = inf{J(w)|G(w) <p 0} < occ.

Dann existiert 2’ € Z* mit 2’ >p« 0, sodass p = inf,ew J(w) + (G(w), 2') 7 2+. Falls
ein optimales W existiert, dann minimiert w

J(w) + (G(w), ') 2.2+

Beweis. Der Beweis ist im Script zur Vorlesung ,,Optimierung II “, gelesen von Prof.
B. Wirth [}, zu finden. O

Mit dieser Bedingungen kann von (3.3) das KKT System aufgestellt werden. Dabei ist
w die Losung des Problems. x4 und A sind die Lagrange Multiplikatoren.

VJ@)+A—p=0
w>a p>0 pw—a)=0 (3.4)
w<b A>0 Ab—w)=0

Die unteren beiden Zeilen in (3.4) kann man als Projektion darstellen. Es gilt fiir alle

c>0

p=max{0, u+ c(w —a)}
A =max{0, A+ c¢(b—w)}



3 Mathematische Grundlagen 9

Daraus ergibt sich nach [1]:

p— A =max{0, u+ c(w —a)} — max{0, A\ + ¢(b —w)} (3.5)
= max{0, 1+ c¢(W —a)} + min{ -\ + c¢(w — b)}
=max{0,u — A+ c(w—a)} + min{pu — A+ c(@w—0)}

Diese Darstellung wird spéter benutzt, um das Problem iiber die Rissentstehung zu

losen.

3.2. Partielle Differentialgleichungen

Optimierungsprobleme kann man oft umschreiben, sodass, statt dem Optimierungspro-
blem, eine partielle Differentialgleichung gelost wird. Dadurch kénnen Riickschliisse
auf die Existenz und Eindeutigkeit vom Optimierungsproblem gezogen werden. Die
Theorie, die dazu verwendet wird, ist aus der Vorlesung , partielle Differentialgleichun-

gen“gelesen vom Prof. B. Wirth [0].
Betrachte das elliptische Dirichlet-Problem auf einem beschriankten Gebiet 2 C R”

Lu = f auf Q (3.6)
u = g auf 02

mit g € H'(Q), f: Q@ = R und Lu(z) := —div (A(z)Vu(x)) + b(z)Vu(z) + c(z)u(z),
wobei A: Q@ - R™™ b:Q —-R"und c: Q2 — R.

Definition 3.2.1 (schwache Losung). u € g+ H}(Q) heifit schwache Lisung zu (3.6),
falls

B(u,v) = /VUTAVU + bVuv + cuv dx = / fvdz Yve Hi(Q)
Q
0

Damit eine schwache Losung eindeutig ist, werden einige Voraussetzungen benétigt.
Annahme 3.2.2. Es existieren \, A\, v > 0, sodass Vx € ), V&, € R™ gilt

1. TA(x)E = AP
2. €7 A(z)¢l < AJEI[C]

3. A2b(x) ] + A He(x)| < v?
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4. ¢(x) >0
Theorem 3.2.3 (Eindeutigkeit der schwachen Losung). Seien die Annahmen 3.2.2
fir das Problem (3.6) erfillt. Falls eine schwache Lésung fiir (3.6) existiert, ist sie

eindeutig.

Beweis. Der Beweis wird im Script von Prof. B. Wirth zur Vorlesung ,,Partielle Diffe-

rentialgleichungen®|[6] gefiihrt. ]

Theorem 3.2.4 (Existenz der schwachen Losung). Sei Q beschrdnkt mit Lipschitz
Rand. A, b, ¢ seien beschrinkt, f € L*(Q). Dann existiert eine schwache Lisungu € H*(£2)
von (3.6).

Beweis. Der Beweis wird im Script von Prof. B. Wirth zur Vorlesung ,,Partielle Diffe-

rentialgleichungen®[6] gefiihrt. O

3.3. Finite Elemente

Finite Elemente sind die Grundlage, um partielle Differentialgleichungen auf zweidi-
mensionalen Gebieten numerisch darstellen zu kénnen. Dazu wird zunéchst das Gebiet
in Dreiecke trianguliert. Dann werden Basisfunktionen auf diesen Dreiecken definiert,
die sogenannten globalen Formfunktionen. Aus diesen ist die gesuchte Funktion zusam-
mengesetzt und kann damit berechnet werden. Die hier beschriebene Theorie richtet
sich nach der Vorlesung ., Numerik partieller Differentialgleichungen*gelesen von Dr. F.
Wiibbeling [7].

Es ist ein rechteckiges Gebiet in 2D gegeben. O.b.d.A. Q = [0,a] x [0,b]. Auf dieses

Gebiet legen wir ein dquidistantes Gitter G,.

Gy = {(ml,jm)\z’:o,--. ,hﬁl,jzo,-.. h%}
h = (hq, hs) ist die Schrittweite mit a = (n+ 1)hy und b = (m+ 1)hy, n+ 1 die Anzahl
der Stiitzpunkte in x-Richtung und m + 1 die Anzahl der Stiitzpunkte in y-Richtung.
Um ein sinnvolles Gitter zu erhalten, sollten h; und hy recht nahe beieinander gewéhlt
werden. Nun wird durch die Gitterpunkte die Triangulierung gelegt. Diese nennen wir
Ej und ist in Abbildung 3.1 dargestellt.

Um das Referenzelement aufstellen zu konnen, werden dreieckig lineare Lagrange Ele-

mente genutzt. Bei diesen sind die Funktionsauswertungen auf den Ecken der Dreiecke
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Abbildung 3.1.: Triangulierung eines rechteckigen Gebietes

(0,1)

(0,0) (1,0)

Abbildung 3.2.: Referenzdreieck

gegeben. Das Finite Element ist gegeben durch (E, P, V), wobei E das Referenzdreieck
3.2 ist, P = Py, Polynome auf R? vom Grad 1 mit Basis {p;, ps, p3},

pl(%?j) = ]-7 pg(l’,y) =7, p3(x7y) =Y

und ¥ := {pg, 1, v2} Funktionale auf P und damit eine Basis von P* sind. ¢; nennt
man lokale Formfunktionen und es muss gelten: ;(p;) = d;5, 4, j € {1,2,3}. Dabei ist ¢;;
das Kronecker-Delta. Aulerdem soll gelten ¢;(p;) = p;(a;), wobei a; eine Auswertung

in einer Ecke des Dreiecks ist. Daraus ergibt sich, dass

pr=1-—z—y, p2 =, 3=y (3.7)
Jedes Finite Element (Ey, Py, V) lédsst sich mit der affin linearen Transformation

T R? — R?
z = aq n hiz
Yy %) hay

durch das Referenzelement darstellen. Dabei entspricht (a1, a2)" dem Eckpunkt mit dem
90° Winkel des Dreiecks und (hy, he)" ist die Hohe bzw. Breite des Dreiecks. Mit dem
Transformationssatz konnen alle Berechnungen auf dem Referenzelement ausgefiihrt
werden und dann auf das transformierte Element iibertragen werden. Durch die Trans-
-1

formation muss zu allen Integralen der Term |det DT'(z,y)|™' multipliziert werden.
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Das ergibt

hy 0 1
detD T(z,y)| "' = | det =
[ det D Ta )| = | (0 h) =

Die Familie {(Ej, Py, Vx)} von Finiten Elementen, die durch unsere Triangulierung
hervorgegangen ist, ist vertraglich. Deshalb konnen die globalen Formfunktionen auf-
gestellt werden, die auf dem gesamten Gebiet €2 definiert sind. Die globale Formfunktion

T; ist 1 auf dem Gitterpunkt j und 0 sonst.

Fiir die Berechnung von linearen Funktionen auf dreieckig linearen Lagrange Elementen
brauchen wird teilweise eine explizite Darstellung benotigt. Durch die Triangulierung
ergeben sich zwei Arten von Dreiecken. Dabei entspricht a; dem Wert der Funktion

a:R? - R an dem Eckpunkt i.

a1 al az

az a3 a3

Abbildung 3.3.: Gerade (links) und ungerade Dreiecke mit den Werten von a

a(z,y) wird auf dem linken Dreieck von Abbildung 3.3 dargestellt durch

a(z,y) = (a3 — az)x + (a1 — ag)y + az mit Va(z,y) = <a3 a a2> (3.8)

a; — as
und auf dem rechten Dreieck von 3.3 wird a(x,y) dargestellt durch

a(x,y) = (a1 — az)x + (ag — a2)y + az mit Va(x,y) = <a1 B a2> (3.9)
as — as

3.4. Semidifferenzierbare Newton Methode

Semiglatte Newton Methoden werden gebraucht, um Nullstellen von nicht differenzier-
baren Funktionen numerisch zu berechnen. Die Rissentstehung ist ein nicht differen-
zierbares Problem. Um die Idee der Newton Methoden zu verstehen, werden zunéchst

die einfache Newton Methode ohne Nebenbedingung und dann solche mit einfachen Ne-
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benbedingungen eingefiihrt. Um diese realisieren zu kénnen, wird der Begriff der Semi-
differenzierbarkeit benotigt. Das ist eine Mengenwertige Ableitung, mit der auch nicht
differenzierbare, aber stetige Punkte in einer Funktion abgeleitet werden kénnen. Damit
kann die semidifferenzierbare Newton Methode eingefiihrt werden, von der wir auch die
Konvergenz betrachten werden. Dieses Kapitel richtet sich nach “Optimazation with
PDE Constraints“von M. Hinze u.a. [3, S. 115 ff].

3.4.1. Newton Methode ohne Nebenbedingung

Als Erstes leiten wir uns zum Verstdndnis der semidifferenzierbaren Newton Methode
die einfache Newton Methode her. Dazu betrachten wir wie vorher das Minimierungs-
problem
m]iRn f(w) f:R*"—=R (3.10)
weR™
Die Optimalbedingung zu diesem Problem lautet V f(w) = 0. Zweitens wollen wir ein

numerisches Verfahren fiir dieses Problem entwickeln. Dazu setzen wir G := V f. Da

wir ein diskretes Verfahren wollen, setzten wir wq, wy, ... in G ein. Wir erhalten
G(Wk+1) =0

Um ein iteratives Verfahren zu erhalten taylorn wir GG in wy. Das ergibt
Theorem 3.4.1 (einfaches Newtonverfahren). Der Algorithmus 1 lést das Optimie-

rungsproblem (3.10). Es konvergiert superlinear falls G € C* und G’ invertierbar ist.

Data: w® (mdglichst nah an der Lisung w)
for k=0,1,... do

Lose G'(wk)sk = —G(wh);

whtt = w4 gk

end
Algorithm 1: einfache Newton Methode

3.4.2. Konvergenz der generalisierten Newton Methode

Betrachten wir ein unendlichdimensionales Optimierungsproblem

G(z)=0 (3.11)
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mit G: X — Y, wobei X,Y Banachrdume sind. Sei = die Lésung der Gleichung.

Um eine numerische Losung von (3.11) zu erhalten, benutzen wir einen &hnlichen Al-

gorithmus, wie den fiir das einfache Newtonverfahren, nur allgemeiner:

Data: 2° € X (mdglichst nah an der Losung T)
for k=0,1,... do
Wihle invertierbaren Operator My € L(X,Y);
Erhalte sy, beim Losen von Ms® = —G(2%);
gkt = gk g gk,
end
Algorithm 2: Generalisierte Newton Methode
Bis jetzt war der Operator M die Ableitung von G. Dies ist jedoch nicht moglich, wenn
G nicht differenzierbar ist. Wie der Operator My, in diesem Fall sinnvoll zu wéhlen ist,

wird spéter bestimmt.

Nun untersuchen wir die durch diesen Algorithmus gewonnene Folge 2" in einer Umge-

k+1

bung von @. Sei d**! = z**! — T der Abstand zwischen dem Iterationsschritt und der

Losung. Dann gilt
Mpd"™ = My(2"™ = T) = My (2" + 5 — 7) = Myd* — G(2%)
= G(T) + Mpd® — G(z")
Wir erhalten
Theorem 3.4.2 (Konvergenz der generalisierten Newton Methode). Betrachte (3.11)

mit der Lésung T. Sei 2% die Folge, die durch den Generalisierten Newton Algorithmus

2 erzeugt wurde. Sei ° nah genug an T gewdhlt

1. Falls 3y € (0,1) mit

ld* x = 1M (G@ + d") = G(@) — Mid") ||x < ylld*]lx
Vk mit ||dg||x klein genug

gilt, dann konvergiert x* — T linear mit Konstante .

2. Falls Vn € (0,1) 34, >0, sodass

ld*H lx = M (G(@ +d") — G(@) — Md®) ||x < nlld™ ] x

fﬂ?" HdkHX < 57]
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gilt, dann konvergiert x* — % super linear.
Beweis. Der Beweis ist in [3, S. 118] zu finden. O

Oft teilt man diese Kleinheitsannahmen in zwei Teile auf:
Definition 3.4.3 (Regularitidtsannahme). Sei M, € L(X,Y), wobei X und Y Ba-

nachriume sind. Dann ist die Regularitdtsannahme gegeben durch:
1M lysx <C VE=0

Bemerkung (Operatornorm). Die Notation fiir die Operatornorm von einem linearen

Operator f: X — Y, wobei X,Y normierte Vektorrdume sind lautet:

[fllx—y o= sup [[f(2)]y

=]l x=1

Definition 3.4.4 (Approximationsannahme). Sei M € L(X,Y), wobei X,Y Ba-
nachriume sind, T die Lisung von G(x) = 0 und d* := 2% — 7. Sei a +1 > 1 Dann ist

die Approximationsannahme gegeben durch:

IG@ + d") = G(7) — Myd"|ly = o([|d"||x) fiir [|di]lx — 0

3.4.3. Semidifferential

Die geeingnete Wahl von M, ist das sogenannte Semidifferential
Definition 3.4.5 (verallgemeinerte Differentiale). Seien X und Y Banachrdume und
G : X =Y ein stetiger Operator. Dann ist die Menge der verallgemeinerten Differen-

tiale definiert als

9G : X = L(X,Y)

Dabei meint X = L(X,Y), dass ein Punkt = € X auf eine Menge von linearen Ope-

ratoren abgebildet wird.

Nun konnen wir, um in unser Newtonverfahren das Semidifferential zu verwenden,

M, € OG(z2*) wihlen. Damit unser Verfahren aber super linear konvergiert, muss



16

gelten

sup  [|G(T + d*) — G(T) — Myd|ly = o([|d]|x) fiir [|d||x — 0
MedG(T+d)

Dieses nennt sich semidifferenzierbar.

Definition 3.4.6 (semidifferenzierbar). Sei G : X — Y ein stetiger Operator zwischen
Banachrdumen. Sei 0G : X = L(X,Y') mit nicht leeren Bildern gegeben wie oben. G
heiffit OG semidifferenzierbar in x € X, falls

sup  ||G(z + d¥) — G(z) — Myd|ly = o (||d||x) fiir ||d||x — 0 (3.12)
MedG (z+d)

Lemma 3.4.7. Seit G : X — Y ein Operator zwischen Banachrdumen und stetig
Fréchet differenzierbar in einer Umgebung von x. Dann ist G {G'}-semidifferenzierbar

m T.

{G"} beschreibt den Operator {G'} : X = L(X,Y) mit {G'}(x) = {G'(x)}

Beweis.
|G (x4 d*) — G(x) — G'(x + d)d||y
< ||G(z + d¥) — G(z) — G'(z)d|ly + |G’ (z)d — G'(z + d)d||y
<o(ldllx) +[|G'(z) = G'(z + d) | x>y lldllx = o (lld]|x)
Der zweite Teil des Beweises erfolgt analog, siehe [3, S. 121] O]

Theorem 3.4.8 (Rechenregeln semidifferenzierbare Funktionen). Seien XY, Z, X;,Y;

Banachraume.

1. Fualls die Operatoren G; : X; — Y; 0G;-semidifferenzierbar in x sind, dann ist
(G1,Gs) (0G1, 0Gs)-semidifferenzierbar in x.

2. Falls die Operatoren G; : X — Y 0G;-semidifferenzierbar in = sind, dann ist
G1+ Go (0G + 0G,)-semidifferenzierbar in .

3. Seien Gy 1 Y — Z und Gy : X — Y 0G;-semidifferenzierbar in Go(x) und in
z. Sei auflerdem OG1 beschrinkt in einer Umgebung von x = Gy(x) und Gy Lip-

schitzstetig in einer Umgebung von x. Dann ist G = G10Gy 0G-semidifferenzierbar
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mat
8G((L’) = {M1M2|M1 € 8G1 (8G2(:v)) , M, € aGQ(iL‘)}

Beweis. Der Beweis ist in [3, S. 122] zu finden. O

3.4.4. Semidifferenzierbare Newton Methode

Mit dem Semidifferential konnen wir nun die semidifferenzierbare Newton Methode

definieren.

Data: 2° € X (mdglichst nah an der Losung T)
for k=0,1,--- do
Wihle M, € 0G(x%);
Erhalte sy, beim Lésen von Ms® = —G(2%);
gF = gk g gk
end
Algorithm 3: semidifferenzierbare Newton Methode

Damit diese konvergiert, muss die Approximations- und Regularitdtsannahme erfiillt
sein. Die Approximationsannahme ist durch die Semidifferenzierbarkeit gegeben. Es
fehlt noch die Regularitdtsannahme.

Definition 3.4.9 (Regularitdtsannahme fiir das semidifferenzierbare Newton Verfah-

ren). Betrachte (3.11) mit der Lésung T. Dann lautet die Regularitdtsannahme
3C >0, F6>0:|[|M Yxsy <C VM e€dG(x) VzeX, |r—T|x<0d (3.13)

Theorem 3.4.10 (Konvergenz das semidifferenzierbare Newton Verfahrens). Sei das
Problem (3.11) gegeben mit der Léisung T. Seien X,Y Banachriume, G : X — Y
stetig und OG semidifferenzierbar und die Regularititsannahme (3.13) sei erfillt. Dann
existiert § > 0, sodass fiir alle z° € X mit |z2°—Z||x < & die semidifferenzierbar Newton

Methode super linear gegen T konvergiert.

Beweis. Nach 3.4.2 konnen wir aus einem Newtonverfahren der Form 2, d.h. es gilt
My € L(X,Y), My, ist invertierbar und

1M (G(@ + d*) — G(@) — Mid®) [[x = o]|d*]|x)
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gilt,folgern, dass das Newtonverfahren super linear konvergiert. Da M}, € 0G, ist M}, €
L(X,Y). My ist invertierbar, da die Regularitdtsannahme gilt. Auflerdem gilt mit der

Regularitdatsannahme und der Semidifferenzierbarkeit
1M (G +d¥) — G(T) — Myd®) || x
< M (G(@ + d) = G(@) — Myd®) ||
< Co(||d*||x) = o(lld*|| x)

Also ist 3.4.2 anwendbar. O

Damit haben wir Bedingungen fiir die Konvergenz der semidifferenzierbaren Newton
Methode gefunden. Diese konnen wir fiir den Beweis der Konvergenz bei unserer New-

ton Methode anwenden.
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4. Anwendung auf das
Phasenfeldmodell fiir

Rissentstehung

Nachdem wir die mathematischen Grundlagen fiir die Betrachtung eines Optimierungs-
problems kennengelernt haben, wollen wir diese anwenden. Das Problem war gegeben
durch

1
min / (vV* + &) [Vul> + v (62|VU|2+—(1—U)2) dx
ueHY(Q)2,0eHY(Q) Jq €9

s.d. 0 < v <y

uw=ug auf I'y UT'y

Zunéachst teilen das Optimierungsproblem in zwei voneinander unabhéngige Optimie-
rungen auf: Die Optimierung nach u und die Optimierung nach v. Im Anschluss be-
trachten wir beide Optimierungen genauer, indem wir sie umschreiben und numerische

Verfahren zur Losung entwickeln. Zum Schluss fusionieren wir beide Verfahren.

4.1. Erste Betrachtung des Modells

Beim genaueren Betrachten bemerkt man, dass die Ungleichungsnebenbedingung nur

von v und die Randbedingung nur von u abhéngt. Dies bietet die Moglichkeit das
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Optimierungsproblem in zwei Teilprobleme aufzuteilen.

1
min 2/ (vV* + &) [Vul> +v <62|Vv\2 + . (1-— v)2> dz
Q 2

u€H1(Q)
U = Ug aufF1UF2
1
min / (v* + &) [Vul> + v (€2|VU|2 +—(1- U)2> dz
veHY(Q) Jo €2

sd. 0<v <y

Wenn man beide Probleme implementiert, 16st man zunéchst die Optimierung nach
u und setzt die Losung dann in die Optimierung nach v ein. Danach setzt man die
Losung von v in die Optimierung nach u ein. Dieses Vorgehen wird mit der semidiffe-
renzierbaren Newton Methode wiederholt. Betrachten wir zuerst die Optimierung nach

u.

4.2. Optimierung nach u

Das Kapitel ist in zwei Unterkapitel aufgeteilt: Die analytische und numerische Be-

trachtung.

Im analytischen Teil formulieren wir das Minimierungsproblem zu einem Problem ohne
Nebenbedingung um. Dieses lédsst sich dann als partielle Differentialgleichung schreiben.
Die Existenz und Eindeutigkeit der schwachen Losung wird am Schluss des ersten Teils

bewiesen.

Fiir die numerische Betrachtung schreiben wir das Problem nochmal um und wenden
dann Finite Elemente und den Galerkin Ansatz an. Das Resultat ist ein Gleichungs-

system, das sich einfach 16sen léasst.
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4.2.1. Analytische Betrachtung

Erinnern wir uns an das Optimierungsproblem, das die Verschiebung des Korpers bei

der Entstehung von einem Riss beschreibt.
. 2 2 2 1 2
min (v + &) [Vuf +v | Vo> + — (1 —v)” | dz
ueHY(Q)? Jo €2

uw=ug auf I'y UT'y

Es ist leichter ein Problem ohne Nebenbedingung zu betrachten, also nehmen wir die
Nebenbedingung mit in dem Raum auf, iiber den wir optimieren. Also suchen wir statt

u € H(Q)?
u € ug + Hy(Q)? :=up + {u € H'(Q)?|u =0 auf [, UT,}

Das Problem hat dann folgende Form

min / (v* + &) [Vul> + v (62|V1}|2+€i(1—v)2> dz (4.1)
Q 2

u€uo+H} ()2

Da u : Q — R2? miissen wir nach u; und nach us minimieren. Es tauchen keine
Mischungen aus den Termen wu; und wuy auf, das heifit, dass wir die Optimierungen
trennen konnen. Beide sind identisch, es miissen spater nur unterschiedliche Werte
eingesetzt werden. Betrachten wir 0.B.d.A. die Optimierung nach u;.

Theorem 4.2.1 (Bedingung fiir ein Minimum). Sei das Minimierungsproblem (4.1)

gegeben und wy nimmt das Minimum an. Dann qult

/2 (V4 &) Vi Vipde =0 Vo € ug + Hy(Q) (4.2)
Q
Beweis. Nach 3.1.4 muss nur iiberpriift werden, ob die Gateaux-Ableitung von

T oup+ HY(Q)? — R
u f9(02+61)]Vu]2+62]Vv]2+é(l—v)zdx



22

von der Form (4.2) ist. Leiten wir J ab:

0Jw(®) = Hmi( I+t ) — J(wr,ua)

t—0 ¢

= 11_%?< ({(v2+61)]V(u1+tw)]2+|Vu2\2+eg\Vv\2

- i

— [(v* + &) [V |? + |Vus|* + €| Vu?

+z(1 v)de)
= limg [0 +ea) (V(u + 1)) = [Vu[?) do
= g%— :f(v +€1) (|Vuy + tVyY > — [V |?) dz
= %g%— g{(u +€1) (|Vup |* + 2tVu, Vo + £2|V|? — [Vuy|?) do
= lim} S{(v + €1) (2tVu, Vip + 12| VY|?) da

)

— f2 v+ ) Vu Voo do
Q

Damit dies eine Gateaux Ableitung ist, muss die Abbildung J'(uy) : ¢ — 0J(u1,?¢) € R
linear und beschrankt sein. Linearitét ist einfach nachzurechnen. Beschrénktheit ldsst

sich durch Cauchy-Schwarz zeigen. O

Somit lautet unser analytisches Problem: Finde u; € ug + HE (), sodass fiir alle ¢ €
Uo + H& (Q) gﬂt

0= /2 (v + &) Vuy Vb da (4.3)

Q

Nun ist noch interessant, ob eine Losung existiert und ob sie eindeutig ist. Dieses héngt
von ug und vy ab.

Theorem 4.2.2 (Existenz und Eindeutigkeit). Sei uy € H'(Q)?, vy € HY(Q). Die
schwache Léisung u € ug + H}(Q) von (4.3) existiert und ist eindeutig.

Beweis. Wir wenden 3.2.4 an. Dazu miissen wir die Bilinearform aufstellen und alle

Annahmen aus 3.2.2 zeigen. Die Bilinearform lautet

Bluy,v): (uo+ H (Q)0?)* — R
(Ul,’gb — f v +€1) 2VU1V¢ dz
Q
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Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 3.2 ist ¢ = ug, f,b,c¢ =0 und

Alx) = <U () + €& 0 )

0 U2(ZL') + €
Aus 3.2.2 sind 3 und 4 bereits erfiillt, da b, ¢ = 0 gilt. Beweisen wir 1.

Sei ¢ € R™. Dann gilt:

- (V) e 0
EAx)E=¢ ( 0 o2(z) + 61) 3
= (0 +e)f-¢
> ¢l

Damit ist Annahme 1 erfiillt mit A = ¢;. Fiir Annahme 2 gilt

€7 A()C] = (v + e1)€ - € < (vg + €2)€ - ¢ < (sup(vo)® + e2) €]¢]

mit A = sup(vg)? + €. O

4.2.2. Numerische Betrachtung

Das vorherige Kapitel hat das Minimierungsproblem zu folgender Nullstellensuchen

vereinfacht:

Finde uy € ug + Hy (), sodass

0= / (v’ + &) VurVipdz Vo € ug + Hy ()
Q

Da die Nullstelle im Raum H{(€2) einfacher zu finden ist, als im Raum ug + Hg (),
stellen wir das Problem um. Dazu definieren wir @y € uy + Hj(2), sodass iy auf dem
Rand T'; U Ty ug, entspricht und sonst 0 ist. Definiere zusitzlich @ € H}(Q), sodass

u, = U + ug. Damit lasst sich das Problem umschreiben zu

Finde u € H} (), sodass Vi € H} ()

_/ (UQ + 61) Vig Vi do = / (U2 + 61) VuaVy dz

Q Q
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Zur numerischen Betrachtung bieten sich Finite Elemente, insbesondere die dreieckig
linearen Lagrange Elemente an. Dafiir triangulieren wir das Gebiet, wie in 3.3 darge-
stellt. Nun nutzen wir den Galerkin Ansatz. Dafiir gilt ab jetzt k := (m + 1)(n + 1)

k
=Y ulTi(z,y)
=1

Dabei sind Tj(z,y) die globalen Formfunktionen und ! die gesuchten Konstanten.
Setzt man die Definition von @ ein und ersetzt ¢ € Hj () durch die Basis von P*, also
den globalen Formfunktionen 7;, so gilt Vi € {1,---  k}

—/(v2+el) Vﬂovwdx:/(v2+el) VaVey dx

Q

k
& - / v+ Zuo VTVde_/(v2+el)Zu?vEVTjdx
Q

= Q i=1

k
& - Zugi/ (v + 1) VI;VT, dw = Zuﬁ/ (v? + €1) VI,VT; d
1=1 Q i=1 Q
SLxup=Lxu"

wobei v = (uf,---ul)T, uf = (ub,, - uf)" und L= ([, (v* +¢€) VIV dx)l.j

Also miissen wir L berechnen und dann das Gleichungssystem L * ul! = L * u" lésen.

Berechnung des u Integrals
Als erste Vereinfacherung betrachten wir nicht mehr das Integral iiber €2, sondern iiber
die einzelnen Dreiecke der Triangulierung. Desweiteren ist 7; linear, also VT; konstant.

Es gilt

/(vz+61) VIVTde =) /(UMQ)VTNTj dz

Q EeEk B
=3 VTZ-VTj/(UZ—{—Gl) dz
EEEk B

Wir kennen VT;VT} auf jedem Dreieck. Also muss nur noch || 5 v? + edx berechnet

werden. Es darf iiber das Referenzdreieck integriert werden, da durch den Transfor-
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mationssatz das Integral iiber das transformierte Element gewonnen werden kann. Es

1
/v2+61dx:/02dx+§el

E E

gilt:

Da v bereits numerisch berechnet wurde, haben wir nur Funktionsauswertungen von v
an den Ecken des Dreieckes gegeben und wir wissen, dass v € P;. Also ist v eindeutig
bestimmt und kann berechnet werden. Die Darstellung von v ist in (3.8) und (3.9) zu
finden.

Die Berechnung von [ 5 v? dz sieht wie folgt aus:

/ (z,y)*derdy

E

)

1—
/ v3 — v1)T + (Vg —vl)y—l—’ul) dz dy
0

2, .2 2
(v] 4+ v5 + V5 + v1ve + VU3 + VaV3)

S| — o\»—\

Da die Berechnung iiber das transformierte Element durchgefiihrt wurde, muss noch

der Multiplikator ﬁ eingefiigt werden.

Berechnen wir nun

= VTiVTj/(Qﬂ—i—e)da:

EGEk B

wobei T; auf dem Gitterpunkt ¢ den Wert 1 hat und sonst den Wert 0 annimmt. Das
heilt genauer, dass T; nur auf sechs Dreiecken ungleich 0 ist. Um das Integral zu
bestimmen, braucht man also maximal sechs Dreiecke. Falls der Gitterpunkt am Rand
liegen sollte, betrachtet man nur drei Dreiecke, da die Dreiecke hinter dem Rand 0
gesetzt werden. An den Ecken berechnet man aus den selben Grund entweder ein oder

zwel Dreiecke.

E.
= E

E4 EG
E

Abbildung 4.1.: Triangulierung im Inneren
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Jetzt konnen wir L;; fiir festes ¢,j berechnen. Falls ¢ und j nicht adjazent sind, ist

Li; =0, da T;T; = 0 gilt. Seien nun 77 und 7} adjazent. Hier haben wir vier Fille:
e ¢ liegt auf 7, also 7 =1
e j liegt rechts neben 7 also j =7+ 1
e j liegt direkt unter ¢, j =7+n+1
o j liegt schriag unter 7, also j =7+ n + 2

Betrachten wir fiir die einzelnen Berechnungen Abbildung 4.1. T; ist immer der Mit-
telpunkt dieser Zeichnung, 7} ist entsprechend des jeweiligen j positioniert. In den
Berechnungen stimmen die Nummerierungen der Dreiecke mit den Nummerierungen
in der Abbildung 4.1 iiberein und ¢, mit k € {1,2, 3} entspricht den ¢ in (3.7).

Betrachten wir nun die vier Falle.

7 und j sind gleich

Liy= Y VIVT, / (v +¢)dz

EcFEy E

= V1V, / (v2 + e) dr + chQVgpz/ (1)2 + .g) dz

E1 E2

+ V(pOVgpo/ (v2 + 6) dz + VoV / (02 + e) dx

E3 Ey

+ VgOQVQDQ/ (1)2 + 6) dx + V1V / (v2 + 6) dx

Es Eg

j liegt rechts neben i

Lijo1= Y VI,VTi / (v +€) da

EcEy E

= VoV / (U2 + 6) dx + VoV / (U2 + 6) dx

E3 EG
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j liegt unter i

Liiv14n = Z VTiVTz‘HJrn/ (UQ + 6) dz
E

EecEy,

= VoV / (112 + e) dxr + VoV / (v2 + e) dx

Ey Es

j liegt schrag unter i

EecEy

Lijyoin = Z VTiVTz‘JrQJrn/ <U2 + 6) dz
E

= V<,01Vg02/ (112 + e) dx + V@1V902/ (v2 + e) dx

E5 EG

=0

Zusammenfassung  Mit diesen Werten kénnen wir die Matrix ( [,,(v? + €)VT;VT})

aufstellen:

ij

Abbildung 4.2.: Darstellung der Form der Matrix ([, (v* + E)VTZ-VTj)ij
Dabei sind auf der Diagonalen die Eintrége L;;, auf der Nebendiagonalen die Eintrége
L; ;41 und auf der anderen Diagonale die Eintrage L;;1,4+1. Wir haben bis jetzt immer
nur iiber das Referenzdreieck integriert. Da wir aber eigentlich iiber die transformierten

Dreiecke integrieren, miissen wir die Matrix mit dem Faktor 1/(hqhy) multiplizieren.

4.2.3. Aggregation

Nun haben wir die Matrix L und den Vektor uf gegeben, um das Gleichungssystem
Lu" = Lul zu berechnen. Allerdings haben wir noch nicht eingebracht, dass auf I'y UT,

u = 0 gilt. Eigentlich wiirden wir das im Vektor v mit aufnehmen, also die Zeilen 0
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setzen, die den Rand représentieren und dann das Gleichungssystem losen. Dies geht
numerisch jedoch nicht so einfach. Die Information muss in L und in Lul codiert
sein. Dazu setzt man die Zeilen in L gleich 0, die zum Rand gehoren. Die zugehorigen
Diagonaleintriige werden 1 gesetzt. Diese Matrix nennen wir L. Die zugehérige Eintrige
in Lul, also die Eintrige, die in der selben Zeile sind, setzt man 0. Den neuen Vektor

nennen wir L{LS Dadurch erhélt man, dass u” an dieser Stelle 0 wird.

Damit haben wir beide Seiten diskretisiert und kénnen das Gleichungssystem imple-

mentieren. Wir wollen

1 - 1 - ~ ~
Lu= Lul & Lu = Lul
Il U Il ug U ug

berechnen. Der Code dazu hat folgende Form

1. Berechne Matrix L
2. Berechne Vektor Luf
3. u=Lul\L
Algorithm 4: Berechnung von u
Da sowohl L als auch LZLS aus fast nur Nullen besteht, verwende ich in Matlab Sparse
Matrizen, also diinn besetzte Matrizen, mit denen Matlab sehr effizient rechnen kann.

Dies fiithrt zu einer wesentlich besseren Laufzeit.

4.3. Optimierung nach v

Bei der Optimierung nach v geht es um die Fortsetzung des Risses. Fiir dieses Opti-
mierungsproblem mit Ungleichungsnebenbedingung sicheren wir zunéchst die Existenz
und Eindeutigkeit der Losung. Danach stellen wir die Optimalitéitsbedingungen auf.
Das resultiert in einem Karush Kuhn Tucker System. Dieses wollen wir mittels semi-
differenzierbarer Newton Methode losen. Dazu miissen zunéchst alle Funktionen des
KKT Systems differenziert und danach diskretisiert werden. Dies geschieht wieder mit
Finiten Elementen. Am Schluss fithren wir beide Optimierungsprobleme zu einem Ver-

fahren zusammen.
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4.3.1. Analytische Betrachtung

Die Optimierung nach v hat folgende Form:

1
min / (v*+ &) [Vul> + v (GZIVUF + - (1-— v)z) dz (4.4)
2

veEH1 (Q) Q

sd. 0<v <y

Das lasst sich allgemein als Optimierungsproblem mit Ungleichungsnebenbedingungen

darstellen

min J(w) sd. wedC
weW

wobei W ein Banachraum, J : W — R Gateaux-differenzierbar und C' C W. In diesem
Fall bedeutet das:

J: H(Q) — R
v o= [, (0P +e) | Vul +v <62|V11]2 + (1= v)2> dz
C:={ve H(Q)0<v < v}

Zunéchst wollen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung zeigen. Dafiir brauchen
wir die Gateaux differenzierbarkein von J.

Lemma 4.3.1. J ist Gateaux differenzierbar mit

J'(v): H(Q) — R
U1 = 20| Vul? + v <622V’UV77/)1 — %(1 — v)¢1> dx
Q
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Beweis. Zunichst miissen wir die Richtungsableitung bestimmen.

0J(W)wn) = Timi( T+ 1)~ J(v))
= tim ([ (@) + ) V()P

Q
v (V0 + 1) + L (1= (v + ) do)
—hf(v2 +€1) |[Vul?
+v (EQ\VUP + (1= v)2> dx)
= Jm ([t ) b a) = (42 + ) [V

v (e (IV(0 + i) = [Vol?)
+L (=0 =) = (1= v)?)) da)
- hm%( [ (v* + 2vtehy + 127 — v?) |Vul?
Q

t—0

+v (e ([V|* + 2tVoVy + 2|V |? — |Vol?)
+L (1= 02 = 201 = o)t + 2y = (1= 0))) )

€2

- hm( [ 20ty + t2) [Vul? + v (2 2V, + Vi [2)
Q

—L (1= )y +1uR)) dr)
_ [ 200/ Vul + v (290Vi = 2(1 - o)) d
0
= [ 20|Vul?yy — v <522Am/11 - %(1 - U)¢1) dz
)
+ f 2veaVovy do
e

Damit es auch eine Gateaux Ableitung ist, muss sie beschrankt und linear sein. Dies

ist einfach zu sehen. O

Theorem 4.3.2. Das Problem (4.4) besitzt genau eine Lisung, falls vy stetig ist.

Beweis. Wir wollen Theorem 3.1.6 anwenden. Zunachst miissen wir alle Voraussetzun-

gen priifen.
1. W = H'(Q) ist ein Hilbertraum, also auch ein reflexiver Banachraum.

2. Nun muss gezeigt werden, dass C' nichtleer, abgeschlossen und konvex ist. C' ist
nichtleer, da 0 € C.

Sei v, eine konvergente Folge in C. Dann gilt 0 < v, < vy fiir alle n € N. Es gilt

auch 0 < lim,,_, o u, < vg. Also ist C' abgeschlossen.
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Um Konvexitdt von C zu zeigen sei 0 < A < 1 und v,w € C. Dann gilt
0 <A+ (1—=XNw,daX>0.AuBerdem gilt Av+(1—N)w < Avg+(1—N)vg = vp.

Also ist jede Konvexkombination in C' enthalten, C' ist konvex.

3. J ist strikt konvex. Der Beweis dazu kann durch einfaches Nachrechnen gefiihrt

werden. Fiir Stetigkeit gilt dasselbe.
4. J ist Gateaux differenzierbar nach (4.3.1)

5. Sei w € C mit ||v]|g1) — oo. Dann gilt

J©) = fo @+ &) [Vl +v (e Vol + L (1 v)) do
= [o V| Vul* + &|Vul> + v <62\Vv]2 +o(1-2v+ v2)> dzx
= [v*|Vul* —v (%v + é?;z) dz + [, e |Vul? + l/é dz
+ [ ve| Vo* dz
< Jov? (\Vu|2 + I/é) dz + ¢ + €| Vo2
< CIHUH%?(Q) e+ 62||VU||%2(Q)
< (I0l22(0) + 190220 ) + o
< ol +c

— 0

mit ¢, d, ” > 0 passende Konstanten.

Alle Voraussetzungen aus Theorem 3.1.6 sind erfiillt, also existiert genau eine Losung

des Optimierungsproblems. O]

Nachdem wir nun wissen, dass die Losung existiert und eindeutig ist, wollen wir das Mi-
nimum finden. Dazu brauchen wir Optimalitdtsbedingungen. Diese stellt das folgende
Theorem auf:

Theorem 4.3.3 (Optimalitiatsbedingungen). Sei a := inf{J(w)|H(w) <p 0}. Dann
qilt:

a= inf Jw)+ (H(v), (A) ) HL(Q), H-1(2)
L
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mat
H:H(Q) = H(Q)
V=
UV — Vg
Beweis. Die Bedingungen aus 3.1.7 miissen gelten. Sei
P :={(v,w) € H'(Q) x HY(Q)|v > 0 und w > 0} € H'(Q) x H'(Q)

P +# 0, da H'() nur stetige Funktionen enthilt. Also ist P ein positiver Kegel.
J: H(Q) — R sei wie oben definiert. H ist linear, also konvex.

Das Bild von J enthélt ein o, sodass H(0) <p 0 gilt, da es ein v € H*(2) geben muss,

das echt zwischen 0 und vy liegt.
Auflerdem ist a := inf{J(w)|H(w) <p 0} < 0o, da J stetig und beschrinkt ist.

Also kann Theorem 3.1.7 angewendet werden. Damit existiert (u,\) € H'(Q) X
H=1(Q) mit (1, A\) > 0 komponentenweise, sodass

veH1(Q)

. A
a= inf J(v)+ (H(v), (M)>H1<m,Hl<m
[l

Damit miissen wir nur noch das Minimum der Lagrangefunktion suchen. Dies funktio-
niert, indem wir die Ableitung bestimmen und 0 setzen. Wir leiten die Lagragefunktion
ab und erhalten VJ(v) + A — p = 0. Ausformuliert lautet das Problem:
9 2
20|Vu|* — e2Av — —(1 —v) + A —pu=0 auf €2
€2

2¢aVor =0 auf 0f)



4 Anwendung auf das Phasenfeldmodell fiir Rissentstehung 33

Nun sind alle Voraussetzungen erfiillt, damit das KKT System aufgestellt werden kann.

20| Vul? = €2AT7 — 2(1 =7) + A — pp = 0 auf Q
2¢5Vur = 0 auf 92

v>2a >0 po=0

T<b A>0 Avg—7)=0

Die Projektion fiir die Nebenbedingung lautet nach (3.5):

pw—A=max{0,u — A+ c(v —v)} + min{0, u — A+ cv}Ve > 0

Daraus ergibt sich eine starke und schwache Formulierung. Die Starke lautet: Suche

v € H', sodass

20| Vul]? — 241 — 2(1 = 7) +n = 0 auf Q
2¢;,Vor = 0 auf 0f)
n =max{0,n + ¢(v — vo) } + min{0,n + v} Ve >0

Die schwache Formulierung ist dann

2

/lefu\VuF + EQQVUV"wl — €_<1 — 'U)wl + 771/11 dz =0
2

Q

/ (n — max{0,n + ¢(T — vp) } —min{0,n+ cv}) Yy dxr =0
Q

Ve >0,V € HY(Q) mit n = pu— A

4.3.2. Anwendung auf semidifferenzierbare Newton Methode

Unser Ziel ist es, eine Methode zu finden, mit der das KKT System lésen kénnen.
Betrachten wir also
G:H'(Q) x HY(Q) — H1(Q)?
[ 2000 Vul? + v (ggzvuwl — 2(1— v}y + nwl) do
Q

g{ (n — max{0,n + c(v —vg)} — min{0,n + cv}) Yy dz

(v,m) =
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Wir wollen (v,7n) finden, sodass G = 0 ist. Direkt kann diese Formel nicht gelost wer-
den, da wir, um G5 zu berechnen, (v,n) benétigen. Dies ist nicht gegeben. Also 16sen
wir das Problem mit einer Newton Methode. Fiir jeden Iterationsschritt ist (v, n) durch
den vorherigen gegeben. Fiir die Newton Methode wird die Ableitung von G benétigt.
Da G4 offensichtlich keine Gateaux-Ableitung hat, muss das Semidifferenzial berech-
net werden. Daraus folgt, dass die semidifferenzierbare Newton Methode angewendet

werden muss.

Sehen wir uns zunéchst die 0G;(v,n)(h) an. Es gilt:

Theorem 4.3.4. G(v,n) ist semidifferenzierbar mit

0 (0,1)(n) = / W1 |Vl + v <ez2V¢1vw1 + e—icblwl) A

Q

0G0, 1) () = / Vot da

Q
falls u fest gewdhlt ist, oder u € L.
Beweis. Nach Lemma 3.4.7 ist G; 0G semidifferenzierbar, falls GGy stetig Fréchet dif-

ferenzierbar ist. Bestimmen wir zunéchst die Richtungsableitung in Richtung ¢; bzw

¢o. Diese ist gegeben durch

OG1,(v, 1) (Y1, ¢1) = /2?/)1§Z51|VU|2 +v (622V¢51V@/}1 + é%%@l) dx

Q

Gy(v,1) (63) = / Vot da

Q

Die Berechnung wird hier nicht weiter ausgefiihrt. Die Richtungsableitungen miissen

linear und beschrankt sein. Linearitédt ist einfach zu sehen. Fiir Beschranktheit von

8Cllv(va 77) (77[]1, Cbl) gﬂt
160G (0, 1) (b, )l s < = / 20610 |Vuaf? + v <ez2V¢1W1 + %wl) d
Q

smvmmwh@mu+wmﬂ%%éﬂwh@m4

< (C+CIVul?) [ 11l

Da u € L™, ist ||[Vul||? beschrinkt. Damit ist Gy, beschrinkt. Fiir Fréchet Differenzier-
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barkeit muss eine Abschitzung {iberpriift werden:
|G (v + h,n) — Gi(v, 1) — OGrs(v,n)(h)||
2
= || /2¢1(U +h)|[Vul* +v (622V(U +h) Vi = —(1 = (v+h))yr + 77@51) da
J 2
2
- /2¢11)|VU|2 +v (EQQVUV% — e_(l — )ty + 777»01) dz
) 2
2
J 2
2
= | /21p1h\Vu\2 +v <622VhV1/11 + 6—hz/11> dx — /2w1h\Vu\2
Q ? Q
2
+v (622th7/)1 + e—h’(/)l) d[[’”
2
=0
Da G4, beschrankt und linear ist, ist Gy, auch stetig. O
Fir das Semidifferenzial von G5 beweisen wir zunéchst ein Lemma.
Lemma 4.3.5. Betrachte f: H'(Q)? — H=Y(Q) mit
(n,v) — n —max{0,n+ c(v — vg)} — min{0,n + cv} (4.5)

Dann ist f semidifferenzierbar mit

{0} falls —c(v—1v9) <n odern < —cv

0
a—{] =49 {1} falls —cv<n < —c(v—1y)
[0,1]  falls — c(v —wvo) =n oder n = —cv
und
5 {—=c}  falls —c(v—1vy) <n odern < —cv
3_£ =4 {0} falls —cv <n < —c(v—wp)

[—c, 0] falls —c(v—wvg) =n odern = —cv
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Beweis. f kann in einer anderen Form dargestellt werden

—c(v—1g) falls —c(v—wvy) <7
flo,m) =< n falls —cv <n < —c(v— 1)
—cv falls n < —cv

Die Aquivalenz dieser Form von f und (4.5), kann einfach nachgerechnet werden. Be-
trachten wir zunéchst die Ableitung nach 7. Es reicht, die Semidifferenzierbarkeit der
einzelnen Abschnitte zu betrachten. Falls jeder Abschnitt semidifferenzierbar ist und

die Uberginge auch, so ist f semidifferenzierbar.

Sei dazu —c(v — vg) < 1 oder n < —cv. Mit Lemma 3.4.7 gilt die f Semidifferenzier-
barkeit von f, falls f stetig Fréchet Differenzierbar ist. Um Fréchet Differenzierbarkeit
zu zeigen, bestimmen wir zunéchst die Richtungsableitung. Diese ist offensichtlich 0.
Dadurch folgt sofort die Fréchet Differenzierbarkeit.

Sei nun —cv < n < —c¢(v — vp). Durch Lemma 3.4.7 miissen wir wieder die Fréchet
Differenzierbarkeit iiberpriifen. Offensichtlich ist die Identitédt Fréchet differenzierbar.

Das Differenzial ist hier 1.

Sei n = —c(v — vg). Sei zunéchst d > 0. Die Abschéitzung (3.12) muss gelten. Hier ist
df(n+d,v) = {0} und damit

sup  [[f(n+d,v) — f(n) — Md|[z-1a)
Medf(n+dv)

= || = c(v—v9) + c(v = vo) || -1y = 0 = o (||d|| (@) fiir ||d||r2(2) — O

Sei nun d < 0. Da d nahe an 0 ist, gilt d > —cvp mit vy > 0. Es ist 0G3(n + d) = {1}

und damit

sup Hf(n‘i_dav) _f(777v> _MdHH_l(Q)
Meof(n+d,v)

= —c(v—wo) +d+c(v—1r) = d||lz-10) = 0 =0 (|d]| 12 (02))

fiir ||d|| 1) — 0 Es fehlt noch n = —cv. Sei zunédchst d > 0. Da d nahe an 0 ist, gilt
auch d < cvy. Es gilt 9f(n+ d,v) = {1} und damit

sup  ||[f(n+d,v) = f(n) — Md|[g-10)
MedG] (n+d)

= —cv+d+cv—d||lg-10 =0=0(||d|mw) fir ||d|mg — 0
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Sei nun d < 0. Es gilt: Es gilt 9G3(n + d) = {0} und damit

sup ||f(77+d7”) _.f(n7v) _MdHH*l(Q)
Meof(n+d,v)

= | —cv+cv|g-1) =0=o0(lld|n ()

fiir ||d|| g1 — 0. Damit ist f semidifferenzierbar nach 7. Die Semidifferenzierbarkeit

von v berechnet man analog. O]

Das eigentliche Ziel war, das Semidifferenzial von G5 zu finden. Dieses kénnen wir nun

tun.

Theorem 4.3.6. G5 : H'(Q)> — H'(Q) mit

(v,m) — / (n —max{0,n + c¢(v — vy) } — min{0,n + cv}) P dx
Q

st semidifferenzierbar mit

of
0Gaon(n,v) (W02, P2) = [ Z=1apo dx
0
0Ga,(1.0)(02:00) = [ Lo
Q

Beweis. Es gilt

/ (n — max{0,n + c(v — vg)} — min{0,n + cv}) Yo da

= /nwg dz — /max{O, N+ c(v—vy) }thodx — /min{O, N+ colihy dz
Q 0

Q

= Fi(v,n)(¥2) — Fa(v,n)(¢2) — F3(v,n)(¢2)

Wir kénnen nach 3.4.8 Fy, F5, F3 getrennt ableiten. Betrachten wir die Ableitung nach
n. Die Ableitung von Fj ist einfach

aFln(%,@):/Q%@de
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F5 und Fj lassen sich mithilfe der Kettenregel aus 3.4.8 ableiten

0 0
OFy, (o, o) = / e p— max{0,n + c¢(v — vo)}a—sz dz
= / %%% dz
Q
_ : on
OF 3, (Y2, o) = / o0 T o min{0,n + cv}a—nng dz
8f3 %% da

Q

mit f; und fo der min bzw. der max Term. Die Ableitungen kann man davon einfach

berechnen. Es ergibt sich:

OGay(1,0) (2, P2) = OF1 (0, 0) (Y2, ba) + OF5 (1), v) (2, P2) + OF3(1, v) (12, b2)

_ / Yy d + af2w2¢2 de af3w2¢2 de
Q Q
:/(d+%_j;+%)¢2¢2dx
Q
/afwz@dlﬂ
Q

of

Es fiigen sich die Ableitungen von fs, f3 und n wieder zu 5y Zusammen. O

Damit ergibt sich als Ableitung

, G, G
G'(v,1) = (Gl G1">
2v 2n

Also lautet das Gleichungssystem, das fiir das Newtonverfahren nach s gelost werden

_ Gy . G Guy s!
G N Gy Gzn s

muss
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Stellen wir dazu die Newton Methode auf:

Data: v°, ' moglichst nah an der Losung v, 7
for k=0,1,--- do

G G, G !
Erhalte s& beim Ldsen von — H = ' SN ;
GQ GQU ng 82

VR = o gkl = g gk
end
Algorithm 5: semidifferenzeirbare Newton Methode

4.3.3. Numerische Betrachtung

Alle Funktionen aus dem Newtonsystem miissen numerisch dargestellt werden.

Fiir die Diskretisierung wird das selbe Gitter und die selben Elemente genommen wie
bei der Optimierung nach u. Auch hier werden wir wieder mit dem Galerkin Ansatz
arbeiten, d.h.

k k 2

h h h
UZE:viTi 7725 0T ’UOZE vo; L;
i—1 i=1 i=1

wobei die T; wieder die globalen Formfunktionen sind.

Da u gegeben ist, ist u ein Vektor mit den Auswertungen an den Ecken der Dreiecke.
Die Darstellung ist die gleiche wie in (3.9) und (3.9). Also gilt

IVul® = (usr — u21)® 4 (u11 — u21)® + (uz2 — u2)® + (urz — uge)? =: u®

Numerische Darstellung von G,

Betrachten wir

Gi(v,n) = /2¢1U’VU’2 +v (622V0V¢1 - %(1 - U)¢1+) ny dx

Q
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Die Diskretisierung lautet:

/2wlv]Vu]2 +v (ZeQVvvwl — é(l — v)%) + 0y do

Q
/QT thTud’5+V (62220 VI;VT; — E 1—thT )
0 =1

4 2
=> Q/ud”TT- dx—i—QeQV/VTVT de+v= | T}T;dx
- €9

=1 Q 9)

k
—IJEZ/T dx+zm /TT dz

=1 Q

2 2
= (2A+126,B +v—D)v" —v=D % e+ D
€2 €2
mit e := (1,--- , )To" = (v, - o)), 0" o= ()T, Ay = [uTT; dx, By =
Jo VTVT; dz, ¢; := [, T;jdz und D;; := [, T;T; dx.

Die Berechnung der Matrizen A, B, D erfolgt im Anhang A.1. Es ergibt sich

2 2
(2A + 2ves B + —VD)vh ' De + Dl =
€9 €9

wobei bei A auf der Hauptdiagonalen £ (Z ud“) steht, auf der Nebendiagonalen steht

dis dis
24 (uEs + UEs

Nebendiagonalen o (uf® + ufs).

, auf der zweiten Nebendla onalen L(u¥s + %) und auf der dritten
g 24 Ey E5

Bei B steht auf der Hauptdiagonalen 4, auf der Nebendiagonalen und der zweiten

Nebendiagonalen —1.

Bei D steht auf der Hauptdiagonalen %, auf der ersten, zweiten und dritten Nebendia-

1
gonalen 5
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Durch die noch ausstehende Transformation der Dreiecke, muss der gesamte Term mit
1/hqhe multipliziert werden.

Numerische Darstellung von G,

/ (n — max{0,n + c(v — vg)} — min{0,n + cv}) Yo dz
Q

Um dieses Funktional numerisch darzustellen, benutzen wir den Galerkin Ansatz mit

k

k k
v=">Y v'Ti(z,y) n=> nTz,y) vo =Y _ vl Ti(z,y)
i=1 =1

i=1

Daraus ergibt sich:

/ (n —max{0,n+ c(v —vg)} —min{0,n + cv}) s dx

k k
(Z 0T — max {0, DT+ () T =) vom}

k k
[ (St = Ym0 i ) 1
Q =1 =1

k
_Zmin{(),mh + cv?}ﬂ-) T; dx

=1

k
> (o = max {09! + c(v] —vg)} — min {09} + cvl'}) TVT; da

Il
—

o =1
k
= (Z ' — max {0, 0" + c(v) — vo!")} — min {0, 7 + cv?}) /Tﬂ} dx
i=1 Q
= Dw,,

mit D aus der numerischen Darstellung von G; und
(W )i == —max {0, 7 + c(v] — vo!) } —min {0, n! + cvl}. Die Summe und 7; diirfen

aus dem max bzw. min herausgezogen werden, da T; immer nur an einem Punkt un-
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gleich 0 ist. Dadurch kommt niemals zustande, dass mehr als ein Term der Summe

ungleich 0 ist. w,, kann auch explizit dargestellt werden:

—c(vh —voh)  falls — c(vl —vel) <t
(Wyy)i =< Nt falls — col < n < —c(vl — vol)
—col falls 7" < —cu

Auch hier muss das Integral wieder transformiert werden, wodurch der Faktor 1/h;hs

multipliziert wird.

Numerische Darstellung von G,

2v
le(v, 77) = /2¢1¢1|Vu|2 + V2€2V¢1V¢1 + 6_¢1¢1 dZL‘
2
Q

wird nun diskretisieren:

2v
/2¢1¢1‘VU‘2 + 21/€2V¢1V’¢1 + €—¢1¢1 dx
2
Q

| 2
- / AT T + e, VIVT; + =TT, dx
€2
Q

2
— 24+ 2B+ XD
€2

Wir benutzen die gleichen Notationen, wie bei der numerischen Darstellung von G4

und die gleiche Transformation.

Numerische Darstellung von G,

Giy(v,n) = [ g2t dz
/
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wird nun diskretisieren:
/¢2¢1d$=/TjTi=D
Q 0

Auch hier muss wieder transformiert werden.

Numerische Darstellung von G,

Es soll

0G2(n,v) (12, ¢1) :/%%% dz

Q
mit

{—c} falls —c(v—1y) <nodern < —cv

0
I {0} falls —cv <n < —c(v—1p)

B =
[—¢c,0] falls —c(v—1vg) =noder n=—cv

numerisch dargestellt werden. Statt % implementieren wir eine Vereinfachung, die

nicht mehr Mengenwertig ist. Dazu wéhlen wir statt [—c, 0] einen Punkt aus dem In-

tervall, z.B. —¢/2. Nun kann % diskretisiert werden zu f". Dies ist einfach die Funktion

ausgewertet an den Gitterpunkten.

Nun wird 0Ga, (n, v) (19, ¢1) diskretisiert. Hier wird wie immer 5, ¢; durch die globalen
Formfunktionen T; ersetzt und €2 durch die Vereinigung aller Dreiecke. Nun kann fiir
jedes Dreieck [ %TZT]- dx berechnet werden. Dies erfolgt im Anhang A.1.

E

Wir erhalten wieder eine Matrix folgender Form:

Abbildung 4.3.: Darstellung der Matrix ([, (v? 4+ €)VT;VT})

ij
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Jeder Eintrag, der nicht 0 ist, besteht aus der Summe von unterschiedlichen Auswer-

tungen der Funktion f auf den Dreiecken, {iber denen integriert wurde.

Numerische Darstellung von G,

Die numerische Darstellung ist genau die gleiche, wie bei GG, nur dass die Funktions-

auswertungen von f andere sind.

4.3.4. Aggregation

Nun sind alle Funktionen diskretisiert und das Problem kann implementiert werden.

Stellen wir die genaue Newton Methode auf.

Data: v°, " (moglichst nah an der Losung (7,7))
for k=0,1,--- do
Lése das Gleichungssytem Lu* = Luk nach u* ;
Erhalte s, beim Lésen von
Gi(v*,n*)\  [0G, (0", n*)(T3) 9G,(v*, ") (T3)\ (st
- (Ga(vkaﬁk)> N (5sz(v’“7n’“)(Tz‘) 5’Gzn(v’“,n’“)(ﬂ)) (85)

VL = gk gk Rl =k gk,

end
Algorithm 6: semidifferenzierbare Newton Methode

mit
L = [(v+e&)VLVT;de
)
G, = ( ([ u¥T,T; dx);; + 2ves fVTVT dz);; + 2—’2’(f T.T; dx)ij) vk
fT dz); fTT dx)wn )

Gy = szTJ da)y; (! — max {0,7)" + c(v — o) } — min {0, 7} + cv}'});
oGy, = f uT,T; dx)ij + 2ve f VI, VT;dx); + % f T;T; dx),
Gy, = f T;T; dz),;
0Ga, = hf 9T Ty),
0Gay = (hf %TiTj)zj

f = n—max{0,n7+ c(v —vy)} —min{0,n + cv}
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5. Numerische Resultate

Zuerst betrachten wir die Implementierung der Optimierung. Wir werden darauf ein-
gehen, wie man die Parameter im Code A.2 wihlen muss. Danach werde ich einige
Beispiele fiir unterschiedliche Gitterweiten, verschiedene Risse und Moglichkeiten des

Einspannens des Materials betrachten.

5.1. Justieren der Parameter im Code

Am Anfang ist zu sagen, dass wir nur Risse betrachten, die mindestens zwei Gitter-
punkte breit sind. Wenn ein Riss nur einen Gitterpunkt breit ist, wird v nicht konstant

0, was dazu fithrt, dass in der Implementation nie ein vollstédndiger Riss vorhanden ist.

AuBerdem muss 1 an beiden Randern unterschiedlich sein. Wenn g an beiden Randern
gleich ist, ist die Verschiebung des Materials iiberall gleich, d.h. dass nur eine Trans-
lation stattgefunden hat. Selbst wenn wir einen Riss einfiigen, werden wir diesen nicht

sehen.

Zur Wahl von der Konstanten ¢, die durch den Lagrangemultiplikator  hinzugekommen

ist: Wéhlt man ¢ zu gro und betrachtet
f(v,n) =n—max{0,n+ c(v —vg)} — min{0,n + cv}

werden das Maximum und das Minimum 0, da v — vy negativ ist und v positiv ist. Es
gilt f(v,n) = n. Nach dem Newtonverfahren ist —Gy = 0Goq, st + 3G2773’2“ mit

Gy = ( / T, dy)ot” 9Cs, = 0 0, = ( / T.T, dz),
Q Q

Daraus folgt n" = —s*. AuBerdem gilt n**! = n* + s* = 0. Dadurch fallen nach dem

ersten Iterationsschritt alle Terme mit 17 weg. Also beriicksichtigen wir die vorgegebene
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Bedingung von 0 < v < vy nicht mehr. Diese soll aber explizit beriicksichtigt werden.
Also sollte man ¢ nicht zu grof3 wéihlen. Auch wenn ¢ zu klein gew#hlt wird, beachten

wir die Schranke nicht, d.h. sinnvollerweise sollte man ungeféhr ¢ = 1 wihlen.

Die richtige Wahl von n am Anfang zu finden, ist gar nicht so einfach. n kann positiv
und negativ sein, da n = A — p ist, wobei A > 0, ¢ > 0 Lagrangemultiplikatoren sind.
Experimentell findet man heraus, dass n = 1 kein Ergebnis liefert, bei n > 2 fast kein
Ubergang zwischen Riss und nicht Riss ist, bei 0,4 < 1 < 1 ist das Papier nicht richtig
gerissen, also v wird nie ganz 0 und/oder das Papier ist nie ganz heile, d.h. 1 wird nie
angenommen. Die Wahl von n = 0,34 ist fiir manche Probleme sehr gut, fiir andere
nicht. Erst im negativen Bereich erhalten wir fiir alle Probleme gute Werte. Hier muss

aber n > —1 gelten.

Kommen wir zur Wahl von vy. Es sollte Sinn ergeben, vy konstant in einer Umgebung
von 1 zu wahlen, da v = 1 schon bedeutet, dass kein Riss vorhanden ist. Kleiner sollte
es nicht gewahlt werden, da sonst nicht zugelassen ist, dass das Gebiet nicht gerissen
ist. Dies ist leider in der Implementation nicht zu sehen. Bei vy > 0,7 erhalten wir
Ergebnisse, die mit den erwarteten Ergebnissen iibereinstimmen. Damit ist auch v > vy,
was im Widerspruch zu der Nebenbedingung 0 < v < vy steht. Aulerdem verédndern
auch grofie Werte von vy nichts am Ergebnis. Dieses Verhalten lasst {iberlegen, ob es
iiberhaupt sinnvoll ist, diese Bedingung mit in das Problem zu nehmen. Als weiteren
Ansatz konnte die Rissentstehung auch ohne Ungleichungsnebenbedingungen getestet

werden.

5.2. Beispiele

Mit dem implementierten Algorithmus konnen wir nun einige Beispiele betrachten.
Dazu betrachten wir zwei unterschiedliche Grafiken, z.B. 5.2 und 5.1. In einer Grafik
ist die Verschiebung des Gebietes dargestellt, in der anderen, ob und wie stark ein Riss
vorhanden ist. Bei beiden Grafiken ist jeweils das gesamte Gebiet, hier ein rechteckiges
Gebiet in 2D auf der x und y Koordinate dargestellt. Die z Koordinate gibt bei der
Verschiebung an, wie stark das Gebiet verschoben ist und bei dem Riss, wie stark der
jeweilige Gitterpunkt eingerissen ist. Ein Wert in der Nédhe von 1 bedeutet, dass das

Gebiet nicht gerissen ist und 0, dass es vollstdndig gerissen ist.

Bei beiden Grafiken sind je 8 Bilder zu sehen. Diese geben an, wie viele Iterationsschrit-

te der Newton Algorithmus durchgelaufen ist. Das erste Bild (also links oben) gibt das
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Ergebnis nach der ersten Iteration an. Das zweite Bild, rechts neben dem ersten Bild,
gibt das Ergebnis nach 2 Schritten aus. Dann folgen 5, 10, 20, 50, 100 und zum Schluss,

rechts unten, 200 Iterationsschritte.

5.2.1. Der Riss im Material ist durchgdngig

Beim ersten Beispiel ist das Gebiet an der rechten und linken Seite konstant einge-
spannt. Hier ist v am linken Rand immer 1 und am rechten Rand immer 2. Am Anfang
wurde ein Riss durch das gesamte Gebiet eingefiigt, der parallel zum eingespannten
Rand verlauft. Dieser befindet sich genau in der Mitte des Gebietes. Dieses sieht man

auch in dem ersten Bild von 5.2.

Betrachtet man den Riss im Verlauf der Iterationen, sicht man, dass der Riss an der
gleichen Stelle bleibt und gegléttet wird. Manchmal schwankt das Gebiet, das nicht
gerissen ist, zwischen 0,9 und 1,1. Die Verschiebung des Gebietes 5.1 sieht dhnlich
aus. An der Stelle des Risses, ist eine Unstetigkeitsstelle zu finden. Diese zieht sich
durch alle Bilder. Die Verédnderung im Verlauf der Iterationen ist zum einen, dass die
Unstetigkeit gegléttet wird. Zum anderen ist die Verschiebung, die nicht beim Riss ist,

linear und mit steigender Iterationszahl fast konstant.

Die Glattung des Risses, und damit auch die Glattung der Unstetigkeitsstelle bei der
Verschiebung im Gebiet, entsteht durch den |Vo|? Term im Optimierungsproblem, wie
am Anfang erldutert. Ebenfalls ist die zunéchst lineare und dann annéhernd konstante
Verschiebung hierauf zuriickzufithren. Der Riss breitet sich nicht weiter aus, da das

Gebiet nicht weiter verschoben wird. Dieses Szenario liefert realitdtsnahe Ergebnisse.

Betrachten wir das gleiche Szenario bei einem 10 x 10 Gitter wie in 5.3 und 5.4. Hier gibt
es andere Ergebnisse. Der Riss verschiebt sich zum Rand, an dem v = 1 gilt. Vermutlich
liegt die Verschiebung des Risses daran, dass der Riss sehr groff im Vergleich zu dem

Gitter ist. Dadurch wird das gesamte Papier gerissen, was niedriger eingespannt ist.
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Abbildung 5.1.: Darstellung der Verschiebung des Gebietes bei konstantem ug, einem
Riss in der Mitte und 100 x 100 Gitterpunkten

0.5 05 0.5

S it
Tl|\||lllll|l|||\'\- | ‘l“l‘

05 05 L 0.5

05

Abbildung 5.2.: Darstellung des Risses bei konstantem ug, einem Riss in der Mitte und
100 x 100 Gitterpunkten
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Abbildung 5.3.: Darstellung der Verschiebung des Gebietes bei konstantem wug, einem
Riss in der Mitte und 10 x 10 Gitterpunkten

Abbildung 5.4.: Darstellung des Risses bei konstantem ug, einem Riss in der Mitte und
10 x 10 Gitterpunkten
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5.2.2. Das Material ist am Rand angerissen

Beim néchsten Experiment betrachten wir das gleiche u wie vorhin, aber wir reiffen
das Papier nur an einer Seite ein wenig an. Dieser Riss ist 10 Gitterpunkte lang auf
einem 100 x 100 Gitter. Abbildung 5.5 und 5.6 zeigen dieses Szenario.

Betrachten wir zunéchst die Verschiebung des Gebietes. Hier sieht man nur dort eine
Unstetigkeitsstelle, wo am Anfang der Riss ist. Diese Unstetigkeitsstelle wird ldnger
und breitet sich parallel zur Befestigung aus. Am Ende, bei 200 Iterationen, ist im
gesamten Papier der Riss zu sehen. Die Unstetigkeitsstelle wird wieder glatter, je mehr

Iterationen das Programm durchgefiihrt hat.

Auch die Ausbreitung des Risses verlauft fast identisch. Wahrend der ersten 20 Itera-
tionen ist kaum eine Verdnderung festzustellen. Bei der 50. Iteration liegt der Wert von
v bei 0,7 dort, wo das Extremum nicht angenommen wird. Bei spéteren Iterationen

zieht sich der Riss wie erwartet durch die gesamte Oberflache.

Im Groben zeigt der Algorithmus das erwartete Verhalten, d.h. der Riss breitet sich
parallel zur Befestigung aus. Die Anomalie bei Iteration 50 konnte eine Ungenauigkeit

in meinem Algorithmus oder der zu Grunde liegenden Modellierung sein.
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Abbildung 5.5.: Verschiebung des Gebietes bei konstantem g, einem kleinen Riss am
Rand und 100 x 100 Gitterpunkten

Abbildung 5.6.: Darstellung des Risses bei konstantem g, einem kleinen Riss am Rand
und 100 x 100 Gitterpunkten
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5.2.3. Das Material ist an beiden Seiten eingerissen

Befestigen wir nun das Material wieder wie vorhin und reiflen es an beiden Seiten an,

sodass die Risse aufeinander zulaufen. Dies stellen Abbildung 5.7 und 5.8 dar.

Zunachst wird der Riss bei beiden Bildern nur geglittet. Spéter setzt er sich fort, sodass
beide Risse zu einem Riss werden. Dadurch erhélt man einen Riss, der quer durch das

gesamte Material verlauft.

Dieses ist auch das erwartete Verhalten des Risses.

Abbildung 5.7.: Verschiebung des Gebietes bei konstantem ug, einem kleinen Riss an
beiden Rédndern und 100 x 100 Gitterpunkten

Abbildung 5.8.: Darstellung des Risses bei konstantem wug, einem kleinen Riss an beiden
Réndern und 100 x 100 Gitterpunkten
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6. Fazit und Ausblick

Insgesamt ldsst sich feststellen, dass die Implementation bei einer gréfferen Anzahl
an Gitterpunkten bei allen vorgestellten Beispielen realitétsnahe Ergebnisse liefert.
Bei weniger Gitterpunkten erhalten wir nicht das erwartete Ergebnis, wie z.B. bei
Abbildung 5.3 und 5.4. Hier reifit das Material am Rand und nicht in der Mitte. Eine
mogliche Erklarung ist, dass der Riss sehr grof§ im Vergleich zu dem Material ist und
jegliche Fortsetzung des Risses schon dazu fiithrt, dass das Material auch am Rand

gerissen wird.

Abbildung 6.1.: Darstellung des Risses bei konstantem ug, zwei kleinen Riss an einem
Rand und 1002100 Gitterpunkten

Ein anderes, nicht funktionierendes Beispiel, zeigt die Modellierung von zwei Rissen, die
in einem Material auf der gleichen Seite sind und aufeinander zu laufen. Ein Riss ver-
schwindet komplett bei vielen Iterationen, wie in Abbildung 6.1 dargestellt. Dies diirfte
nicht sein. Wenn das Material einmal gerissen ist, sollte der Riss immer dort bleiben.

Weiterfithrend konnte betrachtet werden, warum dieser Riss verschwindet. Vielleicht
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ist dies ein Problem in der Modellierung, da in dieser Modellierung die Oberflédche des
Risses klein gehalten wird, wenn die Verschiebung des Gebietes nicht zu grof3 wird.
Die Verschiebung des Materials wird klein, wenn schon ein anderer Riss vorhanden ist.

Dadurch konnte der Riss verschwinden.

Betrachten wir nun die Laufzeit der Implementation. Diese liegt bei O(n?), wobei n
die Breite bzw. Hohe des Gitters ist. Dieses ist in 6.2 zu sehen. Figentlich sollte es in
O(n) moglich sein, das Problem zu implementieren, da nur Matrizen aufgestellt werden
und mehrere Matrixmultiplikationen mit Sparse-Matrizen stattfinden, die sehr effizient
sind. Beim genaueren Betrachten des Codes fillt auf, dass meine Implementation sehr
viel Zeit bei dem erstellen der Matrizen braucht. Dieses konnte vermutlich sehr viel

eflizienter berechnet werden.

600

500 / 4
400 / 3 1
300

200 ’

100 ~

] L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

Abbildung 6.2.: Laufzeit der Implemention. Auf der x-Achse ist die Gitterweite, auf
der y-Achse die Zeit in Sekunden angegeben

In der analytischen Betrachtung konnte man untersuchen, ob weniger Voraussetzungen
an ug und vy gestellt werden miissen. Stetigkeit von ug sollte ausreichend sein, ist aber

auch notwendig. In der Praxis kann man Material nicht unstetig einspannen.

Eine wichtige Untersuchung wére die Konvergenz der Newton Methode. Diese zu be-
weisen erweist sich als sehr schwierig, da nicht klar ist, ob die Regularitdtsannahme
erfiillt ist. Im Diskreten konvergiert die Methode fiir alle untersuchten Beispiele, was

natiirlich keine Aussage dariiber trifft, ob sie auch im analytischen Sinn konvergiert.

Nun haben wir eine Methode gefunden, mit der das Phasenfeld Modell fiir Rissentste-

hung berechnet werden kann.
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A. Allgemeine Informationen

A.1. Rechnungen

In diesem Kapitel werden alle Rechnungen vorgestellt, die zur numerischen Darstellung

der Optimierung nach v notwendig sind.

A.1.1. Numerische Darstellung von G,

Die Formel

. 2
G1 (Uh, ’I’]h) = 2(/ udZST%TYj d[L‘)Z] + 262(/ VTVZVTYJ d[[‘)w + a(/ ,_Z—;Ty dZE)Zj ’Uk
Q Q Q

- z(/Tjdﬂf)j + (/ T,T; dz)yn"

€3
Q Q

2 2
= (2A+26B + =—D)v" — =c+ Dn"
€3 €3

soll berechnet werden.

Um A, B, D zu berechnen, brauchen wir [, ¢;p; baw. [, V¢;Ve;, wobei E das Ein-

heitsdreieck ist.

Jeei%i | Je VeiVe;
Yoo % 1
1 1
P11 | 13 3
1 1
Y202 | 15 3
1 1
Yov1 | o1 3
1 1
o2 | 51 -3
©192 | 5 0
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Nun koénnen wir die einzelnen Matrizen berechnen. Die Berechnung erfolgt analog zur
Optimierung nach u. Bei den Matrizen gibt es immer die Fille, dass ¢ und j gleich sind,
j rechts neben i ist, j direkt unter ¢ liegt und j rechts unter ¢ liegt. Fiir alle anderen ¢

und j ist der Matrixeintrag immer 0. Die Bezeichnungen sind die Gleichen, wie bei u.

Berechnung der Matrix A

A= /UdisTiTz‘ dz
Q

/udE’fgplgol dx+/udE’;g02g02 dx+/u%sg00900 dx

E]_ E2 E3

+/udEZj<,00g00dm+/udEZ:gpggogdx%—/udEfgplgm dx
E4 Es Eg

_ 1 dzs 1 dzs 1 dzs 1 dzs 1 dzs 1 dzs
= pve T gt Tt T g le T gt T g uE,

1 (&,
:E<Z“E)

=1

Ajip1 = /udisTiTiH dz = /chgf(ﬂo@l dw +/ U ooipr dz
Q E3 Eg

1 1
dzs + el dzs o

o dis dis
Y 24 "Fo ~ 24 ( )

Up, + Ug,

Ajivitn = /UdiSTiTiJan de = /chf%%@l dx + /U%Z;SOO% dx
Q Ey Es

1 1
dis dis dis dis
24UE4 + ﬁuEs - 24 (uE4 +uEs)

Ajitny2 = / T T o do = / uGsprpr dr + / UGS p1pr dx
Q E5 Eg

dis + i dzs .

dis dis
= 9" T 5qt = 51 ( )

Up, + Ug,
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Berechnung der Matrix B

Q

= /V<,01V301 d:z:—l—/VgpQVgoQ dx—I—/Vngoo dx
E1 ES

Es
+/V@0Vg00 d$—|—/V<,02V902 dx+/Vg01V<p1 dx
E4 Es Ee

—1+1+1+1+1+1—4
22 2 2

B = / VT,V T, dr = / ViV do + / VoV dr
Q Eg

E3

1
:————:—]_
2 2

Bi,i+n+1 = /ann+l+n de = /V@ngpl dSC—F/VgO()Vng dx
Q

Ey Es

Biitni2 = /VTiVTHHn dz
Q

:/Vngog d:U—l—/VgolVg@da::O

E5 E6
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Berechnung der Matrix D

D= | T;T;dx

= [ v1¢1 d:l:—l—/902g02dx+/googoodx

Eq E> Es3

+/<po<,00dx+/<p2g02d$—l—/901g01 dx

Ey E5 FEg
_1+1+1+1+1+1_1
12 012 12 12 12 12 2

D1 = /TiTi—H dz = /800901 dz + /800901 dz

Q FEs3 Eg
B 1+1 1
24 24 12

Diiiny1 = /TiTz’+1+n dr = /900901 dﬂU‘*‘/(Po(Pl dw

Q Ey Es
1 1 1
24 24 12

Di,i+n+2 = /TiTi+2+n dz = /LP1902 d$+/901<P2 dz
Q Es Eg
1 1 1

21 2T 12
A.1.2. Berechnung von G,

Es muss [ %T,Tj dx berechnet werden. Dazu integriert man statt iiber €2 wieder iiber
Q

die einzelnen Dreiecke. Dabei ist zu beachten, dass fiir gerade und ungerade Dreiecke

andere Ergebnisse zustande kommen:



A Allgemeine Informationen 59

i j| 2 5 9 T,T; dv gerades Dreieck | [ %TiTj dz ungerades Dreieck
E E

0 0| gt +3f3+f) & (4 3f5 4+ 1)

0 1| (i +2f8 +2£0) o (2 + 28 + 1)

0 2| 32/ +2f0 + ) 5 (I + 210 +2f8)

11| G+ /2 +31) &G+ i+ 1)

2| geft + f2 +2f}) 55 2f + f +2f3)

2 2| B+ 2+ 1) s (fl+ 2+ 311

Dabei ist fI* bei einem geraden Dreieck die Auswertung von f" an der oberen linken

Ecke des Dreiecks. Die anderen Bezeichnungen sind darauf aufbauend.

Damit kénnen wir 0Gs, diskretisieren. Wir nennen die Diskretisierung Fj;. Hier hat

man wieder die vier Falle:

= / ST dxe
/M%%M+/mwwm+/m%wm
/M%%M+/mwmw+/M%%M
= ((f1 bSR3 (P 3 (SR 35+ )
(35 D) g+ GBI+ 1)+ G+ FE+ 1) )
A= [ PTTde = [ hoprdet [ Sl do
Q E3 Es

_ % ((ff +2f5 4+ 2f3) p + (27 +2f5 + fé‘)EG)

Aiitian = /thz‘TiHJrn dr = /fg4g00901 dz + /f&%% da

= (G2t + 1), + (o 2rt+20),,)
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A itngo = /thz'THHn do = /fg5901<P2 dz + /f1{56901¢2 dx
Q Es Eg

= Hlo (@A + B +28), + @A+ £ +28) )

hierbei bedeutet (f{' + f3 + f§') . , dass f} f auf dem i-ten Gitterpunkt des Dreieck E;

ausgewertet wird. Die Transformation mit 1/hqhg wird auch hier am Schluss ausgefiihrt.
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A.2. Code

n=100;
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m=100;

epsilon = [0.01;nux 5/(n+l) ;(5/(n+l) )=*(1/nu)l;

v = ones ((m+l)*(n+l),1);

for i=0:20
v(ix(n+l)+ n/2) = 0;
v(ix(n+l)+ n/2+1) = 0;

end

eta = —-.34%ones ((n+l)* (m+1),1);

v0 =.9%ones ((n+l) * (m+1),1);

ul=zeros ((n+1l)* (m+1), 1);

for i=0:m
ul (i* (n+1)+1) = 1;
ul (i* (n+1)+n+l) = 2;

end

[edges, allSurroundingTriangles] = triangulasation (m,n);

for i=1:k
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ul = calculate_u(edges, allSurroundingTriangles, u0, epsilon(l), v,
m, n;

u = [ul,ul] ;

[A, B, D] = Matrixes_for_G(u, edges, allSurroundingTriangles, m, n );

D=1/ (n*m) *D;

Gl = (2«A+2+epsilon(2)*B+ (2/epsilon(3))*D)*v -

(2/epsilon(3)) *D*xones ((n+l) * (m+1),1) + Dxeta;

Glv = m*A + 2xepsilon(2)*B + (2/epsilon(3))*D;

Gleta = D;

[G2, G2v, G2eta] = G2_and._deratives (v, eta, const, v0, D, edges,

allSurroundingTriangles, m, n);

gradG = sparse ((m+l)x(n+l)*2 , (m+1l)*(n+tl)=*x2 ) ;

gradG(l: (m+1l) *(n+l),1: (m+1l)«x(n+l)) = Glv;

gradG(l: (m+1)«(n+1l), (m+l)* (n+l)+1: (m+1l) = (n+l)*x2) = Gleta;
gradG ((m+1) * (n+1)+1: (m+1) * (n+1)*2,1: (m+1) » (n+l)) = G2v;

gradG((m+1l)x (n+l)+1: (m+1l) * (n+l) %2, (m+1l) x (n+l)+1: (m+1l) » (n+tl)*2) = G2eta;
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G = sparse ((m+l)x(n+l)=*2,1) ;
G(l: (m+l)*(n+l),1) = - G1;
G((m+tl)*(n+l)+1l: (m+1l)*(n+l)*x2,1) = - G2;

s = gradG\G ;
v = s(l:(m+l)*(n+l)) + v;

eta = s((m+l)*(n+l)+ 1: (m+l)*(n+l)=*2) + eta;

if i==1 || i==2 || i==5 || i==10 || i==20 || i==50 || i==100 || 1i==200
resultu = reshape(u(:,1),n+l,m+1l);
resultv = reshape(v,n+l,m+l);

resulteta = reshape(eta,n+l,m+l);
[X,Y] = meshgrid(0:1/n:1);
figure (3)
subplot (2,4,1);
mesh (X, Y, resultu) ;
figure (4)
subplot (2,4,1);
mesh (X, Y, resultv) ;
1=1+1
end

end

function result = calculate_u(edges, allSurroundingTriangles, u0,

epsilon, v, m, n)

integral v = integral_of v_total (v, edges, epsilon,n,m);
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rechts = integrate_u(allSurroundingTriangles,integral_v, m, n);

for i=0:m

rechts (i* (n+1)+1,
rechts (i* (n+1)+1+n, :
rechts (i (n+1)
rechts (i* (n+1l)
end
links = - rechts * u0;
for i=0:m
links (i* (n+1l)+1) = 0;
links (i* (n+1)+1+n) = 0;
end
result = rechts\links;
result = result + u0;

end

function result = integrate_u(allSurroundingTriangles,

+1,1ix(n+1)+1)
+14+n,ix (n+l)+1+n

integral.v,

m,

n)
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diag = diagonal_u(allSurroundingTriangles, integral_v, n, m);

secDiag = second._diagonal_u(allSurroundingTriangles,integral_v, n, m);
farDiag = far._.diagonal_u(allSurroundingTriangles, integral_v, n, m);
secDiag2 = [0; secDiag(l: (n+l)*(m+1l)-1)1];

farDiag2 [zeros(n+l,1) ; farDiag(l: (n+l)*(m+1l)—-(n+l))]1 ;

result = spdiags([farDiag secDiag diag secDiag2 farDiag2 ]

,[-n-1 -1 0 1 n+1], (n+1l)* (m+1), (n+l)* (m+1l) );
end
function result = diagonal_u(allSurroundingTriangles, integral_v, n, m)
result = zeros((n+l)*(m+1l),1) ;

for i=1: (m+1)* (n+1)

surrounders = allSurroundingTriangles (i, :);
intvsurround = integral_of_v_surroundings (surrounders, integral_v);
result (1) = intvsurround(l) + intvsurround (2)

+ 2 * intvsurround(3) + 2 * intvsurround(4)
+ intvsurround(5) + intvsurround(6) ;
end
end

function result = second.diagonal_u(allSurroundingTriangles,integral_v,

n, m)

result = zeros((n+l)* (m+1),1);
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for i=1:(n+1)* (m+1)

surrounders = allSurroundingTriangles (i, :);
intvsurround = integral_of_v_surroundings (surrounders, integral_v);
result (i) = - intvsurround(3) - intvsurround(6);
end
end
function result = far_diagonal_u(allSurroundingTriangles, integral_v, n, m)
result = zeros((n+l)*(m+1l),1);

for i=1:(n+1)* (m+1)

surrounders = allSurroundingTriangles (i, :);
intvsurround = integral_of_v_surroundings (surrounders, integral_v);
result (i) = - intvsurround(4) - intvsurround(5);
end
end
function integrate = integral_of_v_total (v, edges, epsilon,n,m)
integrate = zeros(nxmx2,1);

for i=l:n*mx2
integrate (i) = integral_of_v(v(edges(i,:)),epsilon);
end

end

function integral = integral_ of v (v, epsilon)
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integral= 1/12% (v (1) 2 4+ v(2)"2 4+ v(3)"2 + v(1)*v(2) + v (1)*v(3)
+ v(2)*v(3)) + 1/2xepsilon;

end
function result = integral_of_v_surroundings (surroundings, integral_v )
result = zeros(1l,6);
for i=1:6
if (surroundings (i) ~=0)
result (i)=integral_v (surroundings (i) ) ;
end
end
end
function [A, B, D] = Matrixes_for_G(u, edges, allSurroundingTriangles,
m, n )

gradUTotal = grad.u_-total (u, edges);

A = integrate_u_ti_tj(gradUTotal, allSurroundingTriangles, m, n);
B = integrate_gti_gtj(allSurroundingTriangles, m, n);
D = integrate_ti_tj(allSurroundingTriangles, m, n);

end

function gradU = grad.u_total (u, edges)
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gradU = ( u(edges(:,3),1l) - u(edges(:,2

14 ) 4

+ ( u(edges(:, - u(edges(:,2),1)
u(edges(:,2),2)
2),2)

- u(edges(:,

r3)
1),1)
+ ( u(edges(:,3),2)
+ ( u(edges(:,1),2)

14

end

function result = integrate_u-ti_tj(gradUTotal, allSurroundingTriangles,

m, n)

result = zeros((m+1l)=*(n+l));

diag =zeros ((m+1)* (n+1),1);

secDiag = zeros((m+l)x(n+l),1);

farDiagl = zeros((m+1l)*(n+l),1);

farDiag2 = zeros((m+l)x(n+l),1);

for i=1: (m+1)x (n+1)

surroundings = allSurroundingTriangles (i, :);

gradUSurroundings = zeros(6,1);
for j=1:6
if (surroundings (Jj)~=0)
gradUSurroundings (j)=gradUTotal (surroundings(j));
end

end

diag(i)=(1/12) % sum(gradUSurroundings) ;

secDiag (i) = (1/24) x (gradUSurroundings (3)
+ gradUSurroundings (6) ) ;

farDiagl (i) = (1/24) * (gradUSurroundings (4)
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end

+ gradUSurroundings (5) ) ;
farDiag2 (i) = (1/24) % (gradUSurroundings (5)
+ gradUSurroundings (6) ) ;
end
secDiag2 = [0; secDiag(l: (n+l)x(m+1)-1)1;
farDiagl2 = [zeros(n+l,1) ; farDiagl(l: (n+l)* (m+1l)-(n+1))] ;
farDiag22 = [zeros(n+2,1) ; farDiag2(l:(n+l)x* (m+l)—-(n+2))1 ;

result = spdiags([farDiag2 farDiagl secDiag diag secDiag2 farDiagl2
farDiag22 ],[-n-2 -n-1 -1 0 1 n+l1 n+2], (n+l)* (m+1l), (n+l) x (m+1l) );

function result = integrate_gti_gtj( allSurroundingTriangles, m, n)

result = zeros((m+l)*(n+1));

diag =zeros ((m+l) % (n+l),1);

secDiag zeros ((m+1)* (n+1),1);

farDiag zeros ((m+1l) x (n+l),1);

for i=1: (m+1l)* (n+1)

sur = allSurroundingTriangles (i, :);
for j=1:6
if (sur(j)~=0)

sur (j)=1;
end

end
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diag(i)=(1/2) = sur(l) + (1/2) * sur(2) + sur(3) + sur(4)
+ (1/2) * sur(5) + (1/2) * sur(6);
secDiag (i) = -(1/2) * sur(3) - (1/2) * sur(6);
farDiag(i) = -(1/2) * sur(4) - (1/2) * sur(5);
end
secDiag2 = [0; secDiag(l: (n+l)x(m+1)-1)1;
farDiag2 = [zeros(n+l,1l) ; farDiag(l: (n+l)* (m+l)—-(n+l))]1 ;
result = spdiags([farDiag secDiag diag secDiag2 farDiag2 ]

,[-n=1 -1 0 1 n+1], (n+l)*(m+1l), (n+l) * (m+1l) );
end

function result =

result = zeros((m+1l)*(n+l));

diag =zeros ((m+1)* (n+l),1);

secDiag = zeros((m+l)*(n+l),1);
farDiagl = zeros((m+1l)*(n+l),1);
farDiag2 = zeros((m+l)x(n+l),1);

for i=1: (m+1)* (n+1)

surroundings = allSurroundingTriangles (i, :);
for j=1:6
if (surroundings (j)~=0)

surroundings (j)=1;

integrate_ti_tj(allSurroundingTriangles, m, n)
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end
end
diag(i)=(1/12) * sum(surroundings) ;
secDiag (i) = (1/24) = surroundings(3) + (1/24) x surroundings (6);
farDiagl (i) = (1/24)  surroundings(4) + (1/24) * surroundings(5);
farDiag2 (i) = (1/24) * surroundings(5) + (1/24) * surroundings (6);
end
secDiag2 = [0; secDiag(l: (n+l)*(m+1l)-1)1];
farDiagl2 = [zeros(n+l,1) ; farDiagl(l:(n+l)+*(m+1l)—-(n+1l))]1 ;
farDiag22 = [zeros(n+2,1) ; farDiag2(l:(n+l)* (m+l)—-(n+2))1 ;

result = spdiags([farDiag2 farDiagl secDiag diag secDiag2 farDiagl2
farDiag22 ],[-n-2 -n-1 -1 0 1 n+l n+2], (ntl)* (m+1l), (n+l)* (m+1l) );
end

function [ G2, G2v, G2eta ] = G2_and_deratives (v, eta, const, v0, D,

edges, allSurroundingTriangles, m, n)

G2 = calculate_G2 (v, eta, const, v0,D, m, n);

[f.v, f_eta] = calculate_f_v_eta(v, eta, const, v0, m, n);
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G2v = calculate_G2div (f_.v, edges, allSurroundingTriangles, m, n);

G2eta = calculate G2div(f_eta, edges, allSurroundingTriangles, m, n);
end
function G2 = calculate_G2 (v, eta, const, v0, D, m, n)

w = zeros ((n+l)«*(m+1l),1);

for i=1: (n+1)* (m+1)

if ( —const*x(v(i)-v0(i)) <= eta(i) )
w(il) = —const*(v(i)-v0(1i)) ;

elseif ( - const % v(i) < eta(i) && eta(i) < -—constx(v(i)-v0(i)) )
w(i) = eta(i);

elseif ( eta(i) <= —-constx v (i) )

w(i) = — const x v (i) ;

end

G2 =D * w;

end

function [f_v, f_eta] = calculate_f_v_eta (v, eta, const, v0, m, n)
f_v = zeros ((n+l)*(m+1),1);
f_eta = zeros((n+l)x(m+1l),1);

for i=1: (n+1)* (m+1)

if ( —constx(v(i)-v0(i)) < eta (i) |\ eta(i) < —constx v(i))
f_v(i) = —-const ;
f_eta(i) = 0 ;
elseif ( - const % v(i) < eta(i) && eta(i) < -—-constx(v(i)-vO0(i)) )
fv((i) = 0;
f_eta(i) = 1;
elseif ( -constx(v(i)-v0(i)) == eta(i) || eta(i) == -constx v (i) )
fv(i) = 0;
f_eta(i) = 0;

end
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end

end

function G2div = calculate_G2div (f, edges, allSurroundingTriangles, m, n)

diag = zeros((n+l)x(m+1l),1);
secdiag = zeros((n+l)*(m+1l),1);
thirddiag = zeros ((n+1l)* (m+1l),1);
forthdiag
for i=1:(n+1)* (m+1)

zeros ((n+1)+ (m+1),1);

surrounders = allSurroundingTriangles (i, :);
alledges = zeros(6,3);
for j=1:6
if surrounders(j) == 0
alledges(j,:) = 0;
else
alledges (j, :) = edges(surrounders(j),:);
end
end
diag(i) = 1/60 % (fnO(f,alledges(l,1)) + fnO(f,alledges(1,2))

(1

+ 3 x fn0(f,alledges(1,3)) + fnO(f,alledges(2,1))
+ fn0(f,alledges(2,2)) + 3 = fnO(f,alledges(2,3))
+ fn0(f,alledges(3,1)) + 3 x fn0(f,alledges(3,2))
+ fn0(f,alledges(3,3)) + fnO(f,alledges(4,1))

+ 3 x fn0(f,alledges(4,2)) + fnO(f,alledges(4,3))
+ 3 x fn0(f,alledges(5,1)) + fnO(f,alledges(5,2))
+ fn0(f,alledges(5,3)) + 3 = fnO(f,alledges(6,1))
+ fn0(f,alledges(6,2)) + fn0(f,alledges(6,3)));

secdiag (i) = 1/120  (fnO(f,alledges(3,1))
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+ 2 x fn0(f,alledges(3,2)) + 2 x fn0(f,alledges(3,3))
+ 2 x fn0(f,alledges(6,1)) + 2 x fn0(f,alledges(6,2))

+ fn0(f,alledges(6,3)) ) ;

thirddiag(i) = 1/120 % (2xfn0(f,alledges(4,1))
+ 2 % fn0(f,alledges(4,2)) + fn0(f,alledges(4,3))
+ fn0(f,alledges(5,1)) + 2 x fn0(f,alledges(5,2))
+ 2xfn0(f,alledges(5,3)) ) ;

forthdiag (i) = 1/120 » (2 » fn0O(f,alledges(5,1))
+ fn0(f,alledges(5,2)) + 2 x fn0(f,alledges(5,3))
+ 2 x fn0(f,alledges(6,1)) + fnO(f,alledges(6,2))

+ 2 % fnO0(f,alledges(6,3)) ) ;
end
secdiag2 = [0; secdiag(l: (n+l)x(m+1)-1)1;
thirddiag2 = [zeros(n+l,1) ; thirddiag(l: (n+1l)+ (m+1l)-(n+1))]
forthdiag2 = [zeros(n+2,1) ; forthdiag(l: (n+l)* (m+1l)—-(n+2))]

G2div = spdiags ([forthdiag thirddiag secdiag diag secdiag2
thirddiag2 forthdiag2],[-n—-2 -n-1 -1 0 1 n+l n+2]

, (n+1) * (m+1), (n+l) *« (m+1) );
end
function result = fn0O (f,int)
if int==
result = 0;
else
result = f(int);
end
end

function result = integrate_eta_ti_total (edges, sur, eta, m, n

)

4

4
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intEtaTi = integrate_eta_ti_triangles(eta, edges, m, n );

result = zeros ((m+1l)«*(n+l),1);

for i=1: (m+1)* (n+1)

result (i) = surroundings_not_null (intEtaTi,sur,i,1,3)

+ surroundings_not_null (intEtaTi, sur,i, 2, 3)

+ surroundings_not_null (intEtaTi, sur,i, 3,2)
+ surroundings_not_null (intEtaTi, sur,i, 4,2)
+ surroundings_not_null (intEtaTi, sur,i,5,1)
+ surroundings_not_null (intEtaTi, sur,i,6,1);
end
end
function result = integrate_eta_ti_ triangles(eta, edges, m, n )
result = zeros (2*«n#*m, 3) ;
result(:,1) = 1/24 » (2 * eta(edges(:,1)) + eta(edges(:,2))
+ eta(edges(:,3))) ;
result(:,2) = 1/24 » (eta(edges(:,1)) + 2 * eta(edges(:,2))
+ eta(edges(:,3))) ;
result(:,3) = 1/24 % (eta(edges(:,1)) + eta(edges(:,2))
+ 2 % eta(edges(:,3)));
end
function result = surroundings_not_null (intEtaTi, sur, i, 3j, k)

if (sur (i, j)==0)
result = 0;

else
result=intEtaTi (sur (i, j),k);

end

end
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function [edges, E] = triangulasation (m,n)

edges = edges_of_triangles(m,n);
E = surrounding_triangles (m,n);

end

function edges = edges_of_triangles (m,n)

edges=zeros (n*m*2, 3) ;

for i=0:n*m=*2-1

edges (i+1,1)=floor(i/2)+floor(i/(2*n))+1;

if (mod (i, 2)~=0)
edges (i+1,2)=edges (i+1,1)+1;
edges (1i+1, 3)=edges (i+1,2) +n+1;

else
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edges (i+1,2)=edges (i+1, 1) +n+1;
edges (i+1, 3)=edges (i+1,2) +1;

end
end
end
function E = surrounding_triangles (m,n)
E = zeros((n+l)*(m+1),6);

for j=1:(n+1) % (m+1)
if (>n+l && j<=(n+l)+*m && mod(j,n+l)~=0 && mod(j,n+l)~=1)

E(j,1) = 2xj—(2xn+5)-2xfloor((j-n-2)/(n+l));
E(J,2)=E(3,1)+1;

E(J,3)=E(3,1)+2;

E(3,4)=E(j,1)+2xn+1;

E(J,5)=E(3,4)+1;

E(J,6)=E(3,4)+2;

E(j,5)=1;
E(3,6)=2;
elseif (j<n+l && j>1)

E(J,4)= 2+3—-(2xn+5)-2+«floor ((j—n-2)/(n+l)) + 2xn + 1;
E(3,5)=E(J,4)+1;
E(J,6)=E(]J,4)+2;

elseif (j==n+1)

E(j,4)= 2xn;
elseif (mod(j,n+l)==0 && j~= (n+1)* (m+1l))
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end

end

E(j,1) = 2%3j-(2xn+5)-2+floor((j—n-2)/(n+l));
E(J,2)=E(J,1)+1;
E(3,4)=E(]J,1)+2xn+1;

elseif (j== (n+1)~* (m+1))

E(J,1) = 2+j=(2*n+5)-2+xfloor ((j—n-2)/(n+l));
E(3,2)=E(J,1)+1;
elseif( mod(j,n+l)==1 && Jj~= (n+l)*m+1)

E(J,3)= 23— (2*n+5)-2xfloor ((j—n-2)/ (n+l))+2;
E(Jj,5)=E (3, 3)+2*n;
E(j,6)=E(J,5)+1;

elseif (j==(n+1)*m+l)

E(J,3) = 2= (2*n+5)-2xfloor ((j—n-2)/ (n+l)) +2;
elseif (j>(n+l)*m+l && j< (n+1)* (m+1))

E(j,1) = 2xj—(2xn+5)-2xfloor ((j-n-2)/ (n+l));
E(3,2)=E(]j,1)+1;
E(]I3)=E(jl 1)+2;

end
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