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KAPITEL 1

Extremwertverteilungen

In diesem ersten Kapitel werden wir Extremwertverteilungen einfiihren.

1.1. Grundbegriffe

Wasserstéande, Niederschlagsmengen, Log-Returns einer Aktie, Leistungen von Sportlern und
andere Grofien lassen sich unter Umsténden durch unabhéngige identisch verteilte (u.i.v.)
Zufallsvariablen modellieren. Wir bezeichnen also mit X, Xs, ... eine Folge von u.i.v. Zufalls-
variablen.

Definition 1.1.1. Die Verteilungsfunktion von X; ist definiert durch
F(t)=PX; <t], teR.

Es sei bemerkt, dass alle Zufallsvariablen die gleiche Verteilungsfunktion haben, da sie als
identisch verteilt vorausgesetzt werden. In der Extremwerttheorie ist es oft einfacher, die
sogenannte Tailfunktion F' zu betrachten.

Definition 1.1.2. Die Tailfunktion von X; ist definiert durch

F(t)y=1-F(t) =P[X; > 1], teR.

Stellt man sich X; als den Wasserstand wihrend des i-ten Sturmes und ¢ als die Deichhohe
vor, so ist F(t) die Wahrscheinlichkeit, dass der Deich wihrend eines Sturmes tiberflutet
wird.

Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften der Verteilungsfunktion zusammen:

e [ ist monoton nichtfallend, d.h. es gilt F'(s) < F(t) fiir alle s < .
o limy, o, F(t) =0 und lim;_, ., F(t) = 1.
o [ ist rechtsstetig, d.h. es gilt lim;,, F'(t) = F(to) fiir alle ¢ € R.

Fiir die Tailfunktion gilt dementsprechend
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ABBILDUNG 1. Veranschaulichung von M,,.

e F ist monoton nichsteigend, d.h. es gilt F(s) > F(t) fiir alle s < ¢.

o limy, o F'(t) =1 und lim;, 1, F'(t) = 0.
e F'ist rechtsstetig.

Bezeichnen X, X,,..., X, die Wasserstinde wahrend der n Stiirme, die innerhalb eines
Jahres beobachtet wurden, so interessieren wir uns fiir das Jahresmaximum. Dafiir fithren
wir nun eine Notation ein:

Mit M, bezeichnen wir das Maximum von Xq,..., X,:
M, = max{Xy,..., X,,}, neN.

Der néchste Satz, auf den wir im Folgenden sehr oft zuriickgreifen werden, beschreibt die
Verteilungsfunktion von M,,.

Satz 1.1.3. Die Verteilungsfunktion von M, ist gegeben durch
P[M, <t]=F"(t) fir allet € R.

BEWEIS. Das Maximums M,, bleibt genau dann unterhalb von ¢, wenn alle Zufallsvariablen
X1,..., X, unterhalb von ¢ bleiben, d.h.

P[M, < t] = Plmax{X,,..., X,} <t] =P[X, <t,..., X, <1.

Indem wir zuerst die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen Xj,..., X,, benutzen und dann
die Verteilungsfunktion F' einsetzen, erhalten wir

PIX, <t,..., X, <t]=PX, <t] ... P[X, <t] = F"(t).
Zusammen ergibt sich die Formel P[M,, < t] = F"(t). O
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Aufgabe 1.1.4. Seien Xy, ..., X,, u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'.
(a) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion des Minimums m,, := min{ Xy, ..., X, }.
Hinweis: Es ist einfacher, die Tailfunktion von m,, zu berechnen.
(b) Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilungsfunktion von m,, und M, d.h. berech-
nen Sie die Wahrscheinlichkeit P[m,, < s, M,, < t].

Aufgabe 1.1.5. Es seien N, X1, Xo,... unabhéngige Zufallsvariablen. Die Zufallsvariable
N sei Poisson-verteilt mit Parameter A > 0. Die Zufallsvariablen Xi, Xo,... seien ex-
ponentialverteilt mit Parameter 1, d.h. P[X; > ¢] = e™! fiir ¢ > 0. Bestimmen Sie die
Verteilungsfunktion von

M = maX{Xl, ey XN}

Fir N = 0 sei das Maximum als 0 definiert.

1.2. Extremwertverteilungen: Gumbel, Fréchet, Weibull

Wir werden uns fiir das Verhalten der Verteilungsfunktion von M, fiir n — oo interessieren.
Als Vorbild soll uns der zentrale Grenzwertsatz dienen. Dieser besagt, dass fiir u.i.v.
Zufallsvariablen X, X, ... mit endlichem Erwartungswert p und endlicher Varianz o? > 0
die Verteilungskonvergenz

Xi+...+X,—np 4

gilt, wobei N(0, 1) eine Standardnormalverteilung bezeichnet.

Wir wollen nun ein Analogon des zentralen Grenzwertsatzes fiir das Maximum M,, herleiten.
Seien also X7, Xo,... u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Wir fragen uns, ob
es Folgen von Konstanten a, € R, b, > 0 und eine Verteilungsfunktion G gibt, so dass fiir
n — oo die folgende Verteilungskonvergenz gilt:

Mn — Un
Mn 7 0n d o~

by, n—00

(1.2.1)

Es sei bemerkt, dass wir in (1.2.1) eine Normierung von M, mit beliebigen Folgen a, und
b, (und nicht nur mit dem Erwartungswert und der Standardabweichung) zulassen, da, wie
wir spéter sehen werden, in vielen interessanten Féllen der Erwartungswert und die Varianz
gar nicht existieren.

Eine Verteilung, die als Grenzwert in (1.2.1) auftreten kann, heifit Extremwertverteilung.
Die Verteilungskonvergenz in (1.2.1) bedeutet, dass

|:Mn — Ay

(1.2.2) lim P | ="

n—oo

< t] = G(t)

fiir alle Stetigkeitspunkte ¢ von G. Im Folgenden werden wir drei Beispiele von (1.2.2)
Extremwertverteilungen (oder sogar Familien von Extremwertverteilungen) konstruieren.
Spéater werden wir zeigen, dass es bis auf lineare Transformationen keine weiteren Extrem-
wertverteilungen gibt.

—t

Gumbel-Verteilung A(t) =e™*
4



Der néchste Satz zeigt, dass die Gumbel-Verteilung eine Grenzwertverteilung fiir Maxima
von u.i.v. exponentialverteilten Zufallsvariablen ist.

( N

Satz 1.2.1. Die Zufallsvariablen X, X5, ... seien unabhéngig und exponentialverteilt
mit Parameter 1, d.h.

Dann gilt
lim P[M, —logn <t]=e°", teR.

n—oo

127

101

ABBILDUNG 2. Eine mit Parameter 1 exponentialverteilte Stichprobe vom
Umfang n = 5000.

BEWEIS. Sei t € R beliebig. Mit Satz 1.1.3 gilt
P[M,, —logn < t| =P[M, <t+logn|] = F"(t+logn).

Die Zufallsvariablen X; sind exponentialverteilt und ¢t +1logn > 0 fiir n hinreichend grof3. Es
folgt, dass bei einem hinreichend grofien n,

i\ T
P[M, —logn < t] = (1 — ¢~ (Hleem)yn — (1 — e_) — e

Somit gilt M, —logn — A. O

n—o0

Definition 1.2.2. Eine Zufallsvariable hat Gumbel-Verteilung, wenn ihre Vertei-
lungsfunktion die folgende Gestalt hat:

t

Alt)y=e, teR.

Bemerkung 1.2.3. Gemaf Satz 1.2.1 liegt die Exponentialverteilung im Max-Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung:
Exp(1) € MDA(A).

5
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ABBILDUNG 3. Links: Verteilungsfunktion der Gumbel-Verteilung. Rechts:
Dichte der Gumbel-Verteilung.

Die Gumbel-Verteilung ist somit eine Extremwertverteilung. Man kann Satz 1.2.1 wie folgt
interpretieren: Fiir grofles n nimmt das Maximum M,, Werte an, die sich von dem Wert logn
um eine approximativ Gumbel-verteilte “Fluktuation” unterscheiden.

Fréchet-Verteilung ®,(t) =e™* "¢t > 0

Definition 1.2.4. Eine Zufallsvariable heifit Fréchet-verteilt mit Parameter a > 0, wenn
ihre Verteilungsfunktion die folgende Gestalt hat:

Y t>0
B, (t) = {e ! !

0, t < 0.
G J
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08
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ABBILDUNG 4. Verteilungsfunktionen (links) und Dichten (rechts) der
Fréchet-Verteilungen mit o« = 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0.

Der néchste Satz zeigt, dass Fréchet-Verteilung eine Extremwertverteilung ist.



Satz 1.2.5. Die Zufallsvariablen X, Xs, ... seien Pareto-verteilt mit Parameter a > 0,

d.h.
11—t t>1
F(t) = e
0, t<1.

Dann konvergieren fiir n — oo die Zufallsvariablen n_éMn in Verteilung gegen ¢, d.h.

es gilt
M e
lim P | o <g| =4 0 120
n—oo | nl/® 0, t<0.

(. J

BEWEIS. Sei t > 0 beliebig. Mit Satz 1.1.3 erhalten wir, dass

M,
P{US@:WW§Wﬂ:WWW)
na

Da die Zufallsvariablen X; Pareto-verteilt sind und ¢n'/® > 1 fiir hinreichend grofies n, ergibt
sich, dass
M, 1 " 1\" Ca
Pl—<t|l=(1—-—— =11-— — et
= = (- ) = (7)o
Fir ¢t <0 gilt P[n_iMn < t] = 0. Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 1.2.6. Man kann Satz 1.2.5 wie folgt interpretieren: Fiir grofles n nimmt das
Maximum M,, sehr groBe Werte auf der Skala n'/® an. Reskaliert man M, mit dem Faktor
n~Y® so erhilt man approximativ Fréchet-verteilte Werte.

Weibull-Verteilung VU, (t) = e~ (=9t < 0

Definition 1.2.7. Eine Zufallsvariable heifit Weibull-verteilt mit Parameter a > 0,
wenn ihre Verteilungsfunktion die folgende Form hat:

e~ ¢t <0,
mJ@:{l t>0

. J
Der néchste Satz zeigt, dass die Weibull-Verteilung eine Extremwertverteilung ist.

e M)

Satz 1.2.8. Seien die Zufallsvariablen X3, X5, ... unabhéngig mit der Verteilungsfunk-
tion

0, t< —1,
F(t)=q1- (-t te[-1,0],
1 t>0,
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ABBILDUNG 5. Verteilungsfunktionen (links) und Dichten (rechts) der
Weibull-Verteilungen mit o = 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0.

wobei a@ > 0 ein Parameter ist. Dann konvergieren fiir n — oo die Zufallsvariablen
n'/*M, in Verteilung gegen VU, d.h. es gilt

e_(_t)a
(1.2.3) lim P[n**M, <t] = ’

n—oo

BEWEIS. Sei t < 0 beliebig. Mit Satz 1.1.3 erhalten wir, dass
Pt M, < t] = P[M, < tn~ Y] = F™(tn~1/%).

Fiir n hinreichend gro8 ist tn=%/% € [~1,0]. Aus der Formel fiir die Verteilungsfunktion F
folgt, dass

Pt M, < t] = (1 — (—tn~V/*)*)" = (1 - ﬂ)" — e (77,

n

Fiir t > 0 gilt IP’[nl/O‘Mn <t] =1, denn M, <0 f.s. Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 1.2.9. Man kann Satz 1.2.8 wie folgt interpretieren: Fiir grofles n néhert sich
das Maximum M,, dem Wert 0 von unten an. Dabei nimmt M,, sehr kleine negative Werte
auf der Skala n~/* an. Reskaliert man M,, mit dem Faktor n'/, so erhilt man approximativ
Weibull-verteilte Fluktuationen.

Bemerkung 1.2.10. Eine Fréchet-verteilte Zufallsvariable nimmt nur positive Werte an.
Eine Weibull-verteilte Zufallsvariable nimmt nur negative Werte an. Eine Gumbel-verteilte
Zufallsvariable kann sowohl positive als auch negative Werte annehmen.
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1.3. Extremwertverteilungen und deren Max-Anziehungsbereiche: Definition

Wir werden uns fiir die Gestalt der Verteilungsfunktion des Maximums M,, = max{ Xy, ..., X,;}
fiir grole Werte von n interessieren. Zunéchst einmal erinnern wir uns an zwei klassische Sétze
iiber die Verteilung der Summe X; + ...+ X,,.

Das starke Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass fiir u.i.v. Zufallsvariablen X;, X, ...
mit endlichem Erwartungswert p

X D,
1+ + f_>

n n—oo

Wenn (1.2.1) bzw. (1.3.1) gilt, so sagen wir, dass G eine Extremwertverteilung ist und
dass die Verteilungsfunktion F' (bzw. die Zufallsvariablen X;) im Max-Anziehungsbereich
von G liegt.
Eine dquivalente Formulierung ist diese:
(1.3.1) lim F"(a, + bnt) = G(t)

n—oo

fiir alle Stetigkeitspunkte ¢ von G.

Bemerkung 1.3.1. Es gibt einen Spezialfall von (1.2.1) und (1.3.1), der nicht interessant
ist, und den wir deshalb ausschliefen mdéchten. Eine Zufallsvariable Z, bzw. deren Vertei-
lungsfunktion G(t) = P[Z < t], heifit degeneriert, wenn es einen Wert ¢ mit P[Z = ¢] = 1,
bzw.

(1.3.2) G(t) = {0’ b<o

1, t>c

gibt. Fiir jede Verteilungsfunktion F' kann man durch die “falsche” Wahl der Konstanten
Ay, by, erreichen, dass (1.2.1) bzw. (1.3.1) mit einer degenerierten Verteilungsfunktion G gilt.
Man kann zum Beispiel a,, = 0 und b,, derart schnell steigend wihlen, dass M,, /b, gegen 0 in
Verteilung konvergiert (Ubungsaufgabe). Deshalb werden wir im Folgenden die degenerierten
Verteilungsfunktionen G der Form (1.3.2) aus unseren Definitionen ausschliefen.

e R

Definition 1.3.2. Der Max-Anziehungsbereich einer nichtdegenerierten Verteilungs-
funktion G besteht aus allen Verteilungsfunktionen F', fiir die es zwei Folgen a,, € R und
b, > 0 gibt, so dass

(1.3.3) lim F"(a, + b,t) = G(t)

n—00

fiir alle Stetigkeitspunkte ¢ von G.

& J

Den Max-Anziechungsbereich von G werden wir mit MDA(G) (maximum domain of at-
traction) bezeichnen. Wir werden im Folgenden sehen, dass es nur sehr wenige Verteilungs-
funktionen G mit einem nicht-leeren Max-Anziehungsbereich gibt.



Definition 1.3.3. Eine nichtdegenerierte Verteilungsfunktion G heifit eine Extrem-
wertverteilung, wenn der Max-Anziehungsbereich von G nicht leer ist.

Somit ist G eine Extremwertverteilung, wenn es eine Verteilungsfunktion £’ und zwei Folgen
a, € R und b, > 0 gibt, so dass (1.3.3) gilt.

Bemerkung 1.3.4. Spiter werden wir sehen, dass alle Extremwertverteilungsfunktionen
stetig sind. Deshalb kann man Definition 1.3.2 vereinfachen, indem man die Einschrankung
auf die Stetigkeitspunkte von ¢ wegldsst und stattdessen verlangt, dass (1.3.3) fiir alle t € R
gilt.

Bemerkung 1.3.5. Wir machen in diesem Buch keinen Unterschied zwischen einer Vertei-

lung (die ein Wahrscheinlichkeisma$l auf R ist) und der dazugehérigen Verteilungsfunktion.
Zum Beispiel bezeichnen wir oft eine Verteilungsfunktion als “Extremwertverteilung”.

1.4. Satz von Fisher-Tippett-Gnedenko

Wir haben folgende Extremwertverteilungen konstruiert: Die Gumbel-Verteilung A, die Fréchet-
Verteilung @, (wobei o > 0) und die Weibull-Verteilung ¥, (wobei a > 0). Weitere Beispiele
von Extremwertverteilungen kénnen konstruiert werden, indem wir auf die oben genannten
Verteilungen lineare Transformationen anwenden.

( N

Definition 1.4.1. Zwei Zufallsvariablen Z; und Z, sind vom gleichen Typ, wenn es
¢ > 0 und d € R gibt mit

Zl i CZQ —|—d

Notation: Zl > ZQ.

N\ J
Bezeichnen wir mit F; und Fj die Verteilungsfunktionen von Z; und Zs, so kann man die
obige Bedingung wie folgt formulieren:

Fl(t):IP’[Zlgt]:IP’[CZngdgt]:IP’[ZQSt%cq :FQ(t‘d)

C

Definition 1.4.2. Zwei Verteilungsfunktionen F; und F3 sind vom gleichen Typ,
wenn es ¢ > 0 und d € R gibt, so dass fiir alle t € R

Fi(t) = F, (t_d).

c

Notation: F1 > FQ.

& J

Beispiel 1.4.3. Die Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1] ist vom gleichen Typ wie die
Gleichverteilung auf einem beliebigen Intervall [a,b]. Die Normalverteilung mit beliebigen
Parametern ist vom gleichen Typ wie die Standardnormalverteilung.

10



Aufgabe 1.4.4. Zeigen Sie, dass X eine Aquivalenzrelation ist, d. h.
(1) Fx F.
(2) FxG = GxF.
3) FxG,Gx H = Fx H.

Proposition 1.4.5. Hat eine Zufallsvariable Z (mit Verteilungsfunktion G(t)) eine Ex-
tremwertverteilung, so hat fiir beliebige ¢ > 0 und d € R auch die Zufallsvariable ¢Z + d
(mit Verteilungsfunktion G (%1)) eine Extremwertverteilung.

BEWEIS. Die Voraussetzung, dass die Zufallsvariable Z einer Extremwertverteilung gehorcht,
bedeutet, dass es unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen X, Xs,... und Folgen
a, € R, b, > 0 gibt, so dass
X, X0} —ay
max{ 1 ) } a i> 7

by, n—00

Daraus folgt, dass
max{cXy,...,cX,} — (ca, — dby,)

s eZ +d.
by, n—00
Somit hat die Zufallsvariable ¢Z + d ebenfalls eine Extremwertverteilung. 0

Aufgabe 1.4.6. Zeigen Sie, dass die Max-Anziehungsbereiche der Verteilungsfunktionen
G(t) und G (%) gleich sind.

Aus Proposition 1.4.5 folgt, dass fiir beliebige 4 € R und o > 0, die folgenden Verteilungen
Extremwertverteilungen sind:

Verteilungen vom Gumbel-Typ:

(1.4.1) A(t_“> :exp{_e—%}7 teR.

g

Verteilungen vom Fréchet-Typ (mit Parameter o > 0):

(1.4.2) o, (t - “) _ {eXp {— (t%“)w} , falls t > p,

o 0, sonst.

Verteilungen vom Weibull-Typ (mit Parameter a > 0):
t—p\ o
(1.4.3) W, (t—_,u) _ {exp{— (=E4)"}, fallst < p,
g 1, sonst.

Ein zentraler Satz der Extremwerttheorie besagt, dass es keine weiteren Extremwertvertei-
lungen gibt:
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Satz 1.4.7 (Fisher-Tippett (1928), Gnedenko (1943)). Jede Extremwertverteilung gehort
einer der drei Familien (1.4.1), (1.4.2), (1.4.3) an.

1.5. Jenkinson-von Mises-Darstellung

Es gibt eine Darstellung (Jenkinson-von Mises-Darstellung), die alle drei Familien (1.4.1),
(1.4.2), (1.4.3) als Spezialfille beinhaltet. Betrachte namlich die folgende Familie von Ver-
teilungsfunktionen (parametrisiert durch v € R)

exp{—(1+fyt)_1/”’}, falls 1 +~t > 0,
G,(t) =<0, falls v > 0 und ¢t < —1/7,
1, falls v < 0 und t > —1/7.

Folgendes ldsst sich nun leicht iiberpriifen:
—t—1/v

(1) Fiir v > 0 ist G, vom gleichen Typ wie die Fréchet-Verteilung ®,/,(t) = e ,
t>0.
(2) Fiir v < 0 ist G, vom gleichen Typ wie die Weibull-Verteilung W_; /. (t) = e~ (=71
t<0.
3) Fiir v = 0 ist (1 4+ ~¢)~ %7 nicht wohldefiniert. Wir interpretieren diesen Term dann
(3) Fiir v (1+t) p
als Grenzwert fiir v — 0:
lim(1 + 1)~ Y7 = et
v—0
Somit ist Go(t) = e, t € R, die Gumbel-Verteilung.
Der Satz von Fisher-Tippett-Gnedenko liasst sich also auch wie folgt formulieren.

Satz 1.5.1 (Fisher-Tippett (1928), Gnedenko (1943)). Jede Extremwertverteilung hat
die Form G, (ct + d) mit passenden Parametern vy € R, ¢ > 0, d € R.

Eine in der Form G.(ct + d) dargestellte Extremwertverteilung wird in der Statistik auch
GEV-Verteilung genannt (General Extreme-Value Distribution).

Kommentare
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KAPITEL 2

Cauchy-Funktionalgleichung

Die Resultate dieses Kapitels haben zwar keinen direkten Bezug zur Extremwerttheorie,
werden aber spater bendtigt, um den Satz von Fisher-Tippett-Gnedenko zu beweisen. Au-
Berdem werden diese Resultate benutzt, um einige Eigenschaften von regulédr variierenden
Funktionen herzuleiten.

2.1. Additive und multiplikative Funktionen

Definition 2.1.1. Eine Funktion f : R — R heiffit additiv, wenn
(2.1.1) flx+y) = f(x) + f(y) fir alle z,y € R.
Die Gleichung (2.1.1) heift Cauchy-Funkionalgleichung.

Es ist klar, dass eine Funktion der Form f(z) = cx additiv ist. Gibt es weitere additive
Funktionen? Wir werden sehen, dass die Antwort “nein” lautet, allerdings nur wenn man an
die Funktion f zusétzliche Bedingungen wie Stetigkeit, Monotonie oder Messbarkeit stellt.

Man kann auch eine multiplikative Version der Cauchy-Funktionalgleichung formulieren.

Definition 2.1.2. Eine Funktion ¢ : (0,00) — (0, 00) heifit multiplikativ, wenn
(2.1.2) g(xy) = g(z)g(y) fiir alle z,y > 0.

Die Funktion g(z) = z¢ ist fiir jedes ¢ € R multiplikativ und es stellt sich die Frage, ob es
weitere multiplikative Funktionen gibt.

Vom Standpunkt der Algebra ist eine additive Funktion ein Homomorphismus aus der addi-
tiven Gruppe der reellen Zahlen (R, +) in sich selbst. Analog ist eine multiplikative Funktion
ein Homomorphismus der multiplikativen Gruppe der positiven Zahlen (R~q, -) in sich selbst.
Da die Exponentialfunktion und der Logarithmus

exp: (R,+) = (Rsg,-), log: (Rsg, ) = (R, +)

einen Isomorphismus (und sein Inverses) zwischen den beiden Gruppen definieren, ldsst sich
aus jeder multiplikativen Funktion ¢ eine additive Funktion

f(z) =logg(e”), z€R,
13



basteln. Somit kénnen alle Fragen {iber multiplikative Funktionen auf entsprechende Fragen
iiber additive Funktionen reduziert werden. Im Folgenden werden wir deshalb nur additive
Funktionen betrachten.

2.2. Stetige Losungen

Satz 2.2.1 (Cauchy, 1821). Eine Funktion f : R — R sei additiv und {iberall stetig.
Dann hat f die Form f(x) = cx fiir ein ¢ € R.

BEWEIS. SCHRITT 1. Mit z = y = 0 ergibt sich f(0) = f(0) + f(0), somit ist f(0) = 0. Mit
y = —z ergibt sich f(0) = f(x) + f(—=z), somit ist f(—z) = —f(z) fir alle z € R.

SCHRITT 2. Per Induktion zeigt man, dass die Additivitéit sogar fiir eine beliebige Anzahl
von Summanden gilt:

fler+ ... 4x,) = fle)+ ...+ f(zn), x1,...,2, €R.

SCHRITT 3. Mit #y = ... =z, = 1/n erhélt man f(1) = nf(1/n), also

/()5

fiir alle n € N. Dabei haben wir ¢ := f(1) gesetzt.

SCHRITT 4. Indem wir die Additivitdt fiir m Summanden, die alle gleich 1/n sind, benutzen,

erhalten wir, dass
1 1 1
f<m> =mf <—+...+—) =mf (—) =z
n n n n n

fiir alle m € N. Somit gilt fiir alle rationalen Zahlen r, dass f(r) = cr, wobei das wegen
Schritt 1 auch fiir negatives r richtig ist.

SCHRITT 5. Bislang haben wir nur die Additivitdt und keine Stetigkeit benutzt. Sei x € R
beliebig. Es gibt eine Folge von rationalen Zahlen rq, 7y, ..., die gegen x konvergiert. Fiir
jedes n gilt f(r,) = cr, wegen Schritt 4. Nun benutzen wir die Stetigkeit:

f(z) = lim f(r,) = lim cr, = cx.
n—oo n—oo

Somit ist die Behauptung bewiesen. O

Satz 2.2.2 (Darboux, 1875). Eine Funktion f : R — R sei additiv und an mindestens
einer Stelle zy stetig. Dann hat f die Form f(x) = cz fiir ein ¢ € R.

BEWEIS. SCHRITT 1. Wir zeigen, dass aus der Stetigkeit an der Stelle zy (fiir additive
Funktion f) die Stetigkeit an der Stelle 0 folgt. Die Stetigkeit an der Stelle zg bedeutet, dass

lim (20 +u) = f(20)-

14



Wegen der Additivitit gilt aber f(zo + u) = f(z29) + f(u). Die obige Bedingung lisst sich
also wie folgt darstellen:

lim f(u) = 0,

Somit ist die Funktion f stetig an der Stelle 0.
SCHRITT 2. Wir zeigen, dass f iiberall stetig ist. Sei « € R beliebig. Dann gilt
lim f(z 4+ u) = lim(f(z) + f(u)) = f(z) + lim f(u) = f(2),
u—0 u—0 u—0
wobei wir Additivitdt und Stetigkeit an der Stelle 0 (Schritt 1) benutzt haben. Somit ist f
iiberall stetig.

SCHRITT 3. Nun koénnen wir den Satz von Cauchy anwenden. 0

Aufgabe 2.2.3. Eine Funktion f sei additiv und auf einem Intervall (a, b) monoton. Zeigen
Sie, dass f die Form f(x) = cz hat.

2.3. Satz von Steinhaus

Wir werden im Folgenden zeigen, dass sich die Eigenschaft der Stetigkeit im Satz von Cauchy
durch die viel schwichere Eigenschaft der Messbarkeit! ersetzen lisst. Dafiir bendtigen wir
den Satz von Steinhaus, der in diesem Abschnitt bewiesen wird.

e )

Definition 2.3.1. Fiir zwei Mengen A, B C R definieren wir die Minkowski-Summe
A+B={a+b:a€ Ajbe B}
und die Minkowski-Differenz

A—B={a—-b:a€ Abec B}

(. J

Insbesondere werden wir uns fiir die Selbstdifferenz A — A einer Menge A interessieren. Es
ist klar, dass 0 € A — A. Der néchste Satz besagt, dass A — A erstaunlicherweise sogar ein
Intervall um 0 enthélt, wenn das Lebesgue-Mafl von A positiv ist.

Wir bezeichnen das Lebesgue-Maf einer Menge A mit A(A).

Satz 2.3.2 (Steinhaus, 1920). Sei A C R eine messbare Menge mit A\(A) > 0. Dann
gibt es ein § > 0 mit (—6,0) C A — A.

BEWEIS. SCHRITT 1. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
A(A) < oo. In der Tat, mindestens eine der Mengen A; := AN [i,7 + 1) hat ein strikt
positives Lebesgue-Mafl. Es reicht, den Satz fiir eine solche Menge A; zu beweisen, denn

IMessbarkeit wird hier immer im Sinne von Lebesgue verstanden.
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A; — A; € A— A Wegen A\(A;) <1 reicht es, den Satz von Steinhaus nur fiir Mengen mit
endlichem Lebesgue-Mafl zu beweisen.

SCHRITT 2. Sei also A(4) # 0, 00. Wir zeigen, dass es ein Intervall I mit A(ANT) > EA(1)
gibt. Somit wird das Intervall I zu mindestens 90% von A {iberdeckt. Das Lebesgue-Maf3
von A wird wie folgt definiert:

AA) = infi)\(lk),

wobei das Infimum iiber alle Uberdeckungen von A durch abzéhlbar viele Intervalle Iy, I, . ..
genommen wird. Wegen A(A) # 0, 00 gibt es also eine Uberdeckung mit
- 10

2.3.1 M) < —A(A).
(231) > oA < A
Wiire nun A(A N 1) < (1) fiir jedes k € N, so héitten wir

[ee] 9 o

MA) <Y MANL) < 76> M),

k=1 k=1
was wegen A(A) # 0,00 im Widerspruch zu (2.3.1) steht. Somit ist A(A N 1) > 5A(L) fiir
mindestens ein k und wir konnen I = I, nehmen.

SCHRITT 3. Sei § = 2 A(I). Wir zeigen, dass (—6,6) C A — A. Sei also x eine reelle Zahl mit
|z| < §. Wir wollen zeigen, dass x € A — A. Dies ist aber dquivalent zu AN (A +z) # @
(Ubungsaufgabe!), wobei A4z = {a+x: a € A} die um x verschobene Menge A bezeichnet.
Es reicht also zu zeigen, dass

(2.3.2) (ANDN(ANT) +2) # 2,

denn AN T ist eine Teilmengen von A. Nun haben die beiden Mengen ANJ und (ANI)+x
das gleiche Lebesgue-Mafl > %A(I ). Auf der anderen Seite sind beide Mengen im Intervall
I'U (I + ) enthalten, dessen Linge wegen A(I) = 26 und |z| < § hochstens 3§ = 3A(1)
ist. Da 2 = > 2 ist, miissen sich die Mengen AN T und (AN I) + x schneiden! Somit ist
Behauptung (2.3.2) bewiesen. O

Aufgabe 2.3.3. Sei A C R eine messbare Menge mit A(A) > 0. Zeigen Sie ohne Verwen-

dung des Satzes von Steinhaus, dass es in A zwei verschiedene Punkte x,y mit rationalem
Abstand |z —y| € Q gibt.

Aufgabe 2.3.4. Seien A, B C R zwei messbare Mengen mit A(A) > 0, A(B) > 0. Zeigen
Sie, dass die Minkowski-Summe A + B ein Intervall enthilt, d.h. es gibt ¢ € R, § > 0 mit
(t—0,t+0)C A+ B.

Wir stellen nun einige Konsequenzen des Satzes von Steinhaus vor, die bei der Untersuchung
von regulér variierenden Funktionen niitzlich sein werden.
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Definition 2.3.5. Eine additive Untergruppe von R ist eine Menge S C R mit den
folgenden zwei Eigenschaften:

(1) aus z,y € S folgt, dass z +y € S;

(2) aus z € S folgt, dass —xz € S.

(. J

Beispiel 2.3.6. Die Menge der ganzen Zahlen Z, die Menge der rationalen Zahlen Q und
die Menge der algebraischen Zahlen sind additive Untergruppen von R. Auch {0} und ganz
R sind additive Untergruppen.

Der néchste Satz zeigt, dass es keine “massiven” additiven Untergruppen gibt mit Ausnahme
von R selbst.

Satz 2.3.7. Sei S eine additive Untergruppe von R, die eine messbare Menge A mit
positivem Lebesgue-Mafl enthélt. Dann ist S = R.

BEWEIS. Wegen der Untergruppeneigenschaft gilt S — S C S. Auf der anderen Seite gibt es
nach dem Satz von Steinhaus ein § > 0 mit (—=§,0) CA— A C S — 5. Also ist (—4,0) C S.
Sei nun x € R beliebig. Dann gilt fiir hinreichend groBes n € N, dass £ € (—6,d) C S. Aus
der Darstellung z = £ + ... + £ und der Untergruppeneigenschaft folgt, dass z € S. Somit
ist S =R. O

Fiir messbare additive Untergruppen gilt das folgende “Alles-oder-fast-nichts-Prinzip”:

Korollar 2.3.8. Eine additive Untergruppe S von R sei messbar. Dann ist entweder
A(S) =0 oder S =R.

Beweis. Ist A\(S) = 0, so gibt es nichts zu beweisen. Sei also A(S) > 0. Aus Satz 2.3.7 mit
A = S (was messbar ist) folgt, dass S = R.

2.4. Messbare Lésungen

Der néchste Satz ist eine Verstdarkung des Satzes von Cauchy.

Satz 2.4.1 (Ostrowski, 1929). Sei f : R — R eine additive und messbare Funktion.
Dann hat f die Form f(x) = cx fiir ein ¢ € R.

BEWEIS. SCHRITT 1. Wir zeigen, dass es eine Menge mit positivem Lebesgue-Maf§ gibt, auf
der die Funktion |f| beschrinkt ist. Betrachte hierzu die Mengen A,, := {z € R: |f(z)| < n}.
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Die Vereinigung dieser Mengen ist R, also hat mindestens eine Menge A, strikt positives
Lebesgue-Maf}. Dabei ist |f| auf der Menge A,, durch n beschrinkt.

SCHRITT 2. Wir zeigen, dass | f| auf einer Umgebung von 0 beschriankt ist. Wir wissen, dass
|f(a)| < n fiir a € A, und \(A,,) > 0. Nach dem Satz von Steinhaus gibt es ein 6 > 0 mit
(=0,0) C A, — Ap. Jedes € (—0,9) kann somit in der Form x = a — ¢’ mit a,d’ € A,
dargestellt werden. Mit der Additivitdt und der Dreiecksungleichung gilt

[f(@)] = |f(a—d)|=I|f(a) = f(a)] < [f(a)] +|f(a)| < 2n.
Somit ist | f| auf dem Intervall (—d,d) durch 2n beschrankt.

SCHRITT 3. Wir zeigen, dass f an der Stelle 0 stetig ist. Wegen der Additivitat gilt f(0) = 0.
Es reicht also zu zeigen, dass

(2.4.1) lim sup |f(¢)| =0.

M=0 |t|<§/m

Sei m € N beliebig und [t| < §/m. Somit gilt tm € (—4§,d) und |f(tm)| < 2n . Auf der
anderen Seite gilt wegen der Additivitat von f

fm)=ft)+...4+ f(t) =mf(t).

Es folgt, dass | f(t)| < 2n/m fiir alle ¢t mit [t| < 6/m. Fiir m — oo erhalten wir (2.4.1). Somit
ist f stetig an der Stelle 0.

SCHRITT 4. Nun konnen wir den Satz von Darboux anwenden. O

Eine analoge Aussage gilt fiir multiplikative Funktionen.

Korollar 2.4.2. Sei g : (0,00) — (0,00) eine multiplikative und messbare Funktion.
Dann hat ¢ die Form g(z) = ¢ fiir ein ¢ € R.

Beweis. Die Funktion f(z) = log g(e”) ist additiv und messbar. Nach dem Satz von Ostrow-
ski hat sie die Form f(x) = cx, woraus sich g(x) = e/(°8%) = 2¢ ergibt.

Aufgabe 2.4.3.

(a) Bestimmen Sie alle messbaren Funktionen f : (0,00) — Rmit f(xy) = f(x)+f(y)
fiir alle z,y > 0.

(b) Bestimmen Sie alle messbaren Funktionen f : R — (0,00) mit f(z+y) = f(x)f(y)
fir alle z,y € R.

2.5. Hamel-Funktionen

Wir haben gezeigt, dass jede additive Funktion f die Form f(z) = cx hat, wenn man
eine zusitzliche Bedingung (wie z.B. Messbarkeit) an f stellt. Kann man die zusétzlichen
Bedingungen komplett weglassen? Erstaunlicherweise ist die Antwort negativ.
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Beispiel 2.5.1 (Hamel, 1905). Wir konstruieren eine additive Funktion f, die nicht die
Form f(x) = cx hat.

Bekanntlich ist die Dimension von R als Vektorraum iiber R gleich 1. Man kann aber R
auch als einen Vektorraum iiber dem Korper Q der rationalen Zahlen betrachten. Nach
einem allgemeinen Satz aus der Algebra hat ein beliebiger Vektorraum iiber einem beliebigen
Korper eine Basis. Das heifit, es gibt eine Menge B (die sogenannte Hamel-Basis) mit der
Eigenschaft, dass jedes z € R eine eindeutige Darstellung

r=rb+...4+7r,b,

mit passenden n € N, ry,..., 1, € Q\{0} und by,...,b, € B besitzt. Es sei bemerkt, dass
die Hamel-Basis unendlich und sogar iiberabzéhlbar ist (sonst wéire R abzdhlbar).

Wir definieren nun eine additive Funktion indem wir ihre Werte auf der Basis B beliebig
vorgeben und die Funktion dann linear (iiber Q!) auf ganz R fortsetzen. Sei b, € B beliebig.
Definiere f(b.) =1 und f(b) = 0 fiir alle b € B\{b.}. Die lineare (iiber Q!) Fortsetzung von
f ist definiert durch

flribr+ ... 4 ruby) =r1f(b1) + ... + 1 f(by).

Diese Funktion ist additiv per Definition. Allerdings hat sie nicht die Form = + cz, denn f
ist nicht identisch gleich 0 (was die Moglichkeit ¢ = 0 ausschliefit) und f hat unendlich viele
Nullstellen (wohingegen die Funktion z — cz nur eine Nullstelle fiir ¢ # 0 hat).

Additive Funktionen, die nicht die Form cx haben, heilen Hamel-Funktionen. Sie sind
nicht messbar (nach dem Satz von Ostrowski), nirgends stetig (nach dem Satz von Dar-
boux), auf keinem Intervall monoton (Aufgabe 2.2.3), unbeschriankt auf jedem Intervall und
sogar auf jeder Menge mit positivem Lebesgue-Mafl (das folgt aus dem Beweis des Satzes
von Ostrowski). Man kann zeigen, dass der Graph einer Hamel-Funktion f, d.h. die Men-
ge {(x, f(z)): = € R}, iiberall dicht in der Ebene R? ist. Hamel-Funktionen sind wahre
Monster, die uns in diesem Buch allerdings nie wieder begegnen werden. Wir verweisen den
interessierten Leser auf die Biicher von H. Herrlich [14] und M. Kuczma [16].

Aufgabe 2.5.2. Zeigen Sie, dass jede Hamel-Basis gleichméchtig mit R ist. Beweisen
Sie weiterhin, dass die Menge der Hamel-Funktionen gleichméchtig mit der Menge aller
Funktionen von R nach R ist.

Kommentare

Dieses Kapitel folgt im Wesentlichen dem Buch von Bingham, Goldie and Teugels [7].
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KAPITEL 3

Beweis des Satzes von Fisher-Tippett-Gnedenko

In diesem Kapitel beweisen wir den Satz von Fisher-Tippett-Gnedenko, der die Extremwert-
verteilungen beschreibt.

e M)

Satz 3.0.1 (Satz von Fisher-Tippett (1928), Gnedenko (1943)). Eine Verteilungsfunk-
tion G ist eine Extremwertverteilung genau dann, wenn einer der drei folgenden Félle
eintritt:

(1) G ist vom Gumbel-Typ, d.h. G(t) = A (=) fiir p € R, 0 > 0.
(2) G ist vom Fréchet-Typ, d.h. G(t) = @, (££) fir o >0, p € R, 0 > 0.
(3) G ist vom Weibull-Typ, d.h. G(t) \Ila( )furoz>0,,u€]R,a>0.

(. J

‘ Q

Fiir den Beweis benotigen wir einige Hilfsmittel.

3.1. Eindeutigkeit der Normierungskonstanten

Seien 2, Zs, ... und Z Zufallsvariablen, sowie a,, € R und b, > 0 Folgen von Normierungs-
konstanten mit
Zn — Un
(3.1.1) Ny
n—oo

n

Wir stellen uns die Frage, wie stark wir die Konstanten a,,, b, verdndern kénnen, ohne dass
die Konvergenz in (3.1.1) zerstort wird.

( N

Proposition 3.1.1. Es gelte (3.1.1). Seien a,, € R und b, > 0 zwei weitere Folgen mit

l;n ~n - Un
im 2% =1, lim 22—
n—oo b, n—oo b
Dann gilt auch
Zn - Nn
—n 4y g
bn n—00
L )

BEWEIS. Es gilt

Nach dem Lemma von Slutsky konvergiert die rechte Seite gegen Z in Verteilung. O
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Nun stellen wir eine allgemeinere Frage: Wie stark konnen wir die Folgen a,,, b, verdndern,
so dass die Konvergenz in (3.1.1) bestehen bleibt, allerdings eventuell mit einem anderen
Grenzwert als Z7

s R
Proposition 3.1.2. Es gelte (3.1.1). Seien @, € R und b, > 0 zwei weitere Folgen mit
Bn ~n - Un
lim -* =be (0,00), lim 22— _4eR.
n—oo b, n—00 b
Dann gilt auch
Zn — &n d Z —a
= S c
bn n—o00 b
(. J

BEwEIS. Wir kénnen nach wie vor (3.1.2) verwenden. Nach dem Lemma von Slutsky kon-
vergiert die rechte Seite gegen (Z — b)/a in Verteilung. OJ

Satz 3.1.3 (“Convergence of types theorem”, Chintschin). Seien Z;, Z,, ... Zufallsvaria-
blen und a, € R, a, € R sowie a, € R, b, > 0 Normierungsfolgen mit

Z, —a d 7. —a d ~
n n Z7 n n Z’
b, n—00 n n—00

wobei die Zufallsvariablen Z, Z nicht degeneriert seien. Dann existieren die Grenzwerte

b
(3.1.3) b:= lim = € (0,00), a:= lim

n—oo n n—o0

und es gilt Z < (Z — a)/b.

(. J

CNLn_a/n

eR

n

BEwEIS. Weggelassen. Referenz: P. Billingsley, Probability and measure, Seite 193, Thm.

4.2. O
Bemerkung 3.1.4. Bezeichnen wir mit G, Gy, . .. bzw. G, G die Verteilungsfunktionen von
Z1, 2y, ... bzw. Z, Z, so konnen wir den obigen Satz auch wie folgt formulieren: Aus

lim G (an + bet) = G(t), lim G, (@, + bat) = G(t),
n—o0 n—oo

mit nicht degenerierten Grenzwertverteilungen G und G folgt, dass (3.1.3) gilt und dass
G(t) = G(a+ bt).

Lemma 3.1.5. Sei F' eine nicht degenerierte Verteilungsfunktion und ¢ € R, d > 0
Konstanten mit F(c + dt) = F(t) fiir alle t € R. Dann ist ¢ =0, d = 1.

BEWEIS. Weggelassen. Referenz: P. Billingsley, ab Seite 193. U
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3.2. Max-stabile Verteilungen

Definition 3.2.1. FEine nicht degenerierte Verteilungsfunktion G heifit max-stabil, falls
es fiir alle n € N Konstanten ¢, € R und d,, > 0 gibt mit

G" (¢, + dpt) = G(1).
Mit anderen Worten, fiir jedes n € N ist G vom gleichen Typ wie G.

. J
Sind X, Xo,... u.i.v. Zufallsvariablen mit einer max-stabilen Verteilung, dann gilt fiir alle
n €N

max{Xi,..., X,} —cn %
dy o

Das heifit, das Maximum von n u.i.v. Zufallsvariablen mit einer max-stabilen Verteilung hat
bis auf eine affine Transformation die gleiche Verteilung wie eine einzige Zufallsvariable.

Beispiel 3.2.2. Die Gumbel-Verteilungsfunktion A(t) = e~® " ist max-stabil, denn
At +1logn) = e " Y — e = A1),

Analog léasst sich zeigen, dass Fréchet-Verteilung ®, und Weibull-Verteilung ¥, max-stabil
sind.

Die Klasse der max-stabilen Verteilungen stimmt mit der Klasse der Extremwertverteilungen
iberein:

Satz 3.2.3. Eine Verteilungsfunktion G ist max-stabil genau dann, wenn G eine Ex-
tremwertverteilung ist.

BEWEIS. SCHRITT 1. “=" Sei G max-stabil. Dann gibt es ¢, € R, d,, > 0, so dass G"(¢,, +
d,t) = G(t). Es gilt also fiir alle t € R
lim G" (¢, + dnt) = G(t),

n—o0

weshalb G eine Extremwertverteilung ist. Wir haben {ibrigens gezeigt, dass die Verteilungs-
funktion G in ihrem eigenen Max-Anziehungsbereich liegt.

SCHRITT 2. “«<” Sei G eine Extremwertverteilung. Dann gibt es eine Verteilungsfunktion
F und a, € R, b, > 0, so dass
(3.2.1) lim F"(a, + b,t) = G(t)

n—oo

fiir alle Stetigkeitspunkte von G. Damit gilt fiir alle £ € N
im F™ (e + burt) = G(t).

n—oo

Indem wir die k-te Wurzel ziehen, erhalten wir

(3.2.2) Hm F™(ang + burt) = GYE(2).

n—o0
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Wir wenden nun den Chintschin-Satz 3.1.3 auf (3.2.1) und (3.2.2) an. Es folgt, dass G’ und
GY* yom gleichen Typ sind, d.h. es gibt ¢, € R und d; > 0 mit

GYR(t) = G(ep + dit) baw. G(t) = G*(ck + dit).
Das bedeutet aber, dass G max-stabil ist. 0]
Von nun an besteht unser Ziel darin, die max-stabilen Verteilungen zu beschreiben. Die

nichste Proposition zeigt, dass die Eigenschaft G™(c,+d,t) = G(t) sogar auf nicht-ganzzahlige
Werte von n erweitert werden kann.

( N

Proposition 3.2.4. Sei G eine max-stabile Verteilungsfunktion. Dann gibt es messbare
Funktionen ¢ : (0,00) — (0,00) und d : (0,00) — R, so dass fiir alle s > 0 gilt:

(3.2.3) G (c(s) + d(s)t) = G(2).

Dabei muss s nicht notwendigerweise ganzzahlig sein.
. J

BEWEIS. Wir bezeichnen mit || die Abrundungsfunktion (oder die Gaufklammer) einer
reellen Zahl ¢:

(3.2.4) |t] =max{n € Z: n < t}.

Sei GG eine max-stabile Verteilungsfunktion. Dann gibt es ¢, € R, d,, > 0, so dass fiir alle
neN

(3.2.5) G"(cn + dpt) = G(1).
Fiir beliebiges s > 0 folgt daraus, dass
Gl (CLnsJ + dLnth) = G(t)

Daraus ergibt sich, dass fiir alle t € R

n n

] = G (1) — G2 (1).

n—oo

(3.2.6) G (Clns] + dpnsit) = (G (pg) + djng)t))

Gleichzeitig gilt aber wegen (3.2.5) auch
(3.2.7) G"(cn + dpt) — G(2).

n—o0

Mit Satz 3.1.3 folgt aus (3.2.6) und (3.2.7), dass die folgenden Grenzwerte existieren:

BT d\_nsj NRT Clns] — Cn
(3.2.8) d(s) := nh—{ﬁlod_n € (0,00), c¢(s):= nh—{gloT

und dass G/*(t) = G(c(s) + d(s)t). Insgesamt folgt also G(t) = G*(c(s) + d(s)t).

AuBerdem folgt aus der Darstellung (3.2.8), dass die Funktionen ¢ und d als punktweise
Grenzwerte von Folgen messbarer Funktionen, selber messbar sind. U

€ R,
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3.3. Charakterisierung der max-stabilen Verteilungen

Wegen Satz 3.2.3 kénnen wir den Satz von Fisher-Tippett-Gnedenko nun wie folgt formulie-
ren:

Satz 3.3.1. Jede max-stabile Verteilungsfunktion G ist vom gleichen Typ wie eine der
folgenden Verteilungen: Gumbel A, Fréchet @, mit o > 0 oder Weibull ¥, mit o > 0.

BEWEIS. Sei GG eine max-stabile Verteilungsfunktion. Laut Proposition 3.2.4 gibt es messbare
Funktionen ¢(s) € R, d(s) > 0 mit

(3.3.1) G®(c(s) +d(s)t) = G(t) fiir alle s > 0, t € R.

Im Folgenden werden wir diese Funktionalgleichung l6sen. Zuerst werden wir GG eliminieren
und die Funktionen ¢ und d bestimmen.

SCHRITT 1. Fiir s > 0 betrachte die affine Transformation ¢, : R — R mit
@s(t) = c(s) +d(s)t, teR.

Es gilt mit dieser Notation fiir alle s > 0 und ¢ € R, dass

(3.3.2) G(ps(t) = G5(b).

Wir zeigen, dass die Abbildung s — ¢, ein Homomorphismus aus der multiplikativen Gruppe
der positiven reellen Zahlen (R.q,-) in die Gruppe der affinen Transformationen von R ist,
d.h. fiir alle s1,s9 > 0 und ¢ € R gilt

(3.3.3) Ps155(8) = P53 (05, (1))
Indem wir (3.3.2) mehrmals benutzen, erhalten wir, dass

G(QOSLSQ <t>> = Gl/(5182)(t) = (G1/51 (t))1/82 = (G(Qoﬂ (t)))1/82 = G((,052 (¢51 (t>>>
Aus Lemma 3.1.5 folgt (3.3.3).
SCHRITT 2. Mit p,(t) = c(s) + d(s)t erhalten wir
Osy55 (1) = c(s152) + d(s152)1,
Pas (P31 (1)) = c(s1)d(52) + c(s2) + d(s1)d(s2)1.

Somit fiithrt (3.3.3) zum folgenden System von Funktionalgleichungen: Fiir alle s;,s5 > 0
und alle t € R,

{d(slsg) = d<81>d<82>,

c(s182) = c(s1)d(s2) + c(s2).

Die erste Gleichung ist eine Cauchy-Funktionalgleichung in multiplikativer Form, siehe Ko-
rollar 2.4.2. Da d eine messbare Funktion ist, gibt es ein p € R mit

d(s) =s", s>0.

SCHRITT 3. Wir betrachten zunéchst den Fall p = 0, also d(s) = 1. Die Funktionalgleichung
fiir ¢ sieht folgendermaflen aus: Fiir alle sq, 59 > 0

c(s189) = ¢(s1) + c(s2).
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Betrachte die Funktion h(z) = ¢(e*), x € R. Fiir diese gilt
h(zy + x9) = c(e™772) = c(e™e™) = c(e") + c(e™) = h(xy) + h(xs).

Somit ist h additiv. Da h messbar ist, folgt aus dem Satz von Ostrowski, dass h(z) = ax
fiir ein a € R und somit ¢(s) = alogs. Im Fall p = 0 haben wir also die folgende Losung
erhalten:

d(s) =1, c(s) =alogs.
Die Gleichung (3.3.1) fiir die Verteilungsfunktion G vereinfacht sich also zu
G(t 4+ alogs) = G'*(t).

Der Fall a = 0 ist ausgeschlossen. In diesem Fall wiire namlich G(t) = GV/*(t) fiir alle s > 0,
was bedeuten wiirde, dass G(t) nur die Werte 0 oder 1 annimmt. Widerspruch, denn G ist
nicht degeneriert. Sei also a # 0. Mit ¢ = 0 und y = alog s € R erhalten wir

G(y) = G(0) = (GO = exp {10 G(0)) -t} = exp { e st o)),

Das gilt wegen a # 0 fiir alle y € R. Es sei bemerkt, dass log G(0) < 0 und dass die Fille
G(0) = 1 oder 0 ausgeschlossen sind, denn sonst wire G identisch 0 oder 1, Widerspruch.
Somit ist G vom Gumbel-Typ.

SCHRITT 4. Nun betrachten wir den Fall p # 0. Es gilt d(s) = s” und die Gleichung fiir ¢
nimmt die folgende Gestalt an: Fiir alle s1,s9 > 0

c(s182) = she(s1) + c(s2).
Indem wir s; und s, vertauschen, erhalten wir
c(s281) = shc(s2) + c(s1).
Somit ergibt sich fiir alle s;,s9 > 0
she(sy) + c(s2) = sfe(sa) + (s1).

Sei nun s, = 2. Aus p # 0 folgt, dass 27 — 1 # 0 und wir erhalten, dass fiir alle s; > 0

(1) = zi(i)l

(s7 = 1) = (Y = Dy,

wobel = 2(’;,(3)1 € R. Wir haben die Funktionen ¢ und d bestimmt:
d(s) = &, cs) = (s" = )y,

wobei p € R und p € R zwei Parameter sind.
Die Gleichung (3.3.1) fiir die Verteilungsfunktion G' nimmt somit die folgende Gestalt an:
Fiir alle s > 0, t € R,

G*((s”* = 1)+ st) = G(¢).
Betrachte die Verteilungsfunktion H(u) = G(u — u), u € R. Die Gleichung fiir H sieht wie
folgt aus: Fiir alle s > 0, t € R,
H*(st) = H(t).
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Mit ¢ = 0 erhalten wir H*(0) = H(0) fiir alle s > 0, somit ist H(0) = 0 oder H(0) = 1.

FaLL 1. Sei H(0) = 0. Da H eine Verteilungsfunktion ist, gilt H(y) = 0 fiir alle y < 0. Sei
nun y > 0. Mit t = 1 und s = y'/? > 0 erhalten wir

H(y) = HY*(1) = H" (1) = exp {(log H(1)) -y~ *}, y>0.
Es sei bemerkt, dass log H(1) < 0. Es folgt, dass H und somit auch G vom gleichen Typ wie
die Fréchet-Verteilung @/, ist.

FALL 2. Sei H(0) = 1. Da H eine Verteilungsfunktion ist, gilt H(y) = 1 fiir alle y > 0. Sei
nun y < 0. Mit t = —1 und s = (—y)*/” > 0 erhalten wir

H(y) = H'/*(=1) = HV""(=1) = exp {(log H(~1)) - (=9) "/}, y <0.

Es sei bemerkt, dass log H(—1) < 0. Es folgt, dass H und somit auch G vom gleichen Typ
wie die Weibull-Verteilung W_,, ist. O

Aufgabe 3.3.2 (Grenzwertverteilungen fiir Minima). Eine nichtdegenerierte Verteilungs-
funktion H heifit Extremwertverteilung fiir Minima oder min-stabil, wenn es u.i.v.

Zufallsvariablen X7, Xo,... und Normierungskonstanten a,, € R, b,, > 0 gibt mit
min{X;,..., X, } —a, RN

by, n—00

Zeigen Sie: Verteilungsfunktion H ist min-stabil genau dann, wenn H vom gleichen Typ
wie A(—t), ®,(—t) oder ¥, (—t) ist, wobei a > 0.

Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe der Identitdt min{X;,..., X, } = —max{—X1,...,—X,},
dass eine Zufallsvariable Z genau dann min-stabil ist, wenn —Z max-stabil ist.

Kommentare

(18], [22], [11]
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KAPITEL 4

Regulir variierende Funktionen

Unser néchstes Ziel ist es, die Max-Anziehungsbereiche der Extremwertverteilungen zu be-
schreiben. Dies wird im néchsten Kapitel geschehen. Wir haben bereits gesehen, dass die
Verteilung mit der Tailfunktion F'(z) = 27, > 1, im Max-Anziehungsbereich der Fréchet-
Verteilung &, liegt. Wir werden spéter sehen, dass der Max-Anziehungsbereich von &, aus
allen Verteilungen besteht, deren Tailfunktionen sich im gewissen Sinne “wie x~*” verhalten.
Um die exakte Bedingung zu formulieren, brauchen wir den Begriff der reguléren Variation,
den wir in diesem Kapitel einfiihren.

4.1. Langsam variierende Funktionen

Zuerst definieren wir eine Klasse von Funktionen, die sich “nicht sehr schnell verdndern”.

Definition 4.1.1 (Karamata, 1930). Eine messbare Funktion L : (A,00) — (0, 00)
heifit langsam variierend in +oo, wenn

lim L)
T—>+00 L(CL’)
N J

=1 fiir jedes A > 0.

Bemerkung 4.1.2. Der genaue Wert von A spielt keine Rolle, denn in der obigen Definition
geht es nur um das Verhalten der Funktion L fiir + — +o00. Es hat keinen Einfluss auf die
Eigenschaft der langsamen Variation, wenn man die Funktion L auf einem endlichen Intervall
beliebig verédndert.

Beispiel 4.1.3. Eine messbare Funktion L, fiir die der Grenzwert ¢ := lim, . L(z) in
(0, 00) existiert, ist langsam variierend, denn
L\
hm L0y
T—+00 L(:E) C

Ist aber der Grenzwert c gleich +00 oder 0, so muss die Funktion nicht langsam variierend
sein. Zum Beispiel sind die Funktionen fi(x) = x und f3(x) = 1/x nicht langsam variierend.

Beispiel 4.1.4. Die Funktion L(z) = c(logx)?, mit ¢ > 0, 3 € R ist langsam variierend,
denn fiir jedes A > 0 gilt

LOz)  cllog(\x))®  (logz +log A\ "
I(x) ~ clogz)? _( log 7 ) -

fiir x — +o0.
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Beispiel 4.1.5. Die Funktionen
logx, loglogx, logloglogz,...
sind langsam variierend. Funktionen der Form

c(logz)?* (loglog ) ... (log. . .log )’

mit ¢ > 0, 5,...,Or € R sind ebenfalls langsam variierend.
sof
6o}
sof
| S
2x108 4x108 6x108 8x 108 1x10°

ABBILDUNG 1. Zwei langsam variierende Funktionen: exp{+/log x} (blau) und
log z (rot).

Beispiel 4.1.6. Fiir a # 0 ist die Funktion f(x) = 2 nicht langsam variierend. Wir werden
spéter sehen, dass fiir jedes € > 0 eine langsam variierende Funktion nicht schneller als x*®
steigen darf und nicht schneller als x7¢ gegen 0 gehen darf.

Beispiel 4.1.7. Die Funktionen L(z) = e(es2)” gind fiir alle 0 < 8 < 1 langsam variierend
(Ubungsaufgabe). Fiir 8 = 1 ergibt sich die Funktion L(x) = el°? = z, die nicht langsam
variierend ist. Allerdings ist die Funktion

Ll (.T) _ elog z/loglogx
langsam variierend (Ubungsaufgabe).

Beispiel 4.1.8. Nicht jede von 0 und +o00 wegbeschrénkte Funktion ist langsam variierend.
Beispiel: f(x) =2+ sinx ist nicht langsam variierend (Ubung).

Beispiel 4.1.9. Es gibt eine langsam variierende Funktion L, die zwischen 0 und +o00 os-
zilliert in dem Sinne, dass limsup,_,, . L(z) = 400 und gleichzeitig liminf,_, ., L(z) = 0.
Ein Beispiel ist gegeben durch (Ubungsaufgabe)

(4.1.1) L(x) :exp{\/@-cos <€/@)}, x> 1.

Diese Funktion oszilliert unendlich oft zwischen der “unteren Grenze” e~ V8% (die im Fall
cos(Togz) = —1 erreicht wird) und der “oberen Grenze” ev'°¢® (die im Fall cos({/Togz) = 1
erreicht wird). Allerdings sind die Oszillationen sehr langsam: Zum Beispiel erreicht L die
obere Grenze ¢V'8% an den Stellen 68”3k3, k=0,1,2,....
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Aufgabe 4.1.10. Sei L eine langsam variierende Funktion. Zeigen Sie, dass L fiir « € R
ebenfalls langsam variierend ist.

Aufgabe 4.1.11. Seien L und Lo langsam variierende Funktionen. Zeigen Sie, dass L Lo,
Li/Ly und Lj + Ly ebenfalls langsam variierend sind.

4.2. Regulir variierende Funktionen

)

Nun definieren wir eine Klasse von Funktionen, die sich “so dhnlich wie z®” verhalten.

e M)

Definition 4.2.1 (Karamata, 1930). Eine messbare Funktion R : (A,00) — (0, 00)
heifit regulér variierend in +oo mit Index o € R, falls

. R(\x)
IEIEOO R(:E)

= \* fiir jedes A > 0.

Bezeichnung: R € RV,,.

(. J

Bemerkung 4.2.2. Eine Funktion ist langsam variierend genau dann, wenn sie regulér
variierend mit Index o = 0 ist.

Beispiel 4.2.3. Die Funktion R(z) = 2%, wobei a € R, ist regulér variierend mit Index «,
denn

) _ O _ e g alto A > 0.
R(z) x®
Auch die Funktion R(z) = cz® mit ¢ > 0 ist regulér variierend.

Beispiel 4.2.4. Die Funktion f(x) = el°¢?l (wobei [-] die GauB-Klammer ist) ist nicht
reguliir variierend obwohl die sehr #hnliche Funktion R(z) = €!°¢® = x reguliir variierend mit
Index a =1 ist.

Aufgabe 4.2.5. Seien f € RV, und g € RVg . Zeigen Sie, dass fg € RV 3.

Viele Beispiele von regulér variierenden Funktionen kénnen konstruiert werden, indem man
eine langsam variierende Funktion L(x) mit x* multipliziert. Dadurch wird die Klasse der
reguldr variierenden Funktionen ausgeschopft, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4.2.6. Sei R eine regulédr variierende Funktion mit Index a. Dann gibt es eine
langsam variierende Funktion L, sodass

R(z) = z“L(x).

BEWEIS. Setze L(x) = Iz(,f ) Dann muss man nur noch zeigen, dass L(z) langsam variierend

ist. Fiir beliebiges A > 0 gilt
L(A\x) R(A\x)/(Ax)” _JR(\z) _
— — a” N\ @ e —
() R(z)/z A R() — AT , T — +00,
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da R nach Voraussetzung regulér variierend ist. Deshalb ist L langsam variierend. 0

Es gibt auch den Begriff der schnell variierenden Funktionen. Eine Funktion f : (A, 00) —
(0, 00) heift schnell variierend mit Index o = +o00, wenn fiir jedes A > 0

400, falls A > 1,

A
lim f(Az) = \t*:={1, falls A =1,
T—>—+00 f(;[j)
0, falls A < 1.
Analog werden schnell variierende Funktionen mit Index o = —oco definiert. So ist z.B. die

Funktion f(z) = e schnell variierend mit Index +oo, wihrend die Funktion f(z) = e™®

schnell variierend mit Index —oo ist.

Im Rest dieses Kapitels werden wir einige Figenschaften der langsam und regulér variierenden
Funktionen herleiten. Die wichtigste Anwendung dieser Eigenschaften in diesem Buch ist die
Beschreibung der Max-Anziehungsbereiche.

4.3. Satz iiber die gleichméaflige Konvergenz

In der Definition der langsamen Variation wird verlangt, dass
L(\x)

=1
mﬁulloo L(LE)

fiir jedes feste A > 0. Erstaunlicherweise gilt diese Konvergenz sogar gleichméfig in A, solange
es von 0 und oo wegbeschriankt bleibt.

( N

Satz 4.3.1 (Uber die gleichmiBige Konvergenz, Karamata, 1930). Sei L : (A4,00) —
(0, 00) eine langsam variierende Funktion. Dann gilt fiir alle 0 < a < b < 00

L(\x)
L(x)

(. J

lim sup - 1' = 0.

=400 \ea,b]

BEWEIS. SCHRITT 1. Zuallererst werden wir aus der “multiplikativen” Notation in die “ad-
ditive” Notation wechseln. Betrachte die messbare Funktion

h(z) =log L(e®), x >logA.
Die Definition der langsamen Variation fiir L iibersetzt sich wie folgt: Fiir jedes u € R gilt

(4.3.1) i (b +w) = h(x)) = 0.

Wir werden zeigen, dass die Konvergenz in (4.3.1) gleichméfig in u € I := [log a, log b] ist.

SCHRITT 2. Angenommen, die Konvergenz ist nicht gleichméfig in v € I. Dann gibt es ein
€ > 0 und eine Folge x1, x3,... — 00 mit

sup |h(zy, + u) — h(z,)| > 2 firn=1,2,....
uel

Es gibt also eine Folge uy,us, ... € I mit
(4.3.2) |h(x, + up) — h(xy)| > 2e firn=1,2,....
30



Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass w, gegen einen Grenz-
wert u konvergiert (andernfalls betrachte eine konvergente Teilfolge) und dass |u, —u| < 1
fur alle n € N (andernfalls entferne endlich viele Terme in den Folgen).

SCHRITT 3. Laut (4.3.1) gilt fiir jedes y € R, dass
(4.3.3) |h(z, +y) — h(x,)| < e falls n > N(y) hinreichend grof}.
Aus (4.3.2) und (4.3.3) ergibt sich, dass

|h(zn + upn) — h(z, +y)| > € falls n > N(y) hinreichend grof.
Definiere messbare Mengen [y, I, ... durch

Iy ={y € [-1,1]: |h(zy + up) — h(x,, + y)| > € fiir alle n > k}.

Es gilt dann U2, I, = [—1, 1], somit existiert ein k, so dass I ein strikt positives Lebesgue-
Maf hat.

SCHRITT 4. Betrachte die Mengen Z,, = u,, — Iy = {u, —y: y € I} und

Z ={w € [-1,1]: w € Z, fiir unendlich viele n} = ﬂ U Zp.
i=1n=j
Es gilt A\(Z,) = A(Ix) > 0 fiir alle n € N. Da die Mengen Z,, im Intervall [u — 2,u + 2]
enthalten sind, diirfen wir die Stetigkeit des Lebesgue-Mafles verwenden:

ANZ) = lim A (U Zn) > lim A(Z;) = A1) > 0.

n=j
SCHRITT 5. Somit ist Z nicht leer. Sei w € Z, dann gilt fiir unendlich viele n, dass w € wu,, — I}
und somit

\h(xy, + up) — h(x, + up, — w)| > €.
Das ist aber ein Widerspruch zu (4.3.1), denn z,, + u,, — 0. O

Fiir regulédr variierende Funktionen nimmt der Satz iiber die gleichméflige Konvergenz die
folgende Form an:

Aufgabe 4.3.2. Zeigen Sie: Ist R eine mit Index « regulér variierende Funktion, so gilt

firalle0 <a<b< oo
R(\x)

R(z)

Hinweis: R(x) = L(x)xz®, wobei L langsam variierend ist.

«

=0.

lim sup
=100 \g[a,b]

Aufgabe 4.3.3. Sei f € RV,. Zeigen Sie, dass
. R(z+1)
lim ————

z—+oo  R(x) =1L

Aufgabe 4.3.4. Seien f € RV, und g € RV, und es gelte aulerdem lim,_, 1~ g(z) =
+00. Zeigen Sie, dass dann die Komposition f(g(z)) regulédr variierend mit Index af ist.

31



Satz 4.3.5 (Uber die lokale Beschrénktheit). Sei L : (A,00) — (0,00) eine langsam
variierende Funktion. Dann gibt es ein B > A, so dass L auf jedem Intervall der Form
[B, B + ¢] beschrénkt ist, d.h.

sup L(x) < oo fiir alle ¢ > 0.
z€[B,B+]

(. J

BEWEIS. Nach dem Satz iiber die gleichméflige Konvergenz gibt es ein B > 0, so dass fiir
allez > B

L(Ax) <1
sup — )
A€[1,2] L(z)
Somit gilt fiir alle x > B
L(A
sup (Az) < 2.
relz L(x)

Mit z = 2B, k= 0,1,. .., folgt, dass
sup  L(z) < 2L(2*B).

z€[2F B2k +1B]

Per Induktion erhilt man, dass die Funktion L auf dem Intervall [B,2*B] durch 2*L(B)
beschréankt ist. O

Aufgabe 4.3.6. Zeigen Sie: Ist R eine reguldr variierende Funktion, so gibt es ein B, so
dass R auf jedem Intervall der Form [B, B + ¢| beschréinkt ist.

4.4. Darstellungssatz von Karamata

Satz 4.4.1 (Darstellungssatz fiir langsam variierende Funktionen, Karamata, 1930).
Eine Funktion L : (A,00) — (0,00) ist genau dann langsam variierend, wenn es eine
Darstellung der Form

(4.4.1) L(z) = ¢(x) exp {/ @du} , > A,
A U
gibt, wobei A; > A und ¢(z) > 0, e(x) messbare Funktionen sind mit

(4.4.2) c:= lim c¢(x) € (0,00), lim e(x)=0.
T—+00 T—r+-00

Aufgabe 4.4.2. Geben Sie eine solche Darstellung fiir die Funktionen Li(xz) = logz,
Lo(z) =loglogx, L3(x) = e(g2)” 0 < B < 1, explizit an.

BEWEIS. SCHRITT 1. Es ist eine Ubungsaufgabe, zu zeigen, dass jede in der Form (4.4.1),
(4.4.2) dargestellte Funktion L langsam variierend ist.

SCHRITT 2. Es sei L eine langsam variierende Funktion. Wir zeigen, dass es eine Darstellung
der Form (4.4.1) gibt. Zuerst werden wir aus der “multiplikativen” in die “additive” Notation
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wechseln. Betrachte dazu die Funktion
h(z) :=log L(e®), x > logA.

Die Bedingung der langsamen Variation von L nimmt die folgende Gestalt an: Fiir alle u € R
gilt

(4.4.3) i (b +w) = h(x)) = 0.
Wir werden zeigen, dass h die folgende Darstellung zulésst:
(4.4.4) h(z) = d(z) + / " Ft,
wobei B > log A und d(z), f(z) messbare Funkti:nen sind mit
(4.4.5) d:= zgr—{loo d(z) € R, xl_lgloof(x) = 0.

Daraus ergibt sich fiir L die Darstellung

log x x ]
L(z) = h005%) — o1 oy {/ f(t)dt} — @) oxp {/ f(log u) du}
eB u

B

wobei wir die Variablentransformation ¢ = log u gemacht haben. Das wiirde die Behauptung
beweisen, denn

c(z) = el® el € (0,00), e(z):= f(logz) =0
fiir x — +o0, was die Giiltigkeit von (4.4.2) zeigt.

SCHRITT 3. Wir beweisen die Existenz der Darstellung (4.4.4). Wir wiirden sehr gerne
f(t) = I'(t) definieren, das geht allerdings nicht, denn ~ muss nicht differenzierbar sein. Wir
setzen deshalb f(t) = h(t + 1) — h(t). Es sei bemerkt, dass lim,_, . f(z) = 0 nach (4.4.3).
Fir x > B gilt

(4.4.6) / " F@)dt = / (At +1) — h(t))dt / - h(t)dt — / o h(t)dt,

B
wobei B so grof sei, dass alle beteiligten Funktionen auf [B, z + 1] beschrénkt (und somit
integrierbar) seien. Kénnten wir in der obigen Gleichung das Integral f;“ h(t)dt durch den
Wert h(x) ersetzen (wobei der dadurch entstehende Fehler nach (4.4.3) “klein” sein sollte),
so wiirde sofort die behauptete Darstellung fiir i folgen. Um diese Uberlegung streng zu
begriinden, schreiben wir

z+1 z+1 1
/ h(t)dt = h(z) + / (h(t) — h(z))dt = h(z) + /0 (h(z + u) — h(z))du,

wobei wir die Substitution ¢ = x + u mit u € [0, 1] gemacht haben. Indem wir das in (4.4.6)
einsetzen, erhalten wir nach einer Umstellung

h(z) = /B " p)di + /B T - /0 (e + 1) — ha))du

Der zweite Term auf der rechten Seite héngt nicht von x ab. Der dritte Term konvergiert fiir
x — 400 gegen 0, denn h(z + u) — h(z) — 0 gleichméfBig in u € [0, 1] nach dem Satz iiber
die gleichméflige Konvergenz und dessen Beweis. Wir konnen also die Differenz der beiden
Terme mit d(z) bezeichnen. Dann ist (4.4.5) erfiillt. O
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Fiir regulédr variierende Funktionen nimmt die Karamata-Darstellung die folgende Form an:

Aufgabe 4.4.3. Zeigen Sie: Eine Funktion R : (A, 00) — (0,00) ist genau dann reguldr
variierend mit Index o € R, wenn es eine Darstellung der Form
x
(4.4.7) R(z) = c¢(x) exp {/ 5(u)du} , x> A,
A U
gibt, wobei A; > A und ¢(x) > 0, e(x) messbare Funktionen sind mit
(4.4.8) c:= lim ¢(z) € (0,00), lim e(z)=oa.
r—>+00

T—r+400

4.5. Abschitzungen fiir reguliar variierende Funktionen

Satz 4.5.1. Sei L langsam variierend, dann gilt fiir jedes 6 > 0
lim 27°L(z) =0, lim 2°L(z) = +oo.
T—+00 r—+00
BEWEIS. Das folgt aus dem Darstellungssatz (Ubung). O
Korollar 4.5.2. Sei R reguldr variierend mit Index «, dann gilt fiir jedes 6 > 0
lim R(z) =0, lim R(z) = +4o00.
z—+oo gt z—+oo LA

BEWEIS. Betrachte die langsam variierende Funktion L(z) := R(z)/x® und wende Satz 4.5.1

an.

O

Aufgabe 4.5.3. Sei R regulir variierend mit Index «. Zeigen Sie, dass

lim R(z) = {—i—oo, falls o > 0,

r—r—+00

0, falls o < 0.

Aufgabe 4.5.4. Sei R regulir variierend mit Index «. Zeigen Sie, dass

lim log fi(x) R(z) =

z—+oo  logx

Aufgabe 4.5.5. Sei R; regulér variierend mit Index «; und Rs regulér variierend mit
Index aq. Zeigen Sie, dass die Funktion R; 4+ Ry regulér variierend mit Index max{ay, as}
ist.
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Satz 4.5.6 (Potter-Schranke, 1942). Sei L : (A, 00) — (0, 00) langsam variierend. Fiir
vorgegebene Konstanten B > 1 und ¢ > 0 gibt es ein K = K(B,d) > A mit

igi% < Bmax{(i)é, (%)6} , fiir alle z,y > K.

(. J

BEwEIS. Mit dem Darstellungssatz von Karamata erhalten wir

1 = ageel [ )

Da ¢(x) — ¢, c(y) — ¢, e(u) — 0 fiir z,y,u — +o0o, kénnen wir ein hinreichend grofles
K > A finden, so dass c(z) > ¢/vVB, c¢(y) < ¢v/B und |e(u)| < ¢ fiir z,y, v > K. Somit ist

Yy
@<B, / @du'gé‘logy‘zémax{logg,logz}.
c(x) . U x x Yy
Daraus folgt die Behauptung. O

4.6. Charakterisierung der Grenzwertfunktionen

In der Definition einer regulér variierenden Funktion f wird verlangt, dass der Grenzwert

SO
9N =

fiir jedes A > 0 existiert und eine bestimmte Form, nédmlich A%, hat. Erstaunlicherweise
reicht es viel weniger zu verlangen: Wenn der Grenzwert g(\) fiir alle A aus einer Menge mit
positivem Lebesgue-Mafl existiert, dann existert er fiir alle A > 0 und hat automatisch die
Form \“.

e R

Satz 4.6.1. Sei f: (A, 00) — (0,00) eine messbare Funktion, fiir die der Grenzwert

(M)
4.6.1 =
(4.6.1) g(A):= lim @) € (0,00)
fiir alle A aus einer messbaren Menge K C (0,00) mit strikt positivem Lebesgue-Maf
existiert. Dann existiert der Grenzwert g(\) sogar fiir alle A > 0. Weiterhin hat die
Funktion g die Form g(\) = A\® fiir ein @ € R. Die Funktion f ist somit regulér variierend.
(. J

BEWEIS. SCHRITT 1. Es sei A die Menge aller A > 0, fiir die der Grenzwert (4.6.1) in (0, co)
existiert. Die Menge A ist eine multiplikative Untergruppe von (0, 00), ndmlich

(1) fiir alle Ay, Ay € A ist auch A\ \s € A;

(2) fiir alle A € A ist auch 1/ € A.

Wir zeigen die erste Eigenschaft: Fiir A\j; Ay € A gilt

(4.6.2) fOuder) _ fudaw)  fQr) sy e (00 00) i @ — +oo.

() foz)  f(z)
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Der Beweis der zweiten Eigenschaft ist eine Ubungsaufgabe.

SCHRITT 2. Somit ist die Menge S := log A = {logA\: A € A} eine additive Untergruppe
von R. Diese Untergruppe enthilt die Menge log K, die (genauso wie K) messbar ist und
ein strikt positives Lebesgue-MaB hat (Ubung). Nach Satz 2.3.7 gilt also S = R und somit
A = (0,00). Die Existenz des Grenzwerts g(\) in (4.6.1) ist somit fiir alle A > 0 bewiesen.

SCHRITT 3. Aus (4.6.2) folgt, dass g eine multiplikative Funktion ist. Auflerdem ist g als

Grenzwert von messbaren Funktionen, siehe (4.6.1), messbar. Nach dem Satz von Ostrowski
hat ¢g die Form g(\) = A\* fiir ein a € R. O

Aufgabe 4.6.2 (Satz von Landau, 1911). Eine Funktion L : (4, c0) — (0, 00) sei monoton
(steigend oder fallend) mit der Eigenschaft, dass

L(2x)

Zeigen Sie, dass L langsam variierend ist.

Aufgabe 4.6.3. Konstruieren Sie eine nicht langsam variierende Funktion L : (0, 00) —
(0,00) mit der Eigenschaft, dass

I
x—1>r—£loo L(x)

4.7. Asymptotische Aquivalenz

Definition 4.7.1. Wir sagen, dass zwei Funktionen f, g : (A4, 00) — (0, 00) fiir 2 — 400
asymptotisch dquivalent sind, wenn
lim @ =1l
T—r+00 g(m‘)
Bezeichnung: f(x) ~ g(x) fiir + — +o0.

(. J

Beispiel 4.7.2. Es gilt * ~ z + 3 und 2? + x ~ 22 + 2z fiir z — +o0.

Aufgabe 4.7.3. Seien f1, f2, 91,92 : (4,00) — (0, 00) Funktionen mit f; ~ fo und g1 ~ go.
Zeigen Sie, dass

(1) figi ~ fago.
(2) fi+g1~ f2+ 9o

Die Klasse der regulér variierenden Funktionen mit Index « ist abgeschlossen beziiglich der
asymptotischen Aquivalenz:

Aufgabe 4.7.4. Es gelte f ~ g und f € RV,. Zeigen Sie, dass dann auch g € RV,, ist.

4.8. Integrale von regulir variierenden Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir uns mit dem asymptotischen Verhalten der Integrale der
Form [ ¢*L(t)dt fiir z — +o00 beschéftigen, wobei L langsam variierend sei. Im einfachsten
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Fall wenn L = 1, lasst sich dieses Integral explizit berechnen. Fiir jedes o > —1 gilt ndmlich

x I.a—i—l -1 xoc+1
/ t*dt = ~ , T — 400.
1 a+1 a+1

Wie kann man aber zum Beispiel die Asymptotik des Integrals [[" t*(log ¢)*d¢ fiir  — +00
berechnen? Man kann wie folgt argumentieren. Die Funktion (logt)? ist langsam variierend,
also unterscheidet sich ihr Wert auf dem ganzen Intervall [x/100, z] nur unwesentlich von
(logx)® (Satz iiber die gleichmiBige Konvergenz). Auf dem Intervall [0,2/100] kann der
Unterschied wesentlich sein, allerdings ist dieses Intervall klein und sein Beitrag zum Integral
sollte auch klein sein. Somit kann man vermuten, dass man (logt)? durch (logz)?® ersetzen

kann:
/9«" 3dt | x>3_x“ : T — +00
t*(logt ~ .

Hier ist eine allgemeine Aussage dariiber.

( M)

Satz 4.8.1 (Karamata, 1930). Sei L eine langsam variierende Funktion und die Zahl
B so grof}, dass L auf jedem Intervall der Form [B, B + ¢| beschréankt ist. Dann gilt fir
jedes ao > —1

T a+1
(4.8.1) /B tL(t)dt ~ L(x)ax+ T fir =z — +oo.

(. J
Beweis. Sei 6 € (0, + 1). Nach dem Satz von Potter konnen wir B’ > B so grof§ wihlen,

dass
égi; < 2max{<§> , (%) } , T,y > B.

Wir konnen die untere Grenze im Integral (4.8.1) auf B’ verschieben, denn dadurch &ndert
sich das Integral nur um eine Konstante. Es gilt ndmlich fiir z > B’, dass

foterLar e eL(t)dt . I oL (t)at
v L) (a+ 1) zoL(x)/(a+1) 2ot L(z)/(a+1)
und da der zweite Summand wegen « > —1 gegen 0 geht (siehe Aufgabe 4.5.3), werden wir
uns im Folgenden nur mit dem ersten Summanden beschéftigen. Betrachte also

o L L(t)dt 'L

fB (t) —(a+1)/ (ux)
zetL(x) /(e + 1) o L(x)

wobei wir die Variable u = t/x eingefiihrt haben. Nun gilt fiir u € (0, 1), dass

: L(ux)
« / = % <

Es liegt also eine dominierte Konvergenz vor, denn fol u®°du < oo wegen § < a + 1. Mit
dem Satz iiber die domnierte Konvergenz erhalten wir, dass

- S t*L(t)dt !
1 = 1 “du =1
S /0 wdu=1,

was die Behauptung beweist.

ua]l[B//le] (u)du,
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Beispiel 4.8.2. Fiir a = 0 erhalten wir, dass

/ L(t)dt ~ xL(z), = — +o0.
B

Kommentare

Regulér variierende Funktionen wurden von Jovan Karamata um 1930 eingefiihrt und fan-
den seitdem zahlreiche Anwendungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie. In diesem Kapitel
konnten wir nur auf einige Aspekte der reguldren Variation eingehen. Eine umfassende Dar-
stellung des Gebiets findet sich im exzellenten Buch von Bingham, Goldie und Teugels [7].
Weitere Referenz??? [?].
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KAPITEL 5

Max-Anziehungsbereiche

Es seien X7, Xy, ... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
F. Sei

M, = max{Xy,..., X, }.
Wir erinnern daran, dass F' im Max-Anziehungsbereich einer nichtdegenerierten Verteilungs-
funktion G liegt, wenn es Folgen a,, € R und b,, > 0 gibt, so dass

Mn_n
Mn 7o d o~

by, n—00

Eine dquivalente Bedingung lautet: Fiir alle ¢t € R gilt
lim F"(a, + bnt) = G(t).
n—oo

Als G kommen nur Extremwertverteilungen in Frage. Diese wurden im Satz von Fisher-
Tippett-Gnedenko beschrieben.

In diesem Kapitel werden wir die Max-Anziehungsbereiche der Verteilungen ®,, ¥, und A
beschreiben. Nicht alle Beweise in diesem Kapitel sind vollstdndig. Fiir mehr Einzelheiten
verweisen wir auf die Biicher von S. Resnick “Eztreme Values, Regular Variation and Point
Processes”, L. de Haan, A. Ferreira “Extreme Value Theory: An Introduction”, N. H. Bing-
ham, C. M. Goldie, J. L. Teugels “Regular Variation”.

5.1. Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ¢,
Der néchste Satz beschreibt den Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung @, a > 0.

e R

Satz 5.1.1 (Gnedenko, 1943). Eine Verteilungsfunktion F' mit rechtem Endpunkt z*
liegt im Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ®, mit Parameter o« > 0 genau
dann, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) 2* = 4o0. B
(2) Die Tailfunktion F ist reguldr variierend mit Index —c, d.h.
tim 22FOD e i alle A > 0,
z—+oo 1 — F(I)
(. J

Beispiel 5.1.2. Pareto-Verteilung mit der Tailfunktion F(z) = 27 x > 1, liegt im Max-
Anziehungsbereich von ®,, denn z* = +00 und F' € RV_,,.

Beispiel 5.1.3. Eine beliebige Verteilungsfunktion, fiir die F(z) ~ Ko~ fiir x — +oo gilt
(wobei K > 0 und « > 0), liegt im Max-Anziehungsbereich von ®,,.
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Wir beweisen zuerst die Riickrichtung von Satz 5.1.1. Dies geschieht im folgenden Satz.

( M)

Satz 5.1.4. Es seien Xj, Xy, ... unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Verteilungsfunktion F', fiir die 2* = +o00 und F' € RV_,, gilt. Weiterhin sei b,, eine
beliebige Folge mit

(5.1.1) lim nF(b,) = 1.
n—oo
Dann gilt
Mn d
B s Pe
(. /

BEWEIS. Gegeben ist, dass 2* = +o0o und F € RV_,. Wir zeigen, dass fiir alle ¢ € R,
lim F"(b,t) = $, ().

n—o0

SCHRITT 1. Zuerst zeigen wir durch Widerspruch, dass

lim b, = +o0.
n—oo

Wiire niimlich b, < C fiir unendlich viele n, so hiitten wir nF(b,) > nF(C) fiir unendlich

viele n. Es gilt aber F(C) > 0 (wegen x* = +00), was zu einem Widerspruch zu (5.1.1)
fithrt. Also gilt lim,, ,o b, = +00.

SCHRITT 2. Seit > 0. Da F regulér variierend mit Index —a ist, ergibt sich unter Beriicksichtigung
von (5.1.1), dass

_ _ F(but
nF(b,t) = nk(b,) - F((bn )) — 1-t7 =t

Dadurch folgt:
Fr(byt) = (1 — F(bpt))" — e = ®,4(1).

n—oo
SCHRITT 3. Sei t < 0. Es gilt fiir hinreichend grofies n, dass b, > 0 (Schritt 1) und folglich
F™(byt) < F*(0) — 0= D,(2),
n—oo

wobei wir benutzt haben, dass F'(0) < 1 wegen z* = +00. O

Wir haben allerdings nicht gesagt, wie man eine Folge b,, konstruiert, die (5.1.1) erfiillt. Am
einfachsten definiert man b, als eine Losung der Gleichung F(b,) = 1. Leider kann es bei
einer unstetigen Verteilungsfunktion F sein, dass ' den Wert % iiberspringt und es somit
keine Losung gibt. Fiir eine Konstruktion, die immer funktioniert, benttigen wir den Begriff
der Quantilfunktion.
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Definition 5.1.5. Die Quantilfunktion (oder die linksstetige Inverse) ciner Vertei-
lungsfunktion F' ist die Funktion

F™(a) :=inf{t e R: F(t) > a}, a€(0,1).

F()h
1
a
—— : t
i >
F(a)

ABBILDUNG 1. Veranschaulichung von F< (a).

Ist die Funktion F' streng monoton steigend und stetig, so ist £’ die inverse Funktion zu
Im Allgemeinen kénnen aber zwei Arten von Problemen auftreten:

(1) Die Funktion F' kann auf einem Intervall konstant bleiben.
(2) Die Funktion F' kann Spriinge haben.

Fyh Foh
1 1

aT a +

| N

F(a) F‘_l(a)

Ve

ABBILDUNG 2. Problemfille

In beiden Fillen ist die inverse Funktion zu F' nicht wohldefiniert. Die Quantilfunktion
existiert aber trotzdem.

Aufgabe 5.1.6. Sei F' eine Verteilungsfunktion mit rechtem Endpunkt x*.

(1) Zeigen Sie, dass F'* linksstetig und monoton nicht-fallend ist.
(2) Zeigen Sie, dass lim,4 F*< (y) = «*.

Abbildung 2, rechts, zeigt, dass F'(F* (y)) nicht immer gleich y sein muss. Es gilt lediglich
eine einseitige Abschétzung:
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Lemma 5.1.7. Es gilt F(F* (y)) >y fiir alle y € (0,1).

BEWEIS. Sei x = F* (y). Fiir jedes € > 0 ist F(x 4+ ¢) > y nach Definition von F* . Lassen
wir € gegen Null gehen, so gilt F'(x+¢) — F(x), weil F als Verteilungsfunktion rechtsstetig
ist. Daraus ergibt sich, dass F(z) > y. O

Nun kénnen wir eine Normierungsfolge b,, angeben, die der Bedingung aus Satz 5.1.4 geniigt:

bn::Fe(l—l).
n

Lemma 5.1.8. Sei 2* = +o00 und F' € RV_,. Mit der obigen Wahl von b, gilt
lim nF(b,) = 1.

n—oo

BEWEIS. Ist F' streng monoton steigend und stetig, so gilt F'(b,) = 1 — %, denn F* ist dann
die inverse Funktion von F'. In diesem Fall ist die Aussage des Lemmas giiltig, denn es ist
sogar nF'(b,) = 1. Im Fall eines beliebigen F' miissen wir anders argumentieren.

SCHRITT 1. Aus Lemma 5.1.7 folgt, dass F(b,) < <, woraus sich direkt ergibt, dass
(5.1.2) limsupnF(b,) < 1.

n—oo

SCHRITT 2. Es bleibt also noch zu zeigen, dass
(5.1.3) liminf nF(b,) > 1.

n—oo

Sei dazu x € (0,1). Fiir n gro genug gilt zb, > 0, denn b, — oo. Es gilt aulerdem
F(zb,) <1— % nach Definition von b,,. Somit gilt:
_ 1
nF(zb,) =n(l — F(xb,)) >n-— =1
n
Damit folgt unmittelbar:
- - F(b,) _ F(bn)
Flbn) = nB(ab,) - ok s 200l a0
nF(ba) = nF(@hn) - 505 > Fapy 7 ° e
da F regulir variierend mit Index —a ist. Es ergibt sich also, dass liminf,_,.o nF (bp) > z°
fiir alle € (0,1). Wenn man nun x gegen 1 gehen lésst, ergibt sich (5.1.3). Damit ist
insgesamt lim,, o, nF'(b,) = 1 und das Lemma ist bewiesen. O

Hier sind einige Beispiele von Verteilungen aus dem Max-Anziehungsbereich der Fréchet-
Verteilung.
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Aufgabe 5.1.9. In der Versicherungsmathematik wird fiir die Modellierung der Scha-
denhthen manchmal die sogenannte Burr-Verteilung mit Verteilungsfunktion

c \°
Fit)=1-—(——— >
®) <C+t5> 120,

verwendet. Dabei sind C' > 0, a > 0, § > 0 Parameter. Zeigen Sie, dass die Burr-Verteilung
im Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ®,4 liegt, und geben Sie explizit eine
Folge by, an, fiir die M, /b,, gegen ®,3 konvergiert.

Aufgabe 5.1.10. Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte f und Verteilungsfunktion F'.
Beweisen Sie: Gilt f(t) ~ Kt~%, t — 400, mit K > 0 und « > 1, so folgt

F(t) ~ =t = too.

a—1
Zeigen Sie, dass X im Max-Anziehungsbereich von ®,_; liegt.
Aufgabe 5.1.11. Seien X1, Xo, ... unabhéngig und Cauchy-verteilt mit der Dichte

1

Zeigen Sie, dass 7 M, 4, P,
n—oo
Auch diskrete Verteilungen kénnen im Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung liegen:

Aufgabe 5.1.12. Eine Zufallsvariable X heifit Zeta-verteilt mit Parameter a > 1, wenn

1
PIX =k] = =12,...
[ ] C(O{)k‘a Y Y Y Y
wobei ((a) := Y22, k™% die Zeta-Funktion ist. Zeigen Sie, dass die Zeta-Verteilung im

Max-Anziehungsbereich von ®,_; liegt.

Nun beweisen wir die Hinrichtung von Satz 5.1.1.

BEWEIS VON SATZ 5.1.1: “=". Es sei F eine Verteilungsfunktion und a, € R, b, > 0
Folgen, so dass fiir alle t € R,

(5.1.4) lim F"(a, + bnt) = $u(t).

n—oo

Wir zeigen, dass z* = 400 und F € RV_,,.

SCHRITT 1. Zuerst miissen wir (5.1.4) auf nichtganzzahlige Werte von n erweitern. Fiir eine
nicht notwendigerweise ganze Zahl s > 0 definiere a;, = a5} und by = b, wobei |s] die
Abrundungsfunktion bezeichnet, siehe (3.2.4). Wir behaupten, dass

(5.1.5) lim F*(as + bst) = D, (¢)

§—00

fiir alle ¢ € R, wobei s nicht ganzzahlig sein muss. In der Tat,

Fi(as +bst) = (F¥ (ags + b ) — @,(8),

S§—00
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wobei wir (5.1.4) mit n = |s] und die Relation lim,, 1~ s/|s] = 1 benutzt haben.

SCHRITT 2. Sei A > 0. Wegen (5.1.5) mit As anstelle von s gilt
(5.1.6) Tim F*(axs +bast) = lim (F*(axs + bast))* = 9/3(t) = 2o (A1),

Indem wir nun (5.1.5) mit (5.1.6) vergleichen und das Lemma von Chintschin benutzen,
erhalten wir, dass

b S . S
(5.1.7) lim = = AYe ) lim a

s—00 by s—00 b

_CLS

=0.

Somit ist die Funktion s +— b, reguldr variierend mit Index 1/a. Auflerdem suggeriert die
zweite Relation, dass die Funktion a, “langsamer” als b, steigen sollte.

SCHRITT 3. Ausgehend von (5.1.7) soll gezeigt werden, dass

(5.1.8) lim & = 0.

§—00 bs

Zu diesem Zweck benutzen wir die folgende teleskopische Darstellung:

% - - Qg /ok—1 — Qg /ok Qg /on - - Qg /ok—1 — Qg ok ) bs/gk Qg /om
bs Z by * bs Z bs/2’C bs * bs ’

k=1 k=1
wobei n noch zu wihlen ist. Nun sollen einzelne Summanden abgeschéitzt werden. Sei ¢ > 0
fest. Sei A > 0 so grofl gewéhlt, dass

(5.1.9) w <cecfiralez>A
(was aus der zweiten Relation in (5.1.7) folgt) und

bs
(5.1.10) b—“ <2A7VCY firalle > A, A> 1

(was aus der Potter-Schranke fiir die regulér variierende Funktion = +— b, folgt). Fiir ein
s > A kénnen wir ein n = n(s) € Ny mit s/2""" < A < s/2" finden. Wir erhalten die
Abschéatzung
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k=1

n

b k |a nl C
5/2 5/2 —k/(20) 1

< E 2.2 —
b, + b S € 2 + b

Qs

bs

as/gk—l — U,S/Qk

bs/Qk

wobei wir im zweiten Schritt (5.1.10) und (5.1.9) benutzt haben, sowie die Tatsache, dass
5/2™ € [A,2A] und somit |as/2n| < Cy fiir eine Konstante C4. Da by — oo fiir s — oo (denn
bs ist regulér variierend mit positivem Index), ergibt sich

< 2 Z 9 k/(22)
k=1

Da e > 0 beliebig und die Summe auf der rechten Seite endlich ist, erhalten wir (5.1.8).

as

lim sup b

5—00

SCHRITT 4. Wegen (5.1.8) und des Chintschin-Lemmas koénnen wir nun (5.1.4) wie folgt
vereinfachen: Fiir alle ¢t € R gilt

(5.1.11) lim F"(but) = @, (t).

n—o0
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Wir zeigen, dass x* = +00. Sei t > 0 beliebig. Ware z* endlich, so ware b,t > z* fiir n hin-
reichend grofl und wir hétten F™(b,t) = 1 fiir n hinreichend gro8, was in einem Widerspruch
zu (5.1.11) steht. Also ist z* = +oo.

SCHRITT 5. In diesem Schritt soll (5.1.11) vereinfacht werden. Durch Logarithmieren ergibt
sich aus (5.1.11), dass

lim nlog F(b,t) = —t~* fiir alle ¢t > 0.

n—oo

Dies kann man auch wie folgt umschreiben:

lim nlog(l — F(b,t)) = =t~ fiir alle ¢ > 0.
n—oo

Da b, — oo (wegen der reguliren Variation) und somit F(b,t) — 0, kénnen wir die Formel
log(1 —z) = —z + o(x) verwenden. Es ergibt sich, dass

(5.1.12) lim nF(b,t) =t~* fiir alle t > 0.

n—oo

SCHRITT 6. SchlieBlich zeigen wir unter Benutzung von (5.1.12), dass F regulir variierend
mit Index —q ist. Sei dazu A > 0. Zu zeigen ist, dass

F(\e)

oo F(2)

Zuerst eine Voriiberlegung. Hétte x die Form x = b,,, so kdnnten wir schreiben

F(Az)  nF(\b,) AT \-a

F@)  nF(by) noe 1

wobei (5.1.12) zweimal benutzt wurde. Im allgemeinen kann aber x auch Werte annehmen,
die nicht die Form b, haben. Wir werden deshalb x zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Termen der Folge b,, einquetschen. Definiere dazu

n(z) ;== inf{m € N: b,,;1 >z}, x>0.

Wegen b, — 400 ist n(x) wohldefiniert. Es gilt by < @ < bpgzy41 und limg, oo n(x) = oo.
Da F auflerdem monoton nichtsteigend ist, folgt daraus die Abschéitzung

Fx) _ Fnw) _ FQbaw)n(r) — n(z) +1 A e
F@) = Flowe)  Flwor)n(@ £ 1) @) soie 100

wobei bei der Grenzwertbildung die Relation (5.1.12) zweimal zum Einsatz kam. Daraus
ergibt sich
F()
lim sup _( ?) < AT
T—4-00 F(ZE)

Der Beweis der unteren Abschéitzung ist analog. U
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5.2. Max-Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung V¥,

Der Max-Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung W, hat eine dhnliche Charakterisierung
wie der Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung. Der Unterschied ist, dass im Fall der
Weibull-Verteilung der rechte Endpunkt x* endlich sein muss. Damit eine Verteilungsfunktion
F im Max-Anziehungsbereich von ¥, liegt, muss F' an der Stelle 2* regulir variierend sein.
Wir geben nun eine prézise Definition.

( N

Definition 5.2.1. Eine messbare Funktion f : (0, A) — (0,00) heifit regulér variie-
rend in 0 mit Index o € R, falls

lim M = )\ fur alle A > 0.

o f(@)

Bezeichnung: f € RV,(0).

(. J

Beispiel 5.2.2. Die Funktion f(z) = z® ist regulér variierend in 0 mit Index a.

Aufgabe 5.2.3. Zeigen Sie: f(z) ist regulér variierend mit Index a an der Stelle 0 genau
dann, wenn 1/f(1/x) reguldr variierend mit Index « (an der Stelle +00) ist.

Der néchste Satz charakterisiert den Max-Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung.

e R

Satz 5.2.4 (Gnedenko, 1943). Eine Verteilungsfunktion F' mit rechtem Endpunkt z*
liegt im Max-Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung ¥, mit Parameter a > 0 genau
dann, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(1) * < o0. B
(2) Die Funktion z — F'(z* —x), x > 0, ist regulér variierend in 0 mit Index «, d.h.
lim 22 EE 22 e i alle A > 0.
20 1 — F(a* — x)
. J

Bemerkung 5.2.5. Sind die beiden Bedingungen von Satz 5.2.4 erfiillt, so werden wir
zeigen, dass

M . *
7T Ay,
b, n—00
wobei b, eine beliebige Folge mit
(5.2.1) lim nF(z* —b,) =1
n—oo

ist. Ein Beispiel einer solchen Folge b, ist gegeben durch

bn—x*—F(_(l—l).
n
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Beispiel 5.2.6. Betrachte die Verteilungsfunktion F'(z) = 1 — (z* —2)* mit x € (z*—1,2%),
wobei a > 0. Dann ist 1 — F(z* — z) = 2® € RV,(0). Somit liegt F' im MDA(¥,,).

Beispiel 5.2.7. Eine Verteilungsfunktion F' mit endlichem rechten Endpunkt z*, fiir die

F(z* —z) ~ Kz fur | 0 gilt (wobei K > 0, a > 0), liegt im Max-Anziehungsbereich von
v,.

Wir beweisen nur die Riickrichtung von Satz 5.2.4. Der Beweis der Hinrichtung benutzt
dghnliche Ideen wie im Fréchet-Fall.

BEWEIS VON SATZ 5.2.4: “<”. Sei x < 0. Es gilt

Mn — ¥ F * bn " —(—x)~
P |:—I < .1':| _ Fn(]}* + bn.’ll') — (1 _ w) —s e (=z)* _ \Ija(l’),
by, n n—00
denn
_ _ F(z* —b,(—
lim nF(z* 4 byz) = lim nF(z* —b,) - (;1_: (=) = (—x)".

Dabei haben wir die reguliire Variation von F'(z* —z) an der Stelle x = 0 und (5.2.1) benutzt.

Sei x > 0. Dann gilt

n—o0

——F < x} =F"(2" +byx) =1 — 1 =V,(x),
denn M, < z* fs. O

Hier sind einige Beispiele von Verteilungen aus dem Max-Anziehungsbereich der Weibull-
Verteilung.

Aufgabe 5.2.8. Seien X7, Xo, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit Beta(c, 8)-Verteilung,
d.h. die Dichte von X; sei gegeben durch

sy = [Tt -7 e 0.1)
0, sonst.

Dabei ist B(a, f) = fol t*=1(1 — ¢)5~1dt die Eulersche Beta-Funktion und o > 0, 8 > 0
sind Parameter. Geben Sie explizit eine Folge ¢, > 0 an mit

en(M, —1) -5 Wy

n—oo

Aufgabe 5.2.9. Seien Xj, Xo,... unabhéngig und standardnormalverteilt. Zeigen Sie,
dass die Zufallsvariablen —|X;| im Max-Anziehungsbereich von ¥; liegen. Geben Sie ex-
plizit eine Folge ¢, > 0 an mit

. d
e min{| X1, ..., | Xy} — Exp(1).
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5.3. Max-Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung A

Eine Theorie des Max-Anziehungsbereiches der Gumbel-Verteilung wurde von L. de Haan
entwickelt. In diesem Buch werden wir auf diese Theorie nicht eingehen und verweisen statt-
dessen auf die Biicher von de Haan [10], Bingham, Goldie, Teugels [7] und Resnick [22]. Wir

beweisen nur ein einfaches Resultat.

( )

Satz 5.3.1 (Gnedenko, 1943). Eine Verteilungsfunktion F' mit rechtem Endpunkt z*
liegt im Max-Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung A(x) = e™ " genau dann, wenn
es eine positive und messbare Funktion g(x) gibt mit

Pz + ug(z))
(5.3.1) glﬂg BT

(. J

= e “ fiir alle u € R.

Bemerkung 5.3.2. z* kann im Gumbel-Fall endlich oder unendlich sein, Beispiele werden
unten gegeben.

Bemerkung 5.3.3. Wir werden zeigen: Ist die Bedingung (5.3.1) erfiillt, so gilt

MTL - CLn d _e®
—_— — € ,
by, n—00

wobei a, und b, Folgen sind, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(5.3.2) lim nF(a,) =1, b, = g(a,).

n—oo

Eine mégliche Wahl von a,, ist a, = F~ (1 — 1) (Beweis &hnlich wie in Lemma 5.1.8).

BEWEIS VON SATZ 5.3.1. Es wird hier nur ein Beweis fiir die Riickrichtung gegeben. Es
seien also (5.3.1) und (5.3.2) erfiillt. Es gilt lim,,_,, a, = z*, denn hétte a,, eine von z* weg-
beschrinkte Teilfolge, so wiirde entlang dieser Teilfolge (5.3.2) verletzt sein. Man betrachte
nun

Fla + glan)u) -

nh_g)lo nF(a, + byu) = nh_}r{)lo Fla,) -nkF(a,) =e",
wobei wir (5.3.1) und (5.3.2) benutzt haben. Es folgt
M, —a, _ g
P [b—a Su] = F"(a, + byu) = (1 — F(a, + byu))" — e ° .
n n—oo
Dadurch ergibt sich @ Ny O

n n—o0

Beispiel 5.3.4. Die Exponentialverteilung Exp(\) mit Tailfunktion
Flr)=e* x>0,

liegt im Max-Anziehungsbereich von A. Man kann nachrechnen, dass Bedingung (5.3.1) mit
g(z) = § erfiillt ist:

F(I :i_ ’U,g(.%)) _ e—)\ug(x) — e U
F(z) '
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Aus (5.3.2) ergibt sich (als eine mégliche Wahl) a,, = 6 und b, =

S , so dass

>|=

AM,, —logn —% A.

n—o0

Einige weitere Beispiele von Verteilungen aus dem Max-Anziehungsbereich der Gumbel-
Verteilung A finden sich in den nachfolgenden Aufgaben.

Aufgabe 5.3.5. Seien X7, Xs,... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Tailfunktion -
Ft)y=e, t>0,

wobei a > 0. Geben Sie explizit a,, € R und b,, > 0 mit (M,, — ay,) /by 4y A an.

n—0o0

Aufgabe 5.3.6. Seien X7, Xs,... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Tailfunktion -
F(t) = (g™ 451

wobei a > 1. Geben Sie explizit a,, € R und b, > 0 mit (M,, — a,,) /b, % A an.
n o

Die néchste Aufgabe zeigt, dass im Max-Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung der rechte
Endpunkt auch endlich sein kann.

Aufgabe 5.3.7. Seien X1, Xs,... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Tailfunktion
_ UVt + <0
Piey={°" =%
0, t>0.

Geben Sie explizit a, € R und b, > 0 mit (M, — ay,) /b, % A an.
Alle drei Max-Anziehungsbereiche sind abgeschlosses bzgl. der asymptotischen Aquivalenz:

Aufgabe 5.3.8. Es seien F' und G zwei Verteilungsfunktionen mit dem gleichen rechten

Endpunkt z* und

1-F
tim L= _

xtr* 1-— G(%)
wobei 0 < ¢ < co. Zeigen Sie: Liegt F' im Max-Anziehungsbereich von ®,, ¥, oder A, so
liegt auch G in demselben Max-Anziehungsbereich.

Es gibt Verteilungen, die in keinem Max-Anziehungsbereich liegen:

Aufgabe 5.3.9. Die Zufallsvariable X sei geometrisch verteilt mit Parameter 1/2, d.h.
PX =k =1/2% k=12 ...
Zeigen Sie, dass X in keinem der drei Max-Anziehungsbereiche liegt.
Aufgabe 5.3.10. Die Zufallsvariable Y besitze die Tailfunktion
F(t)=1/logt, t>e.
Zeigen Sie, dass Y in keinem der drei Max-Anziehungsbereiche liegt.
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5.4. Beispiel: Normalverteilung

Im Folgenden werden wir zeigen, dass die Normalverteilung zum Max-Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung gehort. Dazu bendtigen wir ein Lemma, das die Asymptotik der
Tailfunktion der Standardnormalverteilung beschreibt. Wir erinnern daran, dass die Notation
f(t) ~ g(t) fiir t = 400 bedeutet, dass

t
lim & =1.
t=+o0 g(t)

e N
Lemma 5.4.1. Fiir die Tailfunktion F und die Dichte f der Standardnormalverteilung
gilt

_ t 1 1
F(t) ~ S(t) = Ze=%/? fiir t — +o00.
t ot
. J
BEWEIS. Es gilt
F(t > e="/2s —e /2 1
thm %12/2:)&11 %:thm 1 7t2/62 1 7t2/2:t1im 1 1:1,
—+00 me —+o00 ;e —+o00 —ze — ?te —+00 2 +
wobei wir den Satz von L’Hospital fiir den Fall ,,g“ angewendet haben. 0]
0.0014
0.0012F
0.0010f
0.0008F
0.0006
0.0004 F
0.0002f
1 2 3 4 35 4.0 45 5.0

ABBILDUNG 3. Veranschaulichung von Lemma 5.4.1. Blaue Kurve: Die Tail-
funktion F' der Standardnormalverteilung. Rote Kurve: Die Approximation.
Das rechte Bild zeigt die beiden Kurven auf dem Intervall [3, 5].

Satz 5.4.2. Die Standardnormalverteilung liegt im Max-Anziehungsbereich der Gumbel-
Verteilung A.
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BEWEIS. Wir werden zeigen, dass Bedingung (5.3.1) des Satzes 5.3.1 mit g(t) = 1/t gilt.
Mit Lemma 5.4.1 ergibt sich:

— 1 —(t+zg(t))?/2 1 7t2/27x7ﬁ
F(t+xg(t) lim trag(t) © (teg @)/ ~ Iim tra/t® 207 -
t 400 F(t) " tstoo %(3—'52/2 T oo %(3—'52/2 o
fiir alle x € R. O
Es seien X7, X5, ... unabhéngige und standardnormalverteilte Zufallsvariablen und M, =
max{ Xy, ..., X, }. Wir werden nun die Folgen a,, € R und b,, > 0 derart bestimmen, dass
MTL - an d _e— T
— T e
b, n—00

ABBILDUNG 4. Eine standardnormalverteilte Stichprobe vom Umfang n = 5000.

Laut Satz 5.3.1 sollten wir a,, so wahlen, dass

(5.4.1) lim nF(a,) = 1.

n—oo

Damit das gilt, muss die Folge a,, gegen +o0o divergieren. Hétte ndmlich die Folge a,, eine
nach oben beschrinkte Teilfolge, so wire F'(a,,) entlang dieser Teilfolge von 0 wegbeschrinkt
sein und nF(a,) wiirde entlang dieser Teilfolge gegen unendlich gehen. Widerspruch, also
geht a,, gegen +o00.

Wir kénnen nun Lemma 5.4.1 benutzen und (5.4.1) in der folgenden Form schreiben:

(5.4.2) V2mane/? ~n, n — oo.

Auf der linken Seite ist ¢%n/2 derjenige Term, der am schnellsten gegen +oo geht. Wir konnen
also als eine erste Anndherung zu a, eine Folge w, mit e¥n/2 = n withlen, d.h.

w, = +/2logn.

Mit der Folge w, sind wir aber noch nicht am Ziel, denn

V2mw,en? = v/ 2my/2lognn ~ n.
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Wir machen also den Ansatz a,, = \/2logn + §,,, wobei d,, noch genauer spezifiziert werden
muss. Mit diesem Ansatz gilt:

2
\ QWanea?L/Q = V2m(y/2logn + 5n)elogn+m§n+%"
2

Wir wollen §,, so bestimmen, dass alle Terme auf der rechten Seite auler n asymptotisch
dquivalent zu 1 sind. Wahle §,, so dass

V2my/2logneV?oenn — 1,

Dann folgt durch Umformungen, dass
log(4mlogn)
2\/2logn

Es sei bemerkt, dass ein so gewéhltes 6,, gegen 0 geht. Somit gilt

N 1, +/2logn+ 9, ~ +/2logn.

Also ist die rechte Seite von (5.4.3) tatsichlich asymptotisch dquivalent zu 1, wie gewiinscht.
Wir kommen also zum Schluss, dass a,, wie folgt gewdhlt werden sollte:

5o =

log(4mlogn)
20 logn
Als b, wéhlt man schlieBlich b, = g(a,) = i Da aber a, ~ +/2logn, kann man mit dem
Lemma von Chintschin zeigen, dass auch die folgende einfachere Wahl von b,, reicht:
1

V2Ilogn

Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen:

(5.4.4) a, = +/2logn

(5.4.5) by, =

( N

Satz 5.4.3. Seien X, Xy, ... unabhéngige und standardnormalverteilte Zufallsvaria-
blen. Dann gilt fiir alle z € R:

log(4m1 .
TLILIEOP[\/Qlogn{Mn—<\/2logn—()§<2ﬂ—l\/%gg:)>}Sx] =e° .

(. /

Bemerkung 5.4.4. Der Satz lésst sich wie folgt interpretieren: Das Maximum M,, nimmt
Werte an, die sehr nahe bei a,, = v/2logn — % sind. Die Differenz zwischen M,, und

a,, ist zufillig und hat die GroBenordnung b,, = ﬁ. Multipliziert man M,, — a,, mit dem

Faktor v/2logn, so erhélt man eine approximativ Gumbel-verteilte Zufallsvariable.

Zum Schluss werden wir noch zeigen, dass auch die sogenannte Log-Normalverteilung im
Max-Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung liegt.
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Definition 5.4.5. Es sei X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Dann heif3t
die Zufallsvariable Y := eX log-normalverteilt.

Die Begriff log-normal erklért sich dadurch, dass die Zufallsvariable X = log Y normalverteilt
ist.

Aufgabe 5.4.6. Zeigen Sie, dass die Dichte einer log-normalverteilten Zufallsvariable
durch die folgende Formel gegeben ist:

]. _ 1 1 2
= g’y g5 0.
fy) Varg" y
( )
Satz 5.4.7. Es seien Y1, Ys, ... unabhéngige, log-normalverteilte Zufallsvariablen. Sei

L, :=max{Yy,..., Y, }.
Mit a,, und b,, wie in Formeln (5.4.4) und (5.4.5) gilt fur alle x € R:

L, — e —
lim P [n— < x} =¢ °
n—00 bnea"
. J
BEWEIS. Wir konnen annehmen, dass Y; = e*!,Y, = X2, ..., wobei X, X5 ... unabhingig
und standardnormalverteilt sind. Sei M,, = max{X;, ..., X, }, dann ist L,, = . Wir wissen

bereits, dass

lim P[M, —a, < b,z] =e "

n—oo
Durch die Anwendung der Exponentialfunktion folgt, dass

lim P [e’“”Ln < eb”x] =
n—oo
Da lim,, s b, = 0, kénnen wir die Entwicklung e* = 1+ b,x + o(b,) benutzen und es folgt

(Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, dass man den o-term weglassen kann), dass

lim P [e_“”Ln <1+ bnx} =e ¢

n—o0

Daraus ergibt sich die Behauptung. 0

Die Gammaverteilung und die Log-Gammaverteilung liegen ebenfalls im Max-Anziehungsbereich

der Gumbel-Verteilung.

Aufgabe 5.4.8. Seien X1, Xs,... unabhingige Gamma(a, \)-verteilte Zufallsvariablen,
d.h. die Dichte von X; sei

f(t) = /\—ta—le—“, t>0,
wobei @ > 0, A > 0. Geben Sie explizit a, € R und b, > 0 mit (M, — an)/bn % A an.
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Aufgabe 5.4.9. Esseien X1, Xo, ... unabhingig und Log-Gammaverteilt, d.h. log X; seien
Gamma(a, \)-verteilt. Geben Sie explizit a, € R und b,, > 0 mit (M,, —a,)/by %, Aan.
n—oo

5.5. Von Mises-Bedingungen

Wir haben notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir hergeleitet, dass eine Verteilung
in einem Max-Anziehungsbereich liegt. Leider sind diese Bedingungen manchmal schwer zu
iiberpriifen. In diesem Abschnitt leiten wir einfach zu iiberpriifende hinreichende Bedingun-
gen, die allerdings nicht notwendig sind.

Zuerst miissen wir den Begriff “Ausfallrate” einfithren. Man betrachte ein Gerét, dessen
Lebensdauer als eine Zufallsvariable Z > 0 modelliert werde. Wir betrachten ein sehr kleines
Zeitintervall (x,x + dz) und stellen uns die folgende Frage:

Gegeben, dass das Gerédt zum Zeitpunkt z noch funktioniert, wie grofl ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass es zwischen z und z + dz ausfallt?

Dabei nehmen wir an, dass Z absolut stetig mit Dichte f ist. Die Verteilungsfunktion von Z
sei mit F' bezeichnet. Diese bedingte Wahrscheinlichkeit kann wie folgt berechnet werden:

PZ € (z,x +dx), Z > 2] P[Z € (z,v+dr)] f(ac)d
P[Z > ] - P[Z > ] ~ F(x)

Die Funktion h(x) = f(x)/F(z) heifit die Ausfallrate® des Geriits.

PZ € (z,2+dx)|Z > x] =

Im obigen Beispiel ist die Lebensdauer des Geréts nicht-negativ. Die Definition der Ausfall-
rate kann allerdings auch fiir Zufallsvariablen verwendet werden, die negative Werte anneh-
men diirfen. Fiir die folgende Definition sei Z eine Zufallsvariable mit rechtem Endpunkt
x*, deren Verteilungsfunktion F' auf einem Intervall (zy,z*) eine stetige Ableitung f = F’
besitzt.

Definition 5.5.1. Die Ausfallrate von Z ist die Funktion

hx) = % = —(log F)'(x), x € (x0,2").

Beispiel 5.5.2. Sei Z exponentialverteilt mit Tailfunktion F(z) = e **, x > 0, und Dichte
f(x) = Xe™**, x> 0. Die Asufallrate ist dann gegeben durch

fl@) e
F(z) e

h(z) =

Die Exponentialverteilung hat also eine konstante Ausfallrate. Das kann mit der Vergessens-
eigenschaft der Exponentialverteilung in Zusammenhang gebracht werden: Ein Gerit, dass

=\ x>0

n der Literatur kommen auch Begriffe Sterblichkeitsrate, Hazardrate, usw. vor
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zum Zeitpunkt x noch funktioniert, “erinnert” sich an sein Alter nicht und fillt mit der
gleichen Rate aus, wie ein neues Gerdt unmittelbar nach Inbetriebnahme.

Beispiel 5.5.3 (Additionsregel fiir Ausfallraten). Wir betrachten ein System, das aus n
stochastisch unabhéngigen Komponenten besteht, die mit Raten hy(z),. .., h,(x) ausfallen.
Das ganze System falle genau dann aus, wenn mindestens eine der Komponenten ausfallt.
Wir behaupten, dass die Ausfallrate des Systems durch hy(z) + ... + h,(z) gegeben ist. Es
seien 2y, ..., Z, Zufallsvariablen, die die Lebensdauer der einzelnen Komponenten angeben,
und Fi, ..., F, die entsprechenden Verteilungsfunktionen. Die Lebensdauer des Systems ist
dann die Zufallsvariable
Z =min{Zy,...,Z,}.

Fiir die Tailfunktion von Z gilt

F(z)=P|Z >z]=Fi(z)-...- F,().
Somit gilt fiir die Ausfallrate des Systems

h(z) = —(log F)(x) = —(log F} + ...+ log F},)/ ()
= —(log V) (x) — ... — (log F,,)' (z) = h1(x) + ... + hy(x),
wobel wir die Formel aus Definition 5.5.1 mehrmals benutzt haben.

Wir betrachten nun den Spezialfall, in dem die Lebensdauer der i-ten Komponente expo-
nentialverteilt mit Parameter \; > 0 ist. Die Ausfallrate der i-ten Komponente ist somit
konstant und gleich );, woraus folgt, dass die Ausfallrate des Gesamtsystems ebenfalls kon-
stant und gleich \; + ...+ A, ist. Also ist die Lebensdauer des Systems exponentialverteilt
mit Parameter \; + ...+ \,. Symbolisch kénnen wir das Gezeigte wie folgt darstellen:

min{Exp(A1), ..., Exp(A)} £ Exp(A1 + ... + An).

Im Folgenden werden wir eine Formel benutzen, die die Tailfunktion durch die Ausfallrate
darstellt:

Lemma 5.5.4. Fiir beliebiges a € (xg, z*) gilt

F(z) = F(a) exp {— / h(u)du} , x € [a,2%).

BEWEIS. Mit der Newton-Leibniz-Formel ergibt sich

Fla) = 576 — oxp { / (log FY(u)du + log F(a)} — F(a)exp {— / ' h(u)du} |

wobel wir im letzten Schritt die Definition der Ausfallrate benutzt haben. O

Fiir eine ausfiihrliche Behandlung der mathematischen Zuverlissigkeitstheorie verweisen wir
auf das Buch [?].

In den obigen Uberlegungen haben wir absolut stetige Verteilungen betrachtet. In der nach-
folgenden Aufgabe betrachten wir den Fall der diskreten Zufallsvariablen.
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Aufgabe 5.5.5 (Ausfallrate fiir diskrete Verteilungen). Fiir eine diskrete Zufallsvariable

Z mit Werten in Ng = {0,1,...} kann man die Ausfallrate wie folgt definieren:

P[Z = k]

P[Z > k)’

(a) Zeigen Sie: Sind Zi, ..., Z, unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in Ny, so
gilt fiir die Ausfallrate von min{Z, ..., Z,}:

Hy(k)=P[Z =k|Z > k] = k € No.

n

1= Hyingzy,.. 20} = H(l — Hz,(k)), k€ No.
i=1
(b) Sei Z geometrisch verteilt mit Parameter p € (0,1), d.h. P[Z = k] = p(1 —p)* fiir
k=0,1,.... Zeigen Sie: Die Ausfallrate von Z ist konstant und gleich p.

(c) Seien Zi, ..., Z, unabhéngig und geometrisch verteilt mit Parametern p, ..., py.
Zeigen Sie, dass min{Z1, ..., Z, } geometrisch verteilt mit Parameter 1—][;" ,(1—
p;) ist.

Von Mises-Bedingung fiir den Fréchet-Max-Anziehungsbereich

Bevor wir die von Mises-Bedingung fiir den Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung
formulieren, betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 5.5.6. Sei X Pareto-verteilt mit Tailfunktion F(z) = =%, x > 1. Dabei sei a > 0
ein Parameter. Die Dichte ist f(z) = az™®"!. Die Ausfallrate ist somit

a
h(z) = — 1.
(@) =—, z>
Bekanntlich gilt X € MDA(®,,).

Wir werden nun zeigen, dass alle Verteilungen mit unendlichem rechten Endpunkt und einer
zu < asymptotisch dquivalenten Ausfallrate in MDA(®,) liegen.

( N

Satz 5.5.7 (von Mises, 1936). Sei X eine Zufallsvariable mit rechtem Endpunkt z* =
+oo und Ausfallrate h(z), z > xy. Es gelte

(5.5.1) M@w%,x%+w

mit einem Parameter a > 0. Dann liegt X im Max-Anziehungsbereich der Fréchet-
Verteilung @,,.

(. J

BeEwEgis. Wahle ein a > z(. Es gilt nach Lemma 5.5.4

FYx)zaF@ﬂexp{—:£$h00du}::Fﬁﬁemp{lféggdu},

wobei die Funktion e(u) := —h(u)u wegen (5.5.1) die Bedingung lim,_, o €(u) = —a erfiillt.
Es folgt aus dem Darstellungssatz von Karamata (sieche Aufgabe 4.4.3), dass F' regulér
variierend mit Index —q ist. Somit liegt F' im Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung
D,. O
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Von Mises-Bedingung fiir den Weibull-Max-Anziehungsbereich

Der Weibull-Fall ist dem Fréchet-Fall sehr ahnlich, ein wesentlicher Unterschied ist allerdings,
dass im Weibull-Fall der rechte Endpunkt endlich ist.

Beispiel 5.5.8. Sei X eine Zufallsvariable mit rechtem Endpunkt z* < 400 und Tailfunk-
tion F(z) = (2% — x)*, x € [x* — 1,2%]. Dabei sei @ > 0 ein Parameter. Die Dichte ist
f(x) = alx* —2)*7 ', x € [z* — 1,2*]. Die Ausfallrate ist somit

a

h(z) = f—1,2%).
()= re@ 1)

Bekanntlich liegt X im Max-Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung V..

e R

Satz 5.5.9 (von Mises, 1936). Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit endlichem
rechtem Endpunkt 2* < +00 und Ausfallrate h(x), z € (x¢,z*). Es gelte
a

(5.5.2) h(z) ~ , o tat,
Tt —
wobei o > 0. Dann liegt X im Max-Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung W,,.
. J
BEwEIS. Ahnlich wie im Fréchet-Fall. O

Von Mises-Bedingung fiir den Gumbel-Max-Anziehungsbereich

Um die von Mises-Bedingung im Gumbel-Fall zu formulieren, erinnern wir uns zuerst daran,
dass wir den Gumbel-Fall als eine Art “Grenzwert” des Fréchet- und des Weibull-Falls fiir
a — +00o betrachten kénnen. Der rechte Endpunkt kann im Gumbel-Fall sowohl endlich als
auch unendlich sein. Betrachten wir den Fall eines unendlichen rechten Endpunktes. Aus der
von Mises-Bedingung fiir den Fréchet-Fall h(z) ~ £ bzw. Lo~ Z fiir z — +oo wird bei

B h(z)
einem informellen Ubergang zum Grenzwert a — +o0o die Bedingung
L o), z
—— =o(x), =« 00.
h(z) 7

Leider braucht man im Gumbel-Fall eine etwas stirkere Bedingung, die man durch formales
Ableiten der obigen Bedingung erhélt:

e )

Satz 5.5.10 (von Mises, 1936). Sei X eine Zufallsvariable mit rechtem Endpunkt z* der
endlich oder unendlich sein darf. Die Ausfallrate h(x) existiere und sei differenzierbar
und strikt positiv auf einem Intervall (zg, z*), und es gelte

(5.5.3) Faa <%) (z) = 0.

xtx*

Dann liegt X im Max-Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung A.
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BeEwEIs. Wir iiberpriifen die Bedingungung von Satz 5.3.1 mit

Wir zeigen, dass fiir jedes u € R,

Pl tug(@)
(5.5.4) };ITI;? T Fa) e "

Sei u > 0, denn fiir negatives u ist der Beweis analog. Mit Lemma 5.5.4 gilt

W:exp{_/xﬁug(x)h(y)dy}:exp{_/ou%dz}7

wobel wir in der zweiten Gleichung den Ansatz z := ¢ € [0, u] gemacht haben. Fiir den
Beweis von (5.5.4) reicht es zu zeigen, dass gleichméfig in z € [0, u] gilt

lim —g(x) =

atz* g(x + zg(x))

Sei ¢ > 0. Wegen der von Mises-Bedingung lim,1,+ ¢'(x) = 0 gibt es ein sg = so(e) € (zo, 2*),
so dass |¢'(s)| < £ fiir alle s € (so,2%). Fiir alle z € (s, 2*) und 2z € [0, u] ergibt sich die

Abschétzung
w+29()
/ g'(s)ds

(5.5.5)

€

l9(x + 2g9(2)) — g(z)| = < Ezg(x) < eg(x).

Somit gilt fir alle z € (sg, 2*)

o2 ot
g(x)
Das beweist die Behauptung (5.5.5). O
Beispiel 5.5.11. Fiir die Exponentialverteilung mit Parameter A gilt h(z) = A und somit
1 1
g(x) = W) A

Die von-Mises Bedingung ist erfiillt, denn (1/h)'(x) = 0 fiir alle > 0.

Beispiel 5.5.12. Die Dichte f der Standardnormalverteilung erfiillt die Differenzialglei-
chung f'(z) = —xf(x). Somit ergibt sich

N (BY L P@F@f@ | Fwe
(1) = (5) 0= g =1 G o0 o
denn wir haben in Lemma 5.4.1 gezeigt, dass F(z) ~ < f(x).

A. A. Balkema und L. de Haan [5] haben bewiesen, dass eine Verteilungsfunktion F' genau
dann im Max-Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung liegt, wenn es eine Verteilungsfunk-
tion G mit demselben rechten Endpunkt z* wie F' gibt, die die von Mises-Bedingung erfiillt
und fiir die F(t) ~ G(t) fiir t 1 2* gilt. In diesem Sinne ist die von Mises-Bedingung nicht
nur hinreichend, sondern auch “bis auf asymptotische Aquivalenz” sogar notwendig.
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Kommentare

Zuverlassigkeitstheorie [?].

59



KAPITEL 6

Statistik der Extremwertverteilungen

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit statistischen Anwendungen der Extremwert-
verteilungen. Wir werden zwei verschiedene Zugéinge zur Modellierung von Extremwerten
betrachten.

e Der erste Zugang basiert auf der Modellierung von Blockmaxima durch die be-
reits bekannten Extremwertverteilungen, die hier GEV-Verteilungen (Generalized
Extreme-Value Distributions) genannt werden.

e Der zweite Zugang (Peaks Over Threshold Method) benutzt die verallgemeinerten
Pareto-Verteilungen (GPD, Generalized Pareto Distributions).

Wir werden hier nur auf einige grundlegende Ideen der statistischen Modellierung von Ex-
tremwerten eingehen. Fiir mehr Einzelheiten verweisen wir auf die Biicher von S. Coles “An
introduction to statistical modeling of extreme values”, E. Gumbel “Statistics of extremes”,
J. Beirlant, Y. Goegebeur, J. Teugels, J. Segers “Statistics of extremes”.

6.1. Statistik der Blockmaxima: GEV-Verteilungen

Wir haben bisher gesehen, dass Extremwertverteilungen folgende Form haben:
1

Gy po(z) = exp {— ( ,u) 7} fiir 1+7% > 0.

Extremwertverteilungen bilden also eine dreiparametrige Familie: v € R ist der formgebende
Parameter, u € R ist der Lageparameter und o > 0 ist der Skalenparameter. Fiir v gilt:

~v > 0: G ist eine Fréchet-Verteilung (definiert fiir =£ > —l wie oben, sonst 0).

g

v < 0: G ist eine Weibull-Verteilung (definiert fiir =# < —;Y wie oben, sonst 1).
v = 0: G ist eine Gumbel-Verteilung (definiert fiir z 6 R wie oben).

F@z) Fréchet-VerteiIungl F(z) |WeibuII-VerteiIung‘ F(z) |GumbeI-VerteiIung |
| | / l
2 . 2 ///Z
T
z—p_ 1 z=p_ 1 z-p 1 z-p, 1
o 7 o 4 o b4 oy

Extremwertverteilungen, die in der obigen Form dargestellt werden, werden auch General
Extreme-Value distributions (GEV-Verteilungen) genannt.
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Beispiel 6.1.1 (Wasserstdnde an einem Deich). Am Tag j € {1,...,365} im Jahr ¢ €
{1,...,n} wurde an einem Deich der Wasserstand x;; gemessen. Wir betrachten die jahrlichen
Maxima (“Blockmaxima”)

und wollen aus diesen Daten die Deichhdhe Z, bestimmen, bei der eine Uberflutung mit einer
gegebenen Wahrscheinlichkeit p in einem Jahr stattfindet. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit p
sehr klein (viel kleiner als 1/n, zum Beispiel), so dass alle gemessenen Wassersténde sicherlich
viel kleiner als die gesuchte Hohe Z, sind.

Dazu betrachten wir folgendes Modell: x4, ..., z, sind Realisierungen von Xi,..., X, die
u.i.v. Zuvallsvariablen mit einer GEV-Verteilung G., , , mit Parametervektor § = (v, u,0) €
R? x R, sind.

Bemerkung 6.1.2. Den jihrlichen Maxima eine GEV-Verteilung zu unterstellen, ist eine
natiirliche Wahl, da jedes X; ein Maximum von vielen u.i.v. Zufallsvariablen ist. Wir haben
in fritheren Kapiteln gezeigt, dass solche Maxima unter sehr allgemeinen Bedingungen gegen
Extremwertverteilungen konvergieren. Natiirlich braucht man fiir die Konvergenz Normie-
rungskonstanten, in unserem Fall kann man aber annehmen, dass die Normierungskonstanten
bereits in den Parametern p und o enthalten sind.

Bemerkung 6.1.3. Da wir im obigen Modell voraussetzen, dass die X; identisch verteilt
sind, kann das Modell nur auf stationédre Daten angewendet werden, d.h. Daten, die keinen
Trend aufweisen. Werden die jahrlichen Maxima mit der Zeit immer grofler (kleiner), muss
ein anderes Modell verwendet werden, siehe unten.

Unser Problem besteht nun darin, den Parametervektor € zu schéitzen. Wir werden die
Mazimum- Likelihood-Methode (ML-Methode) benutzen. Dazu benétigt man die Dichte f, , »(2)
der GEV-Verteilung. Durch Ableiten der Verteilungsfunktion G, ,, erhélt man, dass fiir

770

L(1428) 7 expl— (14 9325) 7}, 1493 >0,
fo(2) = f1u0(2) = {U( e ) ot ( R ) } i
0, sonst

wahrend fiir v =0
1

—€
o

fg(Z) = f(),u,a =

Mit Hilfe der Dichten kann man die Log-Likelihoodfunktion aufstellen:

-5 exp {—e_%} , fiir z € R.

10) :=1(0|xy,...,zy) = Zlog fo(z;).

Fiir v # 0 gilt:

n n _1
1 i i~ 7
[(0) = —nlogo — (— + 1) E log (1 +’yx N) — (1 +’yx ,u) ,
Y - o T o




falls 1 +~*=£ > 0 fiir alle i = 1, ...,n, und [(¢) = —oo sonst. Fiir v = 0 gilt:

n

[(0) = —nlogo — Z xi;“ — zn:e_z’}“.
i=1

=1

Mit der log-Likelihoodfunktion lédsst sich der Maximum-Likelihood-Schétzer

0 = (4, /1,6) = argmax (7, u, o)

herleiten. Hier kann 6 nicht analytisch bestimmt werden, sondern muss numerisch ermittelt
werden.

Nachdem der Parameter 6 geschitzt wurde, konnen wir die Deichhohe Z, schitzen. Wir
erinnern, dass Z, die Deichhohe ist, bei der eine Uberflutung mit Wahrscheinlichkeit p in
einem Jahr stattfindet. Das Problem besteht also darin, dass (1 — p)-Quantil des jéhrlichen
Maximums zu schétzen. Wir schétzen Z, indem wir die Gleichung

A

Gyp6(Zp) =1—p

16sen (falls es mehrere Losungen gibt, betrachten wir die kleinste):

5 Ji=3{i—(=leg(l=p)77}, 40,
fi — 6 log(—log(1 — p)), g =0.

Fir 4 < 0 (im Fall der Weibull-Verteilung) besitzt die Verteilung G5 ;s einen endlichen
rechten Endpunkt, der iibrigens per Definition Zj ist. In diesem Fall gehen wir davon aus, dass
es einen absolut hochsten Wasserstand gibt, der niemals iiberschritten wird. Der Schétzer
fiir Z, ist dann gegeben durch:

o

N

Zo=j—
Nachdem nun das Problem gelost wurde, stellt sich die Frage, wie wir die Losung verifizieren
konnen. Wie konnen wir iiberpriifen, ob die Daten x4, ..., x, durch die Verteilungsfunktion

G = G556 tatsichlich gut beschrieben werden? Zur Verifikation des Modells gibt es mehrere
Methoden, die wir im Folgenden betrachten.

Ordnen wir die Stichprobe z1, ..., z, monoton aufsteigend an, so erhalten wir die Ordnungs-
statistiken

1) < - ST

Definition 6.1.4 (Probability-Plot). Der PP-Plot ist die Menge
v

{(G(x@), n+1> 4= 1n} c [0, 1]

Leider treten bei der Anwendung der Maximum-Likelihood-Methode auf die GEV-Verteilungen einige
Schwierigkeiten auf. Z.B. kann die Likelihood-Funktion unbeschrénkt sein. Auflerdem sind die iiblichen Re-
gularitéitsbedingungen, die eine Konvergenzrate von n~'/? sicherstellen, nicht erfiillt, s. Richard L. Smith,
“Maximum likelihood estimation in a class of nonregular cases”, Biometrika (1985) 72 (1): 67-90.
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Trifft die Annahme, dass die Daten x4, ..., x, geméaf G verteilt sind zu, so sollte

A 1
G(x(i)) ~ n+1

gelten bzw. sollten die Punkte in einem Probability-Plot auf der Winkelhalbierenden liegen
(etwa wie in Grafik 1).

L OF . . . . 1 10F . . . . —
/',’/ /
0.8} ,,4/ 1{ o} //’ ]
2 e
0.6} £ { o6} o
/
. 4
/ Wioe
0.4} a0 1 04} s
s 255

0.2} / 1 o2} o
0.0k . . . . A 00k . . . . .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

ABBILDUNG 1. PP-Plot

Der PP-Plot besitzt einen Nachteil: Fiir ¢ ~ n gilt é(m(i)) ~ 1 und 15 ~ 1, egal ob G die
Daten gut beschreibt oder nicht. Mit anderen Worten, auch wenn G die Daten im Bereich der
groflen Werte nicht gut beschreibt, sieht man das in einem Probability-Plot mé&glicherweise
nicht. Dabei sind gerade die grolen Werte besonders interessant fiir uns. Wir betrachten

deshalb eine andere Methode, die dieser Uberlegung Rechnung trigt.

Das ¢-Quantil G* (¢), wobei ¢ € (0,1), einer Verteilungsfunktion G ist definiert als (die
kleinste) Losung z der Gleichung
G(z) =q.

Definition 6.1.5 (Quantil-Plot). Der QQ-Plot ist die Menge

{(GAM_< il>,l‘(i)> :izl,...,n}CRQ.
n

Beim QQ-Plot werden auf der horizontalen Achse die n%l, ni—l—l’ - s py-Quantile der Vertel-
lung G abgetragen und auf der vertikalen Achse die Ordnungsstatistiken (i), ..., z(,). Wenn

G die Daten gut beschreibt, sollte
A 1
C;’F =~ i
(n + 1) *O

gelten bzw. sollten die Punkte in Abbildung 2 auf der Winkelhalbierenden liegen.

Es kann vorkommen, dass die Daten xy,...,x, einen Trend aufweisen (z.B. werden die
jahrlichen Maxima hoher). Wir betrachten nun ein Modell, das der Nichtstationaritéat der
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ABBILDUNG 2. Zwei QQ-Plots. Links: Ein “guter” Quantilplot (eine normal-
verteilte Stichprobe wurde gegen Quantile der Normalverteilung geplottet).
Rechts: ein schlechter Quantilplot (eine gleichverteilte Stichprobe wurde ge-
gen Quantile der Normalverteilung geplottet)

Daten Rechnung tréagt. Die beobachteten Blockmaxima x4, ..., x, seien Realisierungen von
Zufallsvariablen X7, ..., X,,, die unabhéngig aber nicht identisch verteilt seien mit

Xi ~ G'y(i),o(i),u(i)a 1= 1, oo, n.

Dabei ist der Parametervektor (y(i),o(7), (7)) eine Funktion der Zeit i. Fiir diese Funktion
kann man z.B. den folgenden Ansatz verwenden:

7(2) =7 O<Z> =0, :u(i) = Bo+ b1 - 1.

Wir gehen also von einem konstanten Formparamter ~y, einem konstanten Skalenparameter o
und einem linearen Trend, der im Lageparameter p beriicksichtigt wird, aus. Die Parameter
(v, 0, Bo, /1) lassen sich wieder mit der ML-Methode schitzen und somit ldsst sich das Pro-
blem mit den bereits im Fall von stationdren Daten betrachteten Methoden l6sen. Mdéchte
man das Modell verifizieren, so kann man PP- oder QQ-Plots erstellen. Davor muss man

aber die Stichprobe x1,...,x, von dem Trend bereinigen:

;= x; — Po — Pui.
Die bereinigte Stichprobe i, ..., 2] sollte man dann mit der Verteilungsfunktion G5 s ver-
gleichen.

Bemerkung 6.1.6. Der Ansatz kann verallgemeinert werden, ohne dass sich das Modell
grundsétzlich dndert. So ist es zum Beispiel problemlos méglich, einen exponentiellen Trend
zu modellieren:

i) =r,  ol)=0,  pi) =Pt

6.2. Peaks over Threshold: Statistik der GP-Verteilungen

Die oben beschriebene Methode basiert auf der Betrachtung von Blockmaxima (z.B. von
jahrlichen Maxima). Es gibt eine andere Methode (Peaks over Threshold), bei der man
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nur Beobachtungen beriicksichtigt, die einen Schwellenwert iiberschreiten. Im Folgenden
beschéftigen wir uns mit dieser Methode.

Wir fangen damit an, dass wir die verallgemeinerten Pareto-Verteilungen definieren. Es sei X
eine Zufallsvariable, die man sich z.B. als eine Schadenhohe vorstellen kann. Wir interessieren
uns nur fiir die grofen Werte von X und stellen die folgende Frage:

Wie ist der sogenannte Exzess X —u asymptotisch verteilt, gegeben dass X > u? Dabei
geht u — oo.

Wir betrachten drei Beispiele.

Beispiel 6.2.1. Sei X exponentialverteilt mit Parameter A > 0, d.h. F(t) = e ™, t > 0.
Dann gilt

PX >u+t,X >u] PX>u+t] et
PX —u>tX >ul= ! - — — oM
| u>1] Y P[X > u] PIX > u] e~ ¢
Es gilt also: Die bedingte Verteilung von X — u gegeben, dass X > u, ist die Exponential-
verteilung mit Parameter . Dies ist die Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung.

Beispiel 6.2.2. Sei X aus dem Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ®,, o > 0.
D.h., F € RV_,. Dann gilt fiir alle t > 0:

X —u _PX >u+ut]  F(u(t+1))
P[ >t‘X>“]_ PIX>u  Flu)

fir u — oo. Es gilt also: gegeben, dass X > u, konvergiert die Verteilung von (X — u)/u
gegen die Verteilungsfunktion 1 — (1 +¢)~%, ¢ > 0.

— (14+8)7“
- (L+1)

Beispiel 6.2.3. Sei X standardnormalverteilt. Folgende Relation wurde in Lemma 5.4.1
mit der Regel von L’Hospital bewiesen:

PIX > u] ~ %6“2/2 fiir u — oo.
T

Unter Verwendung dieser Relation erhalten wir fiir jedes ¢t > 0:

PIX >u+t] exp{-% —t—L; _
Plu(X —u) > t|X >u] = PIX > ul ~ exzp{_—“2} S et
2

fiir u — oo. Es gilt also: gegeben, dass X > u, konvergiert die Verteilung von u(X —u) gegen
die Exponentialverteilung mit Parameter 1.

In allen drei Beispielen konnte die bedingte Verteilung von X —u gegeben, dass X > u, durch
eine Verteilung approximiert werden. Wir werden nun ein allgemeines Resultat formulieren,
das die drei Beispiele als Spezialfille beinhaltet.

Definition 6.2.4. Die verallgemeinerte Pareto-Verteilung (GPD, Generalized Pa-
reto Distribution) mit Index v € R und Skalenparameter o > 0 ist definiert durch die
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Verteilungsfunktion

1
S ANETE t >0, falls v > 0,
P,t)=1-(1+2 t
7o (t) <+O') o {tE[O,—%], falls v < 0.

Bemerkung 6.2.5. Fiir v = 0 interpretieren wir die Formel als Grenzwert:

1
g
P =lim[1-(1+2) "J=1-e¢t, t>o0.
’ ¥—0 o

Somit stimmt P, mit der Exponentialverteilung mit Parameter 1/o {iberein.

e M)

Satz 6.2.6 (Pickands-Balkema-de Haan, 1974). Sei X eine Zufallsvariable mit Ver-
teilungsfunktion F, die im rechten Endpunkt x* stetig ist. Dann liegt F im Max-
Anziehungsbereich von G, genau dann, wenn es eine positive messbare Funktion 3(u)
gibt mit
lim sup |P[X —u <tX >u| — P, gw(t) =0.
uTT” tef0,z* —u]
. J

Grob gesagt gilt die Approximation
P[X —u < t|X > U] ~ P%/B(u)(t),
falls X im Max-Anziehungsbereich von G, liegt.

Nun werden wir die GP-Verteilungen in der Statistik anwenden. Es seien xq,...,x, un-
abhéngige identisch verteilte Beobachtungen, z.B. Wasserstéinde an einem Deich an n Tagen.
Wir interessieren uns nur fiir die extrem grofien Beobachtungen. Das heifit, wir wéhlen einen
Schwellenwert v und betrachten nur die Beobachtungen z;,, ..., z;,, die u iiberschreiten. Wir
definieren die Exzesse
Y1 = Tiy — Uy Y = Ty, — U

und ignorieren alle anderen Daten. Der Satz von Pickands-Balkema-de Haan macht folgendes
Modell plausibel: Die Exzesse vy, . . ., yx sind Realisierungen von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen Y7, ..., Y}, die geméf einer verallgemeinerten Pareto-Verteilung
P, , verteilt sind. Dabei sind v € R und o > 0 unbekannte Parameter. Die Dichte von P, ,
ist gegeben durch

1 4
1 Yt\ . t >0, falls v > 0,
J(t)=—1+— t
Frolt) o < * a) H {t € [O,—%], falls v < 0,

und fo,(t) = (1/0)e™/7, ¢ > 0, fiir v = 0. Damit ergibt sich fiir die Log-Likelihoodfunktion

k k
1
[(7,0) =) _log f,0(ys) = —klogo — (1 + ;) > log (1 + ) ,
i—1 i=1
zumindest fiir v # 0. Der ML-Schétzer

YYi
o

(9,5) = argmax(7, 0)

’y7o—
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muss numerisch berechnet werden.

Nun werden wir fiir ein gegebenes kleines p die Deichhohe Z, schétzen, die an einem Tag
mit Wahrscheinlichkeit p iiberflutet wird. Es sei X die Zufallsvariable, die den Wasserstand
an einem Tag beschreibt. Mit Beriicksichtigung des Satzes von Pickands-Balkema-de Haan
gehen wir davon aus, dass fiir grofles u:

A
]P’[X—u>t|X>u]%<1+7—) :
o

Mit t = Z,, — u folgt also:

7 — Ty
P[X > Z,] ~ P[X > 4 (1—1—7 p “) .
o
Nun setzen wir die rechte Seite gleich p. Wenn die Gleichung nach Z, umgestellt wird, erhélt

man schliellich Pix "
zmus 2|(FE) -]
8 p
Dabei haben wir Schétzer fiir o und v bereits hergeleitet. Die Wahrscheinlichkeit P[X > u]
kann durch %2?21 1iz,>u} geschitzt werden. Es ergibt sich der Schétzer

np - {z;>u}

Kommentare

A

Zp=u+

NN

8], [13], [6].
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KAPITEL 7

Ordnungsstatistiken

Seien Xi,..., X, unabhingige und identisch verteilte (u.i.v.) 77?7 Zufallsvariablen mit Vertei-
lungsfunktion F'. Ordnen wir die Stichprobe Xi, ..., X,, monoton aufsteigend an, so erhalten
wir die sogenannten Ordnungstatistiken

Xl:n S X2:n S oo S Xnn

Zum Beispiel ist Xy, = min{X;y,..., X,,} und X,,.,, = max{Xy,..., X, }. In diesem Kapitel
werden wir Formeln fiir die Verteilung der Ordnungsstatistiken herleiten.

7.1. Allgemeine Eigenschaften der Ordnungsstatistiken

Zuerst berechnen wir die Verteilungsfunktion einer einzelnen Ordnungsstatistik Xp.,,.

e M)

Satz 7.1.1. Furalle k € {1,...,n} und ¢t € R gilt

n

P[Xyn < 1] = XZ: (:1) F@)™F ()™,

& J

BEWEIS. Es sei L := """ | l1x,<s die Anzahl der Elemente der Stichprobe X, ..., X,, die
unterhalb von ¢ liegen. Dann gilt L ~ Bin(n, F'(¢)) und somit

P[X).. <] =P[L >k = En: P[L = m] = Z (Z) F(t)" F(t)"™.

Im letzten Schritt haben wir die Formel fiir die Zéhldichte der Binomialverteilung benutzt.
O

Sind die u.i.v. Zufallsvariablen X7, ..., X, absolut stetig, so kénnen wir die Dichte der Ord-
nungsstatitsik Xy., berechnen.

e )

Satz 7.1.2. Es seien Xi,..., X, u.i.v. Zufallsvariablen mit Dichte f und Verteilungs-
funktion F'. Dann ist fiir alle k£ € {1,...,n} die Dichte von Xj., gegeben durch

n—1 n

el =}~ ) JFOFOFO = k() FOFOF FO

68



0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

ABBILDUNG 1. Dichten der Ordnungsstatistiken Xi.10,...,X10.10 einer un-
abhéngigen und auf [0, 1] gleichverteilten Stichprobe X1, ..., Xj.

BEWEISIDEE. Man kann den Satz beweisen, indem man die Formel aus Satz 7.1.1 ableitet.
Dieser Weg fiihrt zu komplizierten Berechnungen. Wir geben hier einen anderen Beweis, der
viel eleganter (allerdings nicht ganz rigoros) ist.

Wir bestimmen die Wahrscheinlichkeit, dass Xj.,, in einem unendlich kleinen Intervall (¢, ¢+
dt) liegt. Damit das eintritt, muss Folgendes passieren:

1. Eine der Zufallsvariablen, z.B. X;, muss einen Wert im Intervall (¢,¢ + d¢) annehmen.
Fiir jedes ¢ hat das Wahrscheinlichkeit f(¢)dt. Auflerdem gibt es n Moglichkeiten, das i
auszuwéhlen.

2. Unter den restlichen n—1 Zufallsvariablen miissen genau k—1 Zufallsvariablen Werte klei-
ner als ¢ annehmen. Wir haben (Zj) Moglichkeiten, die k — 1 Zufallsvariablen auszuwéhlen.
Die Wahrscheinlichkeit, dass die ausgewéhlten Zufallsvariablen allesamt kleiner als ¢ sind,

ist F(t)1.

3. Die verbliebenen n — k Zufallsvariablen miissen allesamt gréfier als ¢ + d¢ sein. Die Wahr-
scheinlichkeit davon ist (1 — F(t + dt))"*, was fiir dt — 0 gegen (1 — F(t))"~* konvergiert.
Indem wir nun alles ausmultiplizieren, erhalten wir

Den kombinatorischen Faktor kann man auch anders berechnen: Zuerst wéhlen wir aus n
Zufallsvariablen k Zufallsvariablen, die < ¢ + dt sind (dafir digt es (Z) Méglichkeiten), und
dann wihlen aus diesen k Zufallsvariablen eine Zufallsvariable, der im Intervall (¢,t + dt)
liegen soll (dafiir gibt es & Moglichkeiten). O

Beispiel 7.1.3. Seien Xj,..., X, unabhéngig und gleichverteilt auf [0, 1], d.h. die Dichte
von X; sei f(t) = 1pqj(¢). Dann ist die Dichte von Xj., gegeben durch

k() (1 =tk telo,1],
0, sonst.

ka:n (t> = {
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Das heifit, Xj., hat eine Beta-Verteilung mit Parametern (k,n — k + 1); siche Abbildung 1.

Aufgabe 7.1.4. Zeigen Sie, dass EXy., = HLH fiir alle k € {1,...,n}.
Interpretation: Die n Ordnungsstatistiken teilen [0,1] in n + 1 kleine Intervalle. Diese

Intervalle haben die gleiche erwartete Linge, ndmlich n%rl

Aufgabe 7.1.5. Seien Xj,...,X,, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Dichte f und Verteilungsfunktion F'. Bestimmen Sie fiir 1 <14 < j < n die gemeinsame
Dichte fx,., x;.,(t,s) der Ordnungsstatistiken X., und X.,.

Aufgabe 7.1.6. Seien Xi,..., X, unabhéngige Zufallsvariablen mit der Cauchy-Dichte
f(z) =1/(m(1+ z?)), wobei n > 3. Zeigen Sie, dass E|X1.,| = E|X,,.,| = oo und (erstaun-
licherweise!) E|Xj.,| < oo fiir alle k =2,...,n— 1.

Im néchsten Satz bestimmen wir die gemeinsame Dichte aller n Ordnungsstatistiken.

( )
Satz 7.1.7. Seien X1, ..., X, unabhéngig und identisch verteilt mit Dichte f. Dann gilt
fiir die gemeinsame Dichte von Xi.,,, ..., X,..:

nl-f(t) ... f(tn), t1 <ty <...<t,,
le:n,,_.7Xnm<t1, o 7tn) _ { f( 1) f( ) 1 2
0, sonst.
. J

INTERPRETATION. Da die Ordnungsstatistiken per Definition aufsteigend sind, ist die Dichte
gleich 0, wenn die Bedingung t; < ... < t,, nicht erfiillt ist. Sei also die Bedingung t; < ... <
t, erfilllt. Damit X, = t1,..., X,., = t, ist, muss eine der Zufallsvariablen (fiir deren Wahl
es n Moglichkeiten gibt) gleich ¢; sein, eine andere (fiir deren Wahl es n—1 Mdglichkeiten gibt)
gleich to, usw. Wir haben also n! Moglichkeiten fiir die Wahl der Reihenfolge der Variablen.
Zum Beispiel tritt fiir n = 2 das Ereignis {Xj.0 = t1, Xo.2 = 3} genau dann ein, wenn
entweder {X; = t1, Xy = to} oder {X; = ty, Xy = {1} eintritt, was 2 Moglichkeiten ergibt.
Da alle Moglichkeiten sich nur durch Permutationen unterscheiden und somit die gleiche
“Dichte” besitzen, betrachten wir nur eine Moglichkeit und multiplizieren dann das Ergebnis
mit n!. Die einfachste Moglichkeit ist, dass {X; = t1,...,X,, = t,,} eintritt. Diesem Ereignis
entspricht die “Dichte” f(t1)-...- f(t,), da die Zufallsvariablen X3, ..., X,, unabhéngig sind.
Multiplizieren wir nun diese Dichte mit n!, so erhalten wir das gewiinschte Ergebnis.

BEWEIS. ]
Auch wenn die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhéingig sind, sind die Ordnungsstatistiken
Xty ooy Xpn im Allgemeinen nicht unabhéngig. Es gilt jedoch eine andere interessante

Eigenschaft, die sogenannte Markov-Eigenschaft.

Satz 7.1.8 (Bedingte Unabhéngigkeit von Ordnungsstatistiken). Seien Xj, ..., X, un-
abhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte f. Die bedingte Dichte
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fulzy, ... z) von Xpi1.,, gegeben, dass Xy, = x1,..., Xp, = T, stimmt mit der
bedingten Dichte f(u|xy) von Xy 1., gegeben, dass Xj.,, = xy, iiberein.

INTERPRETATION. Angenommen, die ersten & Ordnungsstatistiken der Stichprobe Xy, ..., X,
sind uns bekannt: Xy, = x1,..., Xp, = 1. Wo liegt nun die néchste Ordnungsstatistik
Xki1.n? Der obige Satz behauptet, dass fiir die Beantwortung dieser Frage nur der Wert
X = x relevant ist. Die Werte der vorherigen Ordnungsstatistiken x4, ..., zr_; tauchen
in der bedingten Verteilung von Xy 1., nicht auf und kénnen ignoriert werden. Gegeben die
“Gegenwart” (also Xj.,) ist die “Zukunft” (also Xji1.,, und auch alle grofileren Ordnungs-
statistiken) unabhéngig von der “Vergangenheit” (also Xi.,,..., Xx_1.,). Die Ordnungssta-
tistiken bilden somit einen Markov-Prozess.

BEWEIS. Sei f1, . k» die gemeinsame Dichte von X, ..., Xj.,. Dann gilt
S i1 (21, - g, )

7.1.1 flulxy, ... o) = ===

( ) ( | ) fl,...,k:n('rla ) 7xl€>

Sei fgg+1. die gemeinsame Dichte von (X, Xki1:,) und fi., die Dichte von Xj.,,. Dann
gilt

- fk,k+1:n(37ka U)

(7.1.2) flulzy) = Fon(o0)

Fiir die gemeinsame Dichte von Xj.,, ..., Xj., erhilt man
fiooen(Tr, oo ze) = flg) oo fag) - (1— F(.:Ek))”_k n-(n—=1)-...-(n—k+1),

falls z; < ... < a3 und 0 sonst.
Analog erhélt man fiir die gemeinsame Dichte von Xi.,, ..., Xii1m

Jrookrn(@, o wpn) = (o) - oo fg) - (1 — F(:pk+1))”_k—1 n-(n—=1)-...-(n—k),
falls 1 < ... < x4y1 und 0 sonst. AuBerdem gilt:

s ) = Fan) - @) Fon) (1= F) ™ onn=1) (1 7)

bzw. 1
)= o) P Fay=on(3 )
Einsetzen in (7.1.1) bzw. (7.1.2) ergibt

(n— k)1 — F(u)" "1 f(u)
(1= F(zp))"* '

Somit stimmen die beiden bedingten Dichten f(ul|xy,...,zx) und f(u|zy) iberein. O

(7.1.1) = (7.12) =

Aufgabe 7.1.9. Seien X1, ..., X, unabhingig und exponentialverteilt mit Parameter A >
0. Welche Verteilung besitzt Xgy1., — 2% gegeben, dass X1, = x1,. .., Xgm = 27

Interpretation: Stellen Sie sich n Geréte vor, die Exp(\)-verteilte Lebenszeiten haben
und unabhéngig voneinander ausfallen. Wenn die ersten k& Ausfille zu den Zeitpunkten
x1,...,T) stattgefunden haben, wieviele Geréte funktionieren zum Zeitpunkt z; und wie
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lange dauert es bis zum néchsten Ausfall? Siehe Abschnitt 7.3 fiir mehr iiber Ordnungs-
statistiken der Exponentialverteilung.

Aufgabe 7.1.10. Seien Xi,..., X, unabhingig und gleichverteilt auf [0, 1]. Welche Ver-
teilung besitzt (Xgy1.n — 2k)/(1 — zx) gegeben, dass X1, = x1, ..., Xpp = 17
Interpretation: Wenn Xi., = x1, ..., Xgn = o gilt, wie sind dann die restlichen Punkte
auf dem Intervall [z, 1] verteilt? Siehe Abschnitt 7.4 fiir mehr iiber Ordnungsstatistiken
der Gleichverteilung.

7.2. Extreme Ordnungsstatistiken

Es seien Xi, X,,... unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen. Wir bezeichnen mit
X1 < ... < X, die Ordnungsstatistiken von Xi, ..., X,,. Aulerdem benutzen wir die
Notation

M%) = X, yitm, k=1,...,n.

n

Somit ist MT(LU = X,., das grofite Element der Stichprobe, M,(LZ) = X, _1., das zweitgrofite
Element und so weiter.

Wir haben die moglichen Grenzwertverteilungen von MY = M, fir n — oo bereits in
vorangegangenen Kapiteln beschrieben (Extremwertverteilungen). In diesem Abschnitt be-
schreiben wir die Grenzverteilungen der sogenannten extremen Ordnungsstatistiken Mf,(Lk),

wobel k£ € N fest ist und n — oco.

Zuerst bendtigen wir einen Satz, der die Grenzwertverteilung fiir die Anzahl der Uberschreitungen
eines hohen Schwellenwerts beschreibt.

( N

Satz 7.2.1. Sei u,, € R eine Folge mit lim,, o nF(u,) = 7, wobei 0 < 7 < oco. Dann
gilt:

w k
lim P [Z (X, >un) = k] — e#%, k=0,1,....

n—o0 :
=1

(. J

BEWEIS. Wir bezeichnen mit S, := Y " | Ix,>u,} die Anzahl der Beobachtungen, die ober-
halb von u,, liegen. Es gilt S,, ~ Bin(n, F(u,)). Nach Voraussetzung gilt lim,, o, nF (u,) = 7.
Da dies gilt, darf der Poisson-Grenzwertsatz angewendet werden:

S, L Poi(T).

n—o0

Mit anderen Worten, lim,,_,, P[S,, = k] = e‘TZ—T, fir alle k =0,1,.... O

Bemerkung 7.2.2. Der Satz behilt seine Giiltigkeit fiir 7 = +o00 (niedriger Schwellenwert,
sehr viele Uberschreitungen) im folgenden Sinne:

n—00 .
=1

hmP[Zﬂ{an}:k] =0, k=0,1,....
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Eine Poi(+o0)-verteilte Zufallsvariable interpretiert man dabei als eine Zufallsvariable, die
mit Wahrscheinlichkeit 1 den Wert +o0o annimmt.

( )
Satz 7.2.3 (Gumbel, 1935, und Smirnov, 1952). Es gebe Normierungsfolgen a, € R
und b,, > 0, so dass

(1)
Mn - Un
Hn "G d, g
by, n—00
wobei G eine Extremwertverteilung ist. Dann gilt fiir alle K =1,2,... und z € R:

o | My —an Gla) - Y05 BT, Gl2) #£0,

IlmP | ——— < x| = s =

n—00 b, 0, G(z) =0.

& J

BEWEIS. Setzt man u,, := a, + b,z und S, = Z?:l L{x,5u,}, 50 ergibt sich:
k—1
B[MO < a4 6] = IS, < k1) = SIS, = o]
s=0

Mit Satz 7.2.1 folgt:

k—1 k—1 s
. T
(7.2.1) nh_g)lo SEZO P[S, = s| = SEZO e

mit 7 = lim,,_,oo nF (u,). Es bleibt also noch die Bestimmung von 7. Nach Voraussetzung
gilt:
lim F"(u,) = G(z).

n—o0

Fir G(z) # 0 ist dies dquivalent zu
lim nlog(l — F(uy,)) = log G(z).

n—oo
Unter Verwendung der Taylorentwicklung des Logarithmus log(1 — z) = —z + o(x), x — 0,
folgt
7= lim nF(u,) = —log G(x)

n—oo
Einsetzen von 7 in (7.2.1) liefert die Behauptung. Fiir G(z) = 0 ist der Beweis analog, liefert
allerdings 7 = +o00. 0
Beispiel 7.2.4. Speziell erhalten wir fiir die drei Typen von Extremwertverteilungen, dass
VG e . le:é e /sl z € R, falls G = A (Gumbel-Fall),

lim P % < x] = e " gl x>0, falls G = @, (Fréchet-Fall),
n— o0

! e SR (—a)se /s, <0, falls G = W, (Weibull-Fall).

Durch Ableiten und Vereinfachen einer Teleskopsumme erhélt man fiir die Dichte der Grenz-
wertverteilung die Formel

— lo, z))k—1
fu) = {FO TR @ £0
0, G(z) =0.
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Speziell im Fall der Gumbel-Verteilung ist die Dichte gegeben durch

e—kx

file) =" g —yr

reR,

siehe Abbildung 2. In Kapitel 10 werden wir die gleichen Ergebnisse mit Hilfe von Poisson-
Punktprozessen noch einmal herleiten.

ABBILDUNG 2. Dichten fi, fo,... aus Beispiel 7.2.4.

Nachdem wir fiir jedes einzelne k& € N die Grenzwertverteilung von M bestimmt ha-
ben, stellt sich die Frage nach der gemeinsamen Grenzwertverteilung des Zufallsvektors

(ngl), . ,MT(LT)). Dabei ist die Anzahl der Ordnungsstatistiken » € N fest und n — oo.

Satz 7.2.5. Seien X1, Xs, ... w.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'. Es gebe
Normierungsfolgen a,, € R und b, > 0, so dass

Mél) — Un
M Tl 4 G,
bn n—00

wobei G eine Extremwertverteilung ist. Es sei » € N fest. Dann konvergiert der Zufalls-
vektor

fiir n — oo in Verteilung.

Fiir den Beweis benotigen wir eine Verallgemeinerung von Satz 7.2.1, die r verschiedene

Folgen von Schwellenwerten zulésst. Betrachte die Schwellenwerte ud > u@ > >
mit
lim nF(u) =7, lmnF?)=n+mn, ..., lmaF@)=n+...+7,
n—00 n—00 n—o0
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wobei 7, ..., 7. € [0,00). Sei

) .—
Sn T Z 1{X¢>ug)}
=1

die Anzahl der Uberschreitungen des Schwellenwerts u,(f), 1 <1 < r. Aus der Definition folgt
unmittelbar, dass St <...< S Der folgende Satz beschreibt die Grenzwertverteilung
des Zufallsvektors (S,Sl), . ,Sff)) fiir n — oo.

Satz 7.2.6. Fiir alle ki, ko, ...,k € {0,1,2,...} gilt

Hm P [S) =k, 8P = ki + ko, ..., SO =k + ...+ k] = e_(ﬁ+“'+”)w.
n=00 n o oo " klko!. . K,
Mit anderen Worten, es besteht die Verteilungskonvergenz
(S0, 5P =S, 80 = 507) = (Poi(m), ..., Poi(r,)),
wobei die Komponenten der Grenzwertverteilung unabhéngig sind.
BEWEIS. Stellen wir uns die Zufallsvariablen X, ..., X, als Kugeln und die Intervalle
(=00, )], (uy ™V ul], oo () uP), (uft), 00)

als Fécher vor, auf die diese Kugeln zufillig verteilt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass
X; im Intervall (ug_l),ug)] landet, ist p,; = Ful) - F(ug_l)) fir I € {1,...,r}, wobei
F (uglo)) als O interpretiert wird. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass X; auf das erste

Intervall (—oo0, ugf)] verteilt wird, gleich 1 —p,,; — ... — pp,. Wir interessieren uns fiir

Po(kiy.. k) =P[SY =k, SP =k + ko, .SV =k + ...+ k],

also fiir die Wahrscheinlichkeit, dass im Intervall (ug_l),ug) | genau k; Kugeln landen, fiir

alle I € {1,...,7r}. Mit der Formel fiir die Multinomialverteilung erhalten wir
—k — S
(7.22) Palkr,eroh) = () (R phy o (M 2 R e
kl ’ k2 ’ k’!’ b
’ (1 —Pn1— .- — pn,r)n_zz;l i

Wir schauen uns die einzelnen Faktoren an. Fiir den ersten Faktor gilt

Y\ g _ nn—1)...(n—k +1) FlulD) ~ nle_’(’u/?(_Ll))kl lkl

k1 Pn k1! " k’ll n—00 kll

Ahnlich gilt fiir den zweiten Faktor
n=k\ g, () - Pt
ky )P k! noo kyl

was sich nun analog fiir sémtliche Faktoren, aufler dem letzten, fortfithren léasst. Fiir den
letzten Faktor gilt schlieflich:

n—ki—...— k- e—(ﬁ—&-...—&—'rr),

n—oo

(1 _pn,l T e _pnm)
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denn

n—k—...—k)paa+. A Dur) ==k — ... —k)Fu?) — 7+ ...+ 7.

n—oo

Setzt man alles zusammen, so erhélt man die Behauptung. 0
BEWEIS VON SATZ 7.2.5. Wir zeigen, dass fiir alle 1 > ... > z, der Grenzwert
lim P[M,(Ll) <a,+byr,... ,M,(Lr) < ap + byx,]

n—oo

existiert. Definiere die Schwellenwerte ug) ‘= ay, + byx; fiir [ = 1,... r. Es ergibt sich aus

lim F"(a, + b,x) = G(z) = lim nF(a, + b,r) = —log G(z),
n—oo n—oo

dass B

n—oo

Auflerdem gilt mit der Notation von Satz 7.2.6:
PO < uD, MO <y = PISD = 0,82 < 1,80 <2, 80 <y _1].

Nun stellt man die Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite als eine Summe der Wahrschein-
lichkeiten der Form

PSS =k, S =k + ky,..., 8" =k + ...+ k]

tiber alle (ki,...,k,) € Ny mit ky = 0,ky + ko < 1,...,k1 + ...+ k. < r — 1 dar. Diese
Summe ist endlich. Fiir jeden einzelnen Summanden garantiert Satz 7.2.6 die Existenz des
Grenzwertes fiir n — oo, was die Behauptung beweist. O

Rein theoretisch erlaubt der obige Beweis, eine Formel fiir die Verteilungsfunktion des Grenz-
wertes von (M,(Ll), U M,S’")) aufzustellen. Diese Formel ist allerdings zu kompliziert und wird
hier nicht angegeben. In Kapitel 10 werden wir einen viel eleganteren Zugang zu den extre-
men Ordnungsstatistiken kennenlernen und eine einfache Formel fiir die gemeinsame Dichte
der Grenzwertverteilung herleiten.

Aufgabe 7.2.7. Es seien die Bedingungen von Satz 7.2.5 erfiillt. Zeigen Sie, dass fiir alle

Tr1 > X9:
1 _ 2) Glar)
fm p | MmO M2 —an o G(2) (log G2 +1), falls G(z2) #0,
e bn bn 0, sonst.

7.3. Ordnungsstatistiken der exponentialverteilten Zufallsvariablen

Wir erinnern, dass eine Zufallsvariable Z exponentialverteilt mit Parameter A > 0 ist, wenn
P[Z > t] = e fiir t > 0.

Wir schreiben dann Z ~ Exp(A). Die Ordnungsstatistiken von unabhéngigen exponential-
verteilten Zufallsvariablen besitzen eine besonders schéne Darstellung.

| |
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Satz 7.3.1 (Sukhatme, 1937). Seien Zi, ..., Z, unabhingige und mit Parameter A = 1
exponentialverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt

i (Ev Ev | By B, | Ep E,
7.3.1 Zny Loy e ooy Zpm) = | —, — ey — =,
( ) (Zin, 22, ) (n n+n—1 n—{_n—l+ +1
wobei Fjy,..., E, ebenfalls unabhéngig und exponentialverteilt mit Parameter A = 1
sind.
& J

INTERPRETATION. Den Satz kann man auch wie folgt formulieren (siche Abbildung ?7):
Die Absténde zwischen den aufeinanderfolgenden Ordnungsstatistiken sind unabhéngig und
exponentialverteilt mit

Zl:n ~ EXP(”); ZQ:n - Zl:n ~ EXP(n - 1)7 ceey Zn:n - Zn—l:n ~ EXp(]->
Diese Behauptung ldsst eine anschauliche Interpretation zu. Wir stellen uns ein System

0 Z15 .Zz.-5 Z3:5 Z4:5 Z5:5
Exp(5)  Exp(4) Exp(3) Exp(2) Exp(1)

ABBILDUNG 3. Ordnungsstatistiken von n = 5 exponentialverteilten Zufalls-
variablen.

aus n Geréten vor, die zum Zeitpunkt 0 eingeschaltet werden und unabhéingig voneinander
ausfallen konnen. Die Lebensdauer des i-ten Gerits sei Z; ~ Exp(1). Der Zeitpunkt, zu dem
zum ersten Mal eines der Geréte ausfillt, ist 7., = min{Z,...,Z,}. Man rechnet leicht
nach, dass Z;, ~ Exp(n), siche Beispiel 5.5.3. Was passiert danach? Zum Zeitpunkt 7.,
sind n — 1 funktionierende Geréte im System geblieben, die wegen der Vergessenseigenschaft
der Exponentialverteilung (sieche Abschnitt 5.5) genauso wie neu sind und nichts vom Ausfall
des restlichen Geréits mitbekommen haben. Dieses System funktioniert also genauso wie das
urspriingliche System mit dem einzigen Unterschied, dass es nun am Anfang lediglich n — 1
Gerite gibt. Bis zum Ausfall des néchsten Geriits vergeht also die Zeit Z.,, — Z1., ~ Exp(n—
1). Danach startet das System mit n — 2 funktionierenden Gerdten, usw. Zum Zeitpunkt
Zn_1.n, verbleibt ein einziges funktionierendes Gerit, das wegen der Vergessenseigenschaft
genauso wie neu ist. Bis zum Ausfall dieses letzten Gerétes vergeht also die Zeit Z,., —
Zn—1n ™~ EXp(].)

BEWEIS VON SATz 7.3.1. Laut Satz 7.1.7 ist die Dichte von (Z1.,, ..., Zn.n) gegeben durch

flxy,...,z,) =

nl-e ™. et 0<a <... <Xy,
0, sonst.

Im Rest des Beweises bestimmen wir die Dichte des Zufallsvektors auf der rechten Seite
von (7.3.1). Wegen der Unabhéngigkeit ist die Dichte von (F, ..., E,) gegeben durch

e V.. ..ce¥ oy, >0furallei e {1,...,n},
0, sonst.

g(yl,..-7yn)={
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Wir betrachten die lineare Transformation

1 Y2 U1 Yo Yn
T R T N S e, ——F .+ = = (21,29, .., 2).
o) (B8 B B P B )
Die Jacobi-Determinante dieser Transformation ist
% 0 0O --- 00
= 4= 0 ... 00
i ] 1 1 1 1
J = : = — ST ]_ — —'
11 1 19| mon—l 2 n
71L nTl nTZ %
w1 a2 3 |
Mit der Transformationsformel kénnen wir die Dichte von T'(Eq,. .., E,) berechnen:
h(Zl, s 7zn> = g(yh' .- 7yn)/J
— n!e_(yl+..'+yn)1{y1>0,..,,yn>0}
= n!e_(Z1+.'.+zn)I]-{O<z1<...<zn}-

Die Dichte f von (Zi.p, .., Zny) stimmt also mit der Dichte A von T'(E4, ..., E,) tiberein,
was die Behauptung des Satzes beweist. U

Aufgabe 7.3.2. Seien Z1,...,7Z, ~ Exp(1) unabhingig. Zeigen Sie mit Satz 7.3.1, dass
(a) E[Zkn) =+ + g + -+ noprr

(b) Var(Zn] = 3z + gz + - + i

(C) COV(an,Zln):%—i-ﬁ—i—+mfaﬂslgkgl§n

Aufgabe 7.3.3. Seien 71, ..., Z, ~ Exp(1) unabhéngig. Sei auBerdem k € {1,...,n—1}.
Zeigen Sie:
d
(Zn—k+1:n — Ln—kmn, Zn—k+2:n — Ln—kmy- - Zpn — n—k:n) = (lek7 Z2:k7 R Zk:k)

Ein Exkurs iiber die Gamma-Funktion. In diesem Abschnitt werden wir Satz 7.3.1 be-
nutzen, um die folgende Weierstraf3-Formel fiir die Gamma-Funktion I'(x) = fooo t*le~tdt,
x > 0, auf probabilistische Art zu beweisen:

o0

1 T
_ T e —z/k
—F(z_)—aze“* ||(1+k>e , x>0.

k=1

Dabei bezeichnet v die Euler-Mascheroni-Konstante:

ey
= ,}5&; -~ logn ~ 0.5772
Unser Ausgangspunkt ist Satz 1.2.1, der behauptet, dass fiir unabhéngige, mit Parameter 1
exponentialverteilte Zufallsvariablen Fy, Fs, . ..

e T

max{FE,...,E,} —logn 4y e

n—oo
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gilt. Auf der anderen Seite folgt aus Satz 7.3.1 die Darstellung
i ~— Ei
Enn =max{E,..., E,} = kz:: -

Daraus ergibt sich
n

Ey -

— —logn e .
k n—00

k=1

Mit der Definition der Euler-Mascheroni-Konstante v erhalten wir

"B —-1 -
(7.3.2) > kk Ay e,

n—00
k=1

Nun ist es bekannt, dass eine Verteilungskonvergenz X,, — X im Allgemeinen nicht impli-
ziert, dass EX,, — EX oder Var X,, — Var X. Stellen wir uns aber fiir einen Augenblick vor,
wir diirften in (7.3.2) zu den Erwartungswerten und Varianzen iibergehen. Dann wiirden sich
die folgenden schénen Formeln fiir die Gumbel-verteilte Zufallsvariable G ergeben:

E,—1
7.3.3 EG = lim E =
(7.3.3) lim B |+ ; —| ="
Ek —1 -
(7.3.4) Var G = nll_{IQlQVal" v+ Z Z 2=

Dabei haben wir benutzt, dass EE, = Var £}, = 1. Weiterhin erscheint es plausibel, dass
auch die Konvergenz der Laplace-Transformierten gelten sollte:

Ep—1
(7.3.5) lim Eexp {—z ('y + Z ko ) } = Eexp{—2G}, z>0.

k=1

Der Leser moge nachrechnen, dass

Eexp{—2G} =T(z+1) = 2I'(2), Eexp{— ZEkk_l} ﬁ(1+k> 1e_z/k, z > 0.

k=1 k=1

Durch Vergleich ergibt sich die gewiinschte Weierstraf3-Formel:

o0 -1
2l(z) =e 7 H <1 + %) e/ 2> 0.
k=1

Nun werden wir die obigen Uberlegungen am Beispiel von (7.3.3) rechtfertigen. Es ist be-
kannt, dass die Konvergenz der Erwartungswerte EX,, — EX aus der Verteilungskonvergenz
X, — X zusammen mit der gleichgradigen Integrierbarkeit der Familie (X,,),en folgt. Die
gleichgradige Integrierbarkeit liegt z.B. dann vor, wenn die Folge EX? = Var X,, + (EX,,)?
beschrénkt bleibt. In unserem Fall ist EX, = v konstant wiahrend die Beschrénktheit von
Var X, in (7.3.4) nachgerechnet wurde. Die Begriindung von (7.3.4) und (7.3.5) iiberlassen
wir dem Leser als Ubung.
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Aufgabe 7.3.4. Zeigen Sie unter Verwendung von (7.3.3) und (7.3.4), dass
2

00 1 00
/ (logx)e *dx = / log(—log z)dz = —~, / (log z)%e %dz = v% + %

0 0 0
7.4. Ordnungsstatistiken der gleichverteilten Zufallsvariablen

Die Ordnungsstatistiken der Zufallsvariablen, die geméaf einer Gleichverteilung verteilt sind,
besitzen ebenfalls eine schéne Darstellung.

Definition 7.4.1. Es seien Ey, Fs, ... unabhingige, mit Parameter A > 0 exponential-
verteilte Zufallsvariablen und definiere die Partialsummen S, = E; + ...+ Ei, kK € N.
Die Folge S; < Sy < ... bildet einen Poisson-Prozess auf (0, 00) mit Intensitét A.

Eq Es Ej Egf _ ..
—o & & L —00
0 S1 So S3 Sy -

Grob gesagt behauptet der nachfolgende Satz, dass die ersten n Punkte Si,...,S, des
Poisson-Prozesses auf dem Intervall [0, S, 1] gleichverteilt sind.

( N

Satz 7.4.2. Die Zufallsvariablen Uy, ..., U, seien unabhéngig und gleichverteilt auf dem
Intervall [0, 1]. Dann gilt:

d (S1 S Sn )
U'n7U:na"'7Un:n =\ & v a o
( . ? ) (Sn+1 Sn+1 Sn+1
wobei 51,95, ... wie in der obigen Definition sind.
& J
BEWEIS. SCHRITT 0. Laut Satz 7.1.7 ist die gemeinsame Dichte von (Uy.,, . .., Up.,) gegeben
durch
fa 1) = n, 0<r<a<...<z,<l1,
b 0, sonst.

Im Folgenden bestimmen wir die Dichte von (<2, <22 ..., Z2). Dieser Ausdruck éndert

SnJrl’ Sn+1’ ’ ’ S’n+l
sich nicht, wenn man S; iiberall durch AS; ersetzt, was Exp(1)-verteilt ist. Also werden wir

im Folgenden den Parameter der Exponentialverteilung auf A = 1 setzen.

SCHRITT 1. Die Dichte von (Ej, ..., E,.1) ist wegen der Unabhéngigkeit gegeben durch:
g(yla s 7yn+1) = e_yll{y1>0} et e_yn+11{yn+1>0}'

SCHRITT 2. Nun bestimmen wir die Dichte von (S, Ss, ..., S,11). Dazu betrachten wir die
lineare Transformation 7" : R**t — R™*! mit

Ty Ynt1) = (W01 + Y2, 1 Y2+ oo+ Yngr) = (21, 22, -+ -, Zng1).
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Die Jacobi-Determinante von 7' ist

1 00 0 0
110 ... 00
Jr=|: ¢+ .0 =1L
111 .- 10
111 --- 11
Mit der Transformationsformel errechnen wir die Dichte von (57, Ss, ..., Sui1):

Mz, znen) = 9 - - Ynsr) /I

_ i+ Aynt1)
=e 1{y1>0,...,yn+1>0}

— a—Zntl
=e ™ I]-{O<zl<zz<...<zn+1}-

SCHRITT 3. Nun bestimmen wir die Dichte von (Ssil’ Ssil e SSL , Spt1). Wir stellen die-

sen Zufallsvektor als Q(S1, Ss, ..., Sni1) dar, wobei Q : (0,00)"™ — (0,00)"*! die nichtli-
neare Transformation

Q:(zl,...,zn+1)r—>(

sei. Dabei haben wir die letzte Koordinate S,, 1 in den Zufallsvektor aufgenommen um die
Transformation () invertierbar zu machen. Die Jacobi-Determinante von () ist

21 22 Zn

P PICIIC) 7zn+1) =: <w17w27"'awn7wn+1)
Zn+1 “n+1 Zn+1

1
- o o0 -~ 0 —£
n+1 Zn+l
0 L0 ... 0 -2
Zn+1 Zn+1
1 1
Jo(z1, oy 2ng1) = : : Do : : =—=—
i - 1 'Z Zpt1 Wpt
0 o 0 --- el
0 o 0 - 0 1
Die Dichte von ( Ssil , Ssil e SSil , Sp1) kann nun mit der Transformationsformel wie folgt

berechnet werden:

pwi, ..., Wot1) = h(z1, ..o 2n11)/Jo (215 - o5 Zns)

— A= Znglm
=e ™ Zn+lﬂ{zn+1>0}

A~ Wni1,,n
=e " wn+1ﬂ{0<w1<w2<...<wn<1}]L{wn+1>0}-

SCHRITT 4. Nun miissen wir die letzte Koordinate S,,1; rausintegrieren. Die Dichte von

S1 Sa Sn : 5 3 3 : : .
( S G Sn+1) ist ndmlich eine Marginaldichte von p:
T(wh s an> - /p(wb s 7wn+1)dwn+1 - n!]]-{0<w1<w2<...<wn<1}-
R
Man sieht, dass die Dichte f von (Ui.,...,U,,) und die Dichte r von (SSL’ e SS—L)

iibereinstimmen, woraus die Behauptung des Satzes folgt.

Aufgabe 7.4.3. Beweisen Sie die folgenden Ergénzungen zu Satz 7.4.2:
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(a) Sp+1 ist unabhingig vom Zufallsvektor ( SSL by fil ).

Hinweis: Schritt 3 im Beweis von Satz 7.4.2.
(b) Die bedingte Verteilung des Zufallvektors (Si/s,...,S,/s) gegeben, dass S, 41 =
s > 0 stimmt mit der Verteilung der Ordnungsstatistiken (Uy.p, . .., Up.y) iliberein.

Bemerkung: In der mathematischen Statistik beweist man (a) als einen Spezialfall des
Satzes von Basu. Man betrachtet ein statistisches Modell, in dem FE1, ..., E,;1 unabhéngig
und Exp(\)-verteilt mit einem unbekannten Parameter A > 0 sind. Man bemerkt, dass die
Verteilung der Statistik ( SS}H ey Sii 1) unabhéngig von A ist, und dass S, 41 vollstandige

und suffiziente Statistik ist. Daraus folgt die Unabhéngigkeit.

Aufgabe 7.4.4 (Liicken zwischen Ordnungsstatistiken). Seien Uy, ..., U, unabhingig und
gleichverteilt auf [0,1]. Betrachte die maximale und die minimale Liicke zwischen den
Ordnungsstatistiken:
Op 1= _min (Ui—l—l:n - Ui:n), Ay = ~max (Ui+1:n - Ui:n)a
1=0,...,n 1=0,...,n

wobei Up., := 0 und Uy, 41, := 1 definiert wird. Zeigen Sie, dass

n2é, 4, Exp(1), nA, —logn e,

Hinweis: Benutzen Sie Satz 7.4.2 und das Lemma von Slutsky. Fiir 5,11 gilt das Gesetz
der groflen Zahlen und der zentrale Grenzwertsatz.

Aufgabe 7.4.5 (Empirische Vertelung der Liicken, Weiss, 1955). Seien Uj,...,U, un-
abhéingig und gleichverteilt auf [0, 1]. Zeigen Sie, dass fiir alle z > 0

T

1 n
P _
= VU rmsafn} —> €.

Aufgabe 7.4.6. Seien Uy, ..., U, unabhingig und gleichverteilt auf [0, 1]. Zeigen Sie, dass
fir alle 1 < k < m < n, die Differenz U,,., — Ug., eine Beta-Verteilung mit Parametern
(m —k,n—m+ k+ 1) besitzt.

Hinweis: Zeigen Sie, dass U, — Uk 4 Up—g.n, und benutzen Sie Beispiel 7.1.3.

Aufgabe 7.4.7. Seien Uy, ...,U, unabhingig und gleichverteilt auf [0, 1]. Sei auBerdem
ke{l,...,n—1}. Zeigen Sie:
< Ul:n U2:n Uk:n
UkJrl:n’ UkJrl:n, ’ Uk+1:n
Hinweis: Satz 7.4.2.

d
> = (U1, Unikes - - -, Upete).

Mit der Darstellung aus Satz 7.4.2 lassen sich die Grenzwertverteilungen fiir die Ordnungs-
statistiken Uy, fiir n — oo herleiten. Wenn man dabei zulésst, dass k = k,, eine Funktion von
n sein darf, ergeben sich mehrere asymptotische Regime, die in den nachfolgenden Aufgaben

aufgelistet werden.

Aufgabe 7.4.8 (Extreme Ordnungsstatistiken einer gleichverteilten Stichprobe). Es seien
Ui, ...,U, unabhingige, auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen. Zeigen Sie,

82



dass fiir jedes k € N die folgende Verteilungskonvergenz gilt:
(Ut - - o, nUpm) — (E1, By + Ea,... By + ... + E),
n—oo

wobei Ey, Es, ... unabhiingige Zufallsvariablen mit P[E; > t] = e, t > 0, sind (Standar-
dexponentialverteilung). Zeigen Sie auch, dass

d
(n(l — Un:n)a ... ,n(l — Unfk+1:n)) n?o (El,El =+ EQ, ... ,El + ...+ Ek)

Aufgabe 7.4.9 (Zentrale Ordnungsstatistiken einer gleichverteilten Stichprobe). Es seien
Ui,...,U, unabhingige, auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen. Sei k,, €
{1,...,n} eine Folge mit lim, _,~ kn/n = «, wobei 0 < a < 1. (Beispiel: k, = |an]).
Zeigen Sie, dass

NG (Uk - Z) 4, N0, 01— a)),

n—oo

wobei NV(0, 0%) eine Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz o2 bezeichnet.

Aufgabe 7.4.10 (Intermediire Ordnungsstatistiken einer gleichverteilten Stichprobe). Es

seien Uy, ..., U, unabhingige, auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen. Sei
kn, € {1,...,n} eine Folge mit lim,, o ky/n = 0. Zeigen Sie, dass
n kn d n n—ky, d
N (Ukn:n - > n?o N(0,1), \/T—n <Un—kn:n - n) njgo N(0,1).

Eine weitere Darstellung der Ordnungsstatistiken der gleichverteilten Zufallsvariablen wird
in der folgenden Ubungsaufgabe formuliert.

Aufgabe 7.4.11 (Lehmann, 1947, und Malmquist, 1953). Es seien Uy, ..., U, sowie Ty, ..., T,
unabhiingig und gleichverteilt auf [0, 1].

(a) Zeigen Sie, dass
Unins Un—tims - -, Unin) 2 (T mM/mpt (=D pl/npt/ =)oy,

Hinweis: Die Zufallsvariablen — log U; sind Exp(1)-verteilt, was eine Verbindung
zu den exponentialverteilten Ordnungsstatistiken herstellt. Die Funktion u
—log u ist monoton fallend.

(b) Zeigen Sie, dass die Zufallsvariablen Us., /Ui, Usim /Ui, .. ., Upin/Upn—1:n un-
abhingig sind.

Aufgabe 7.4.12. Seien S; < 52 < ... die Punkte eines homogenen Poisson-Prozesses wie
in Definition 7.4.1. Zeigen Sie, dass die Zufallsvariablen S2/S1,.S3/S2, ... unabhéngig sind.

7.5. Asymptotische Unabhingigkeit des Maximums und des Minimums

Es seien X, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen. Die moglichen Grenzwertverteilungen das pas-
send normierte Maximum M, = max{Xj,...,X,,} wurden im Satz von Fisher-Tippett-
Gnedenko beschrieben. Analog kann man auch die Grenzwertverteilungen fiir das Minimum
my, = max{Xy,..., X, } beschreiben, siche Aufgabe 3.3.2. Was sind aber die gemeinsamen
Grenzwertverteilungen fiir das Paar (M,,, m,)? Der néchste Satz beantwortet diese Frage.
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Satz 7.5.1 (Smirnov, 1949, und Homma, 1951). Seien Xi, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen
mit Verteilungsfunktion F', so dass

M, —a d My — Cr,  d
O Ee und -_n_m % q
b, n—soo d, n—so0

fiir nichtdegenerierte Verteilungsfunktionen G und H. Dann gilt fiir alle z,y € R, dass

Mn_ n n ~— tn
lim P —agx,u<y = G(z)H(y).

(. J

INTERPRETATION. Das normierte Minimum und das normierte Maximum sind asymptotisch
unabhéngig fiir n — co. Es sei bemerkt, dass M,, und m,, fiir jedes endliche n abhéngig sind
(es sei denn X; ist degeneriert), was man z.B. an der Relation m,, < M, sieht. Satz 7.5.1
behauptet, dass diese Abhéngigkeit fiir n — oo “verschwindet”.

BEWEIS. Es gilt

M, — a, Mo = Cn }

P nbn <z,

[en +dpy < Xi < a, + by fiirallei =1,...,n]

P
(1= Flan+bu2) — Flen +doy))"
( —nF(a, + by,x) —nF(Cn+dny))

n

Unsere Voraussetzungen sind
lim F"(a, + byz) = G(2) und lim F"™(c, + dny) = H(y).
n—oo n—oo
Daraus folgt mit der gleichen Begriindung wie im Beweis von Satz 7.2.3, dass
lim nF(a, + b,z) = —logG(r)  und lim nF(c, + dn,y) = —log H(y).
n—oo n—oo

Somit erhalten wir

M. — _
lim}P[ n — An Mn — Cn

n—oo

- - y] — ologGla)+log H(y) _ G(z)(1— H(y)).

Schlieflich ergibt sich
p|Me=tn o T ) pMazan b i Meman e G
b, dp bn
— G(z) —G(z)(1 - H(y)) = G(x)H(y),

n—oo

was die Behauptung beweist. 0

Im nachfolgenden Satz werden wir uns die Grenzwertverteilungen fiir die Spannweite R, :=
M,, —m,, der Stichprobe X1, ..., X,, anschauen. Unser Ziel ist es, Normierungsfolgen p,, € R
und ¢, > 0 derart zu finden, dass (R, — pn)/¢. gegen eine nichtdegenerierte Verteilung
konvergiert.
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Satz 7.5.2. Es seien die Bedingungen von Satz 7.5.1 erfiillt. AuBlerdem sei (M, m) ein
Zufallsvektor mit P[M < z,m < vy| = G(z)H (y).

(a) Im Fall, wenn lim,_,o0 d, /b, = 0, gilt Zn={an=cn) N VS

bn n—00

(b) Im Fall, wenn lim,,_, d,, /b, = 400, gilt m 4 m.

" n—00
(¢) Tm Fall, wenn K := lim,, 0 dy/b, € (0, 00), gilt Zn=lnzend Ly pp ey,
n n—oo
& J

INTERPRETATION. Wir koénnen die Verteilung von (M, m,) durch die von (a, + b, M, ¢, +
d,ym) approximieren, wobei Satz 7.5.1 garantiert, dass die beiden Komponenten von (M, m)
unabhéngig sind. Die Verteilung der Spannweite M,, — m,, wird demnach wie folgt approxi-
miert:

Mn—mn%an—cn—i—bnM—dnm.
Es bietet sich deshalb an, M,, —m,, mit der Folge p,, := a,, — ¢, zu zentrieren. Die Wahl der
Normierungsfolge ¢, und die Grenzwertverteilung héngen allerdings davon ab, welche der
beiden Folgen b, oder d,, den asymptotischen Wettkampf gewinnt. So konnen wir im Fall
(a) den Term d,m vernachlissigen, wahrend im Fall (c¢) die Terme b, M und d,m die gleiche
“GroéBenordnung” haben und beide beriicksichtigt werden miissen.

BEWEIS VON SATZ 7.5.2. Im Fall (a) schreiben wir

M, —my) — (a, — M, — —Cn d
(M —mp) — (an —Cn) _ My —an My G e N —m0= M,

b, by, d,, b,, n—oo
wobei wir die Relation lim,,_, ., dT? /b, = 0 und das Lemma von Slutsky benutzt haben. Fille
(b) und (c) seien dem Leser als Ubung iiberlassen. O
Beispiel 7.5.3. Seien X, X5,... unabhingig und exponentialverteilt mit Parameter 1.
Dann gilt
Mn—logni>M, nmy, i>m,
n—o0 n—o0

wobei M Gumbel-verteilt und m ~ Exp(1) ist. Insbesondere folgt, dass m, in Verteilung
gegen 0 konvergiert. Fiir die Spannweite R, = M,, — m,, ergibt sich somit

R, —logn = (M,, —logn) — m, LIPS
n—oo

Beispiel 7.5.4. Seien X, X5, ... unabhéngig und gleichverteilt auf [0, 1]. Dann gilt
n(l—M,) -5 B,  nm, -5 B,
n—oo n—o0
wobei F; ~ Exp(1) und Ey ~ Exp(1). Mit Satz 7.5.1 ergibt sich die gemeinsame Konvergenz
(n(1 — M,),nm,) -5 (Ey, Es),
n—oo
wobei E7 und E, unabhéingig sind. Fiir die Spannweite R,, = M,, — m,, folgt
n(1—R,) =n(l— M, +nm, - E\ + Es,
n—oo
wobei wir den Satz von der stetigen Abbildung benutzt haben.
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Aufgabe 7.5.5 (Gumbel, 1947, und Cox, 1948). Seien Xj, Xo, ... unabhéngig und stan-
dardnormalverteilt. Zeigen Sie, dass fiir die Spannweite R, und die sogenannte Stichpro-
benmitte (M,, +my,)/2 gilt:

. log(4mlogn) T e oy
_ _ o\ T < — e e )
nh_)rgoJP’ [\/ZIOgn (Rn (2 2logn oz 1 <z /_OO e dy,
M, 1
lim P [\/8lognn—2i_mn < ZL’:| =

n—00 14+e 7 ’

Kommentare

Ordnungsstatistiken und ihre statistischen Anwendungen werden in vielen Biichern behan-
delt, s. z.B. [9, 3, 2]|. Abschnitt 7.2 folgt im Wesentlichen der Darstellung Leadbetter, Lind-

gren und Rootzén [18, § 2.1-2.3] sowie der Originalarbeit von Weissman [?]. Wir haben uns

nur Ordnungsstatistiken M,(Lk) mit einem festen k angeschaut. Eine Ubersicht iiber die Grenz-

wertverteilungen von M,(lk"), wobei k,, von n abhingen darf, findet sich in [18, § 2.5-2.7] und
in [21]. Abschnitte 7.3 und 7.4 basieren grofitenteils auf den Biichern von Shorack und Well-
ner [24] (Chapter 8) und Nevzorov [20]. Das Buch von Schorack und Wellner [24] ist wohl
die beste und umfangreichste Referenz zu empirischen Prozessen. Asymptotische Verteilung
der Spannweite (Abschnitt 7.5) wird in [12, § 2.9] behandelt.

86



KAPITEL 8

Rekorde

Seien Xj, X5, ... unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit stetiger Vertei-
lungsfunktion F. Wir definieren M, = max{Xy,..., X, }.

Definition 8.0.1. Wir sagen, dass zum Zeitpunkt n € N ein Rekord aufgestellt wird,
wenn der Wert X,, grofler als alle vorherigen Werte X3, ..., X, ist.

Der zum Zeitpunkunkt n = 1 beobachtete Wert gilt per Definition immer als ein Rekord.
Wir definieren deshalb die Rekord-Indikatoren &;, &, ... durch & =1 und

§n = 1ix,>Ma_ 1} n=23,....

Somit ist &, die Indikatorvariable des Ereignisses, dass zum Zeitpunkt n ein neuer Rekord
aufgestellt wird.

8.1. Satz von Rényi

Der folgende Satz beschreibt die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen &, &, . . ..

Satz 8.1.1 (Rényi, 1962, und Dwass, 1960). Es gilt P[¢, = 1] = & fiir alle n € N.
Auflerdem sind die Zufallsvariablen &, ..., &,, M, unabhéngig.

Insbesondere héngt die gemeinsame Verteilung von &7, &, . .. nicht von der Verteilungsfunk-
tion F' ab (solange diese als stetig angenommen wird). Wir werden zwei Beweise des Satzes
von Rényi présentieren: einen direkten und einen viel eleganteren, kombinatorischen Beweis.

DIREKTER BEWEIS. SCHRITT 1. Wir zeigen, dass P, = 1] = L. Aus der Stetigkeit der
Verteilungsfunktion F folgt, dass P[X; = X;| = 0 fiir ¢ # j. Somit sind alle Werte X, Xs, . ..
unterschiedlich mit Wahrscheinlichkeit 1. Es gilt

1 =P[M, = Xi] + P[M,, = X5] + ... + P[M, = X,,] = nP[M, = X,,] =nP[¢, = 1],

wobei die erste Gleichheit wegen der Disjunktheit der Ereignisse gilt und die zweite Gleichheit
aus Symmetriegriinden Bestand hat. (Jede der Beobachtungen Xj, ..., X, ist mit gleicher
Wahrscheinlichkeit % das Maximum). Es folgt, dass P[¢, = 1] = %

SCHRITT 2. Wir zeigen die Unabhéngigkeit von &1, ..., &,, M,. Seien dazu 1 < a(1) < a(2) <
... <a(s) <nund x € R beliebig. Es reicht zu zeigen, dass

]P)[fa(l) = 1, - 75(1(3) = 1, Mn < l’] = ]P)[fa(l) = 1] .. -]P[fa(s) = 1] P[Mn < l‘]
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ABBILDUNG 1. Rekorde. Rote Punkte: Rekordzeiten L(n). Griine Punkte: Rekord-
werte X (n).

Es sei zuerst s = 1. Schreibe Mj; = max{Xy,...,X;} mit ¥ < [. Um die Notation zu
vereinfachen, schreiben wir « anstelle von «(1). Es gilt

Pléo =1, M, < 2| =P[My—1 < Xo <2, Mop1n <] =P[My—1 < X, < z](F(x))"°,

wobei in der letzten Gleichheit die Unabhéngigkeit benutzt wurde. Indem man nun auf X, =
u € (—o0,x) bedingt und die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit unter Beriicksichtigung
von P[M,_; < u] = (F(u))*"! verwendet, kann man das wie folgt umschreiben:

T

Plg, = 1M, <] = (F@)" - [ (Fu)* 'dP(u).

—00
Setzt man nun w = F'(u), so erhélt man, dass

F(z) )"
Pl¢, = 1, M, < 1] = (F(xz))" - / -l — F@)

0 «

was die Aussage im Fall s = 1 beweist.

Sei nun s € N beliebig. Es gilt
]P’[fa(l) =1,... ,fa(s) =1,M,< x] = ]P[Ma(l)fl < Xa(l) <, Ma(l) .....

77777
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Indem man nun auf X,y = ui,..., Xy = us bedingt, kann man den obigen Ausdruck
dhnlich wie im Fall s = 1 schreiben als

(F(z))"o) / (F(u) D=1 (F(u,))*®C D714 R (uy) .. dF (uy).

u<u<..<us<x

Setzt man F'(uy) = wy, ..., F(us) = ws, so erhilt man
(F(x))n—o) / wf‘(l)_l w2l duw,.
0<wi <w2<...<ws<F(x)
Als Ubungsaufgabe bleibt zu zeigen, dass sich obiges Integral zu Folgendem errechnen lisst:
()
=PM, < z| -Pllyy=1] - - - - Pléars)=1]-
(Man kann z.B. Induktion nach s verwenden). O

Aufgabe 8.1.2 (F*-Schema). Essei F eine stetige Verteilungsfunktion und seien X7, Xo, ...
unabhiingige Zufallsvariablen mit P[X), < t] = F**)(t), wobei a(1), (2), ... eine Folge po-

sitiver Zahlen sei. Zeigen Sie, dass die Rekordindikatoren &1, &s, ... unabhéngig sind und
dass (n)
a(n
P&, =1] = .
& = 1] a(l)+ ...+ «an)
Zeigen Sie, dass &1, ...,&, und M, unabhingig sind. 7?? Notation «(k) wurde im obigen

Beweis benutzt.

Aufgabe 8.1.3 (Shorrock). Zeigen Sie, dass fiir u.i.v. Zufallsvariablen Xj, Xo,... mit
beliebiger (moglicherweise nichtstetiger) Verteilungsfunktion die Gesamtzahl der Rekorde
Yoy &, genau dann endlich ist, wenn P[X; = 2*] = 0.

KOMBINATORISCHER BEWEIS. Wir werden sehen, dass die u.i.v. Annahme im Satz von
Rényi durch eine wesentlich schwichere Annahme, die Austauschbarkeit, ersetzt werden
kann.

( N

Definition 8.1.4. Ein Zufallsvektor (X, ..., X,,) heifit austauschbar, wenn seine Ver-
teilung invariant unter beliebigen Permutationen der Koordinaten bleibt, d.h. wenn

d
(X1, X)) = (Ko@), - -+ Xow)

fir alle Permutationen o : {1,...,n} — {1,...,n}.
N\ J
So wird zum Beispiel fiir n = 3 gefordert, dass alle 6 Vektoren

(X1, Xo, X3), (X1,X5,X0), (X, X1,X3), (Xo,X5,X1), (X5,X1,X0), (X5, X0, X1)

die gleiche Verteilung besitzen.

Beispiel 8.1.5. Ein Vektor mit u.i.v. Komponenten ist austauschbar. Ein anderes Beispiel
eines austauschbaren Vektors bietet eine zufillige Permutation der vorgegebenen determi-
nistischen Zahlen ay,...,a, (wobei jede Permutation die gleiche Wahrscheinlichkeit 1/n!
besitze). Noch ein Beispiel: Betrachte m Kugeln, die rein zuféllig auf n Fécher verteilt wer-
den, wobei alle Féacher gleichwahrscheinlich seien. Sei X; die Anzahl der Kugeln im Fach <.
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Dann ist der Vektor (X7,. .., X,,) austauschbar, und zwar sowohl im Modell mit Mehrfachbe-
setzungen (Multinomialverteilung) als auch im Modell ohne Mehrfachbesetzungen (zufillige
m-elementige Teilmenge von {1,...,n}).

( )

Definition 8.1.6. Der Rang von X unter den Beobachtungen X, ..., X} ist

k
Ry = Z IL{XiZXk} € {1, cee k?}
i=1

(. J

Wir werden uns nur fiir den Fall interessieren, wenn in der Stichprobe keine Bindungen
bestehen, d.h. wenn X1, ..., X,, mit Wahscheinlichkeit 1 paarweise verschieden sind. In einem
austauschbaren Zufallsvektor reicht es zu fordern, dass P[X; = X5] = 0, denn dann gilt auch
P[X; = X;] = 0 fiir alle 7 # j.

In einem Zufallsvektor ohne Bindungen gilt offenbar

Ry =1 < X, ist das grofite Element von Xy, ..., X,
Ry =2 <= X ist das zweitgroite Element von Xi, ..., X,

ey

R, =k < X} ist das kleinste Element von X7, ..., X}.

Nun kénnen wir die gemeinsame Verteilung von (R, ..., R,) bestimmen.

e R
Satz 8.1.7. Sei (X3,...,X,) ein austauschbarer Zufallsvektor ohne Bindungen. Dann
gilt

(a) Fiir jedes k € {1,...,n} ist Ry gleichverteilt auf {1,...,k}, d.h.

1
PR, =1 =P[Ry =2]=... =P[R, = kK| =z
(b) Die Zufallsvariablen Ry, Rs, ..., R, sind unabhingig.
& J
BEWEIs. Es gibt n! verschiedene mogliche Anordnungen von Xy, ..., X,. Fir n = 3 gibt es

z.B. die 6 Anordnungen

{Xl < X2 < Xg}, {X1 < X3 < XQ}, {X2 < X1 < Xg},
{Xg < X3 < Xl}; {X3 < Xl < Xz}, {Xg < X1 < XQ}

Die Anordnungen sind wegen Austauschbarkeit gleichwahrscheinlich. Aulerdem wird wegen
Fehlen der Bindungen eine der Anordnungen mit Wahrscheinlichkeit 1 beobachtet. Somit ist
die Wahrscheinlichkeit jeder Anordnung 1/n!.

Auf der anderen Seite gibt es n! verschiedene mogliche Werte des Vektors (R, ..., R,), denn
Ry =1, Ry € {1,2},...,R, € {1,...,n}. Jede Anordnung der X;’s entspricht einem Wert

90



von (Ry,..., R,) auf eine bijektive Art und Weise. Zum Beispiel gilt
Xi<Xo< X3 <= Ri=1,R,=1,R3=1,
Xi<Xg<Xyg <= Ri=1,Ry=1,R3 =2,
Xo<Xi< X3 <= Ri=1,Ry,=2,R3=1,

usw. In der Tat, es ist klar, dass die Anordnung die Rénge eindeutig bestimmt. Nun mochten
wir den Leser davon iiberzeugen, dass auch umgekehrt die Rédnge die Anordnung eindeutig
bestimmen. Man kann z.B. induktiv argumentieren. Fiir £ = 1 gibt es nur eine Anordnung
und die Behauptung gilt trivialerweise. Stellen wir uns vor, dass uns die Rénge (Ry, ..., Ry)
bekanntgegeben wurden und wir dadurch eindeutig die Anordnung von X1, ..., X} bestimmt
haben, z.B. fir £k =4

X3 < Xy < Xy < Xy
Nun wird uns Rjy1, also der Rang von X1 unter (Xi, ..., Xy41) mitgeteilt, z.B. Ry = 3.
Dadurch kénnen wir die Position eindeutig bestimmen, an der X3 in die obige Reihe eingefiigt
werden muss. In unserem Beispiel muss X5 das drittgrofite Element sein, also erhalten wir
die Anordnung
X3<X2<X5<X1<X4,

womit wir den Induktionsschritt begriindet haben.

Es besteht also eine Bijektion zwischen den Werten von (R, ..., R,) und Anordnungen von
Xq,...,X,. Da alle Anordnungen gleichwahrscheinlich sind, miissen auch die Werte von
(Ry, ..., R,) gleichwahrscheinlich sein. Somit gilt
1
]P)[Rl :Tl,RQ :TQ,...,Rn :Tn] = —',
n!

fir alle ry = 1, 79 € {1,2},...,7r, € {1,...,n}. Damit sind beide Behauptungen des Satzes
bewiesen. 0

Nun sind wir imstande, den Satz von Rényi auf austauschbare Stichproben zu verallgemei-
nern.

( M)

Satz 8.1.8 (Rényi, 1962, und Dwass, 1960). Es sei (X3,...,X,,) ein austauschbarer Zu-
fallsvektor ohne Bindungen. Definiere & als die Indikatorvariable des Rekordereignisses
X > max{Xy,...,X;_1}. Dann gilt P[¢, = 1] = 1 fiir alle k € {1,...,n} und die
Zufallsvariablen &, ..., &, sind unabhéngig.

. J
BEWEIS. Es gilt & = 1 genau dann, wenn X, das maximale Element unter Xi,..., X}
ist. Somit sind die Ereignisse {§; = 1} und {Rj; = 1} gleich. Die Wahrscheinlichkeit von
{Ry = 1} betrigt 1/k und diese Ereignisse sind unabhéngig gemif Satz 8.1.7. O

Aufgabe 8.1.9. Seien X,...,X,, austauschbare Zufallsvariablen ohne Bindungen. Zei-
gen Sie, dass der Vektor der Rekordindikatoren (£1,...,&,) unabhingig vom Vektor der
Ordnungsstatistiken (X1, ..., Xp:p) ist. Zum Beispiel ist (£1,...,&,) von M, aber auch
vom Mittelwert (X; + ...+ X,,)/n unabhéngig.
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Aufgabe 8.1.10 (Zweiseitige Rekorde). Seien X1, ..., X, austauschbare Zufallsvariablen
ohne Bindungen. Definiere n;, = 1, wenn X3, = max{Xy,..., Xy} oder X}, = min{ Xy, ..., Xy}.
Zeigen Sie, dass 12, ...,n, unabhingige Zufallsvariablen mit P[n, = 1] = 2/k sind.

Aufgabe 8.1.11. Es sei (X1,..., X, 1m) ein austauschbarer Zufallsvektor ohne Bindun-
gen, wobei n, m € N. Bestimmen Sie
Pmax{X1,...,Xn} > max{Xp+1,..., Xntm}]

Hinweis: Es sei I die Zufallsvariable mit X; = max{Xy,..., X;,1n}. Wie ist I verteilt?

Aufgabe 8.1.12. Es sei (Xi,...,X,+1) ein austauschbarer Zufallsvektor ohne Bindun-
gen. Zeigen Sie: Fiir jedes der Intervalle (—oo, X1.), (X1, Xom), -y (X, +00) ist die
Wahrscheinlichkeit, dass X, 11 in diesem Intervall liegt, gleich 1/(n + 1).

Aufgabe 8.1.13 (k-te Rekorde, Dziubdziela und Kopocinsky (1976)). Seien X1, Xo, ...
u.i.v. Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion. Fiir ein festes k£ € N definiere die
Indikatoren der k-ten Rekorde durch

(k) =1 , k41,
5 ( ) {XW>M7(zk—)1} TLE{ + }

Fiir £ = 1 sind es die gewohnlichen Rekordindikatoren: &, (1) = &,. Zeigen Sie: & (k), Exy1(k), - ..
sind unabhingig und P[¢, (k) = 1] = k/n.

Ein Exkurs iiber die Gumbel-Uberschreitungsmethode. Wir werden nun die Gumbel-
Uberschreitungsmethode vorstellen, mit der man die Deichhéhe berechnen kann, fiir die
die Uberflutungswahrscheinlichkeit einen vorgegebenen Wert annimmt. Seien X1, X,, ... wi.v
Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Die absteigend angeordneten Ordnungsstatisti-

ken von Xi,..., X, seien mit Mfll) > M7(L2) > ... > M,(Zn) bezeichnet. Wir definieren

Sk,T,TL - S - Z H{Xn+i>M$Lk)}'

=1

Somit ist Sk, die Anzahl der Uberschreitungen des Schwellenwerts M}L’“) im Zeitintervall

n+1,...,n+r.

Satz 8.1.14. Die Verteilung von S, ist gegeben durch
r+n—k—j\ (j+k—1
P[S:j]:( n—k )(k—l) jZO,...,T’.

SO

BEWEIS. 777 ]

Beispiel 8.1.15. Die maximalen jahrlichen Wassersténde an einem Fluss seien seit n = 100
Jahren bekannt und mit X7, ..., X,, bezeichnet. Wie hoch muss ein Deich sein, bei dem die
Wahrscheinlichkeit einer Uberflutung in den néichsten » = 12 Jahren p = 0.3 sein soll? Wir
setzen die gesuchte Deichhohe als M mit einem unbekannten k an. Im obigen Satz wurde
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gezeigt, dass

n-n—1)-...-(n—k+1) iy
r+n)-r+n—-1)-...-(r+n—Fk+1) o
Als Losung der obigen Gleichung mit n = 100, » = 12 ergibt sich £ = 3. Die Deichh6he kann
als die dritte Ordnungsstatistik MY gewahlt werden. Der Vorteil dieser Methode besteht dar-
in, dass die (unbekannte) Verteilungsfunktion von X; keine Rolle spielt (und nicht geschétzt

werden muss). Der Nachteil ist, dass die Methode bei einer kleineren Uberflutungswahrscheinlichkeit
p nicht funktioniert.

P[Skrn =0] =

Aufgabe 8.1.16 (Wilks, 1959). Seien X7, Xo,... u.i.v. Zufallsvariablen mit stetiger Ver-
teilungsfunktion. Fiir ein n € N sei K = min{k € N: X, > M,} die minimale Anzahl
zusétzlicher Beobachtungen nach Zeitpunkt n, die nétig sind, um das Maximum M, zu

iibertreffen. Zeigen Sie:
PIK = k| =777.

8.2. Anzahl der Rekorde

Sei (Xi,...,X,) ein austauschbarer Zufallsvektor ohne Bindungen (z.B. kénnen Xi,..., X,
u.i.v. mit stetiger Verteilungsfunktion sein). Wir bezeichnen mit N(n) die Anzahl der
Rekorde in diesem Vektor, d.h.

pJO%)ZijE:fk.
k=1

Nach dem Satz von Rényi gilt

n n 1
EN(n) =) K& = ZE =logn + v+ o(1),
k=1 k=1

Var N(n) = Z\/argk = Z (E - ﬁ) = logn +v — % + o(1),
k=1

k=1
fiir n — oco. Dabei ist v die Euler-Mascheroni-Konstante:

. 1
7= lim (Zg—logn> =0,57721. ...

k=1
Es werden also unter den n Beobachtungen lediglich approximativ logn Rekorde erwartet
(was sehr wenig ist!)

Um die komplette Verteilung von N(n) zu beschreiben, miissen wir Stirling-Zahlen erster
Art einfiithren.
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Definition 8.2.1. Die Stirling-Zahlen erster Art [Z] sind definiert als Koeffizienten
in der Formel

ux+m”.@+n—1yzilﬁkﬁ

0.12f .
0.10F .

0.08F
0.06f *
0.04}
0.02f

-0-.-‘. . 2 2 20 vvevvvevveve
5 10 15 20 25

ABBILDUNG 2. Zéhldichte der Zufallsvariable N(n) fiir n = 10000.

Satz 8.2.2. Fiir die Verteilung der Anzahl der Rekorde gilt

Mmm:m:i[

n

k

n!

], k=1,...,n.

Setzt man z = 1 in die Definition der Stirling-Zahlen ein, so erhélt man

5[

k=1

Also summieren sich die Wahrscheinlichkeiten in Satz 8.2.2 tatsichlich zu 1.

BEWEIS VON SATZ 8.2.2. Definitionsgemif} gilt N(n) = & + ... + &,. Dabei sind die Re-

kordindikatoren &1, ..., &, nach dem Satz von Rényi unabhéngig und Bernoulli-verteilt mit
1 1
P& =1=—, P& =0=1——.

Im Folgenden bestimmen wir die erzeugende Funktion von N(n). Wir erinnern, dass die
erzeugende Funktion einer Zufallsvariable Z mit Werten in {0, 1, ...} durch

gz(t) = E[t?] = i]P’[Z = k|t*, It <1,
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definiert ist. Die erzeugende Funktion von & ist

ge, (1) = (1 _ %) 4 %

Wegen der Unabhéngigkeit der Summanden in der Darstellung N(n) =& + ... + &, gilt

n

gN(n)(t):ggl(t)‘~~-'g£n<t):Hk_;—'_t:t(t—'_l)“.gt_’_n_l) :%Z |:Z:|tk
k=1

n.
k=1

wobei im letzten Schritt die Definition der Stirling-Zahlen verwendet wurde. Auf der anderen
Seite gilt definitionsgemif

NG (t) = > t*PIN(n) = k],

Durch Vergleich der Koeffizienten erhalten wir die gewiinschte Formel. U

Aufgabe 8.2.3. Zeigen Sie, dass die Stirling-Zahlen erster Art die folgende Rekursions-

formel erfiillen:
n+1 _n n n
kol "k T k=)

Zum Vergleich gilt fiir Binomialkoeffizienten eine dhnliche Formel:
n+1 n n
(e () ()
Aufgabe 8.2.4. Beweisen Sie fiir die Stirling-Zahl erster Art die Formel
1 {n+1 1
n![k+1] _Zil...z’k’

wobei iiber alle ganzzahligen 1 < iy < ip < ... < 4 < n summiert wird.

Aufgabe 8.2.5. Zeigen Sie, dass fiir alle kK € N,

= 2" [n 1 1 K
il =1 1.
Zn! [k] k! (Ogl—z> ’ 2] <

n=~k

Ein Exkurs iiber die Foata-Korrespondenz. Wir méchten nun kurz auf einen interessan-
ten Zusammenhang zwischen der Anzahl der Rekorde und der Anzahl der Zyklen in einer
rein zufélligen Permutation eingehen. Wir werden némlich zeigen, dass beide Zufallsgrofien
dieselbe Verteilung besitzen.

Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung ¢ : {1,...,n} — {1,...,n}. Insgesamt gibt
es n! Permutationen. Wir schreiben eine Permutation in der Form

B ( 1 2 3 ... n )
4 p(1) »2) »(B3) ... @) )
Wir sagen, dass Elemente i1, ...,i; € {1,...,n} einen Zyklus bilden, falls

(10(21) = 12, (;0(22) =13, ..., (p(@k) = 1.
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Dieser Zyklus wird dann mit (i1, ..., ) bezeichnet. Jede Permutation kann als ein Produkt
von disjunkten Zyklen dargestellt werden, z.B.

w._(12345678910

3958276101 4 ):(1>3a572,9)(4,8,10)(6,7)_

Eine rein zufillige Permutation ist eine Zufallsvariable ® mit Werten in der Menge aller
Permutationen und mit der Eigenschaft, dass P[® = ¢] = 1/n! fiir jede Permutation ¢.

( )

Satz 8.2.6. Es sei Z(n) die Anzahl der Zyklen in einer rein zufélligen Permutation ®
von {1,...,n}. Dann gilt

1(n
]P[Z(n):k]:a[k}, kE=1,...,n.
& J
BEWEIS. Sei @ eine rein zufillige Permutation von {1,...,n}. Dann ist der Zufallsvektor

(®(1),...,P(n)) austauschbar und fiir die Anzahl N(n) der Rekorde in diesem Zufallsvektor
gilt gemaf Satz 8.2.2
1{n
P[N(n):k]:m{k}’ k=1,...,n.

Wir miissen also zeigen, dass Z(n) die gleiche Verteilung wie N(n) hat. Dazu werden wir uns
der sogenannten Foata-Korrespondenz bedienen. Diese Korrespondenz ist eine bijektive
Abbildung F' der Menge aller Permutationen auf sich selbst mit der Eigenschaft, dass die
Anzahl der Rekorde einer beliebigen Permutation ¢ mit der Anzahl der Zyklen der Permuta-
tion F(p) iibereinstimmt. Wegen der bijektiven Eigenschaft von F' wire dann die Anzahl der

Permutationen mit k& Rekorden die gleiche wie die Anzahl der Permutationen mit k Zyklen,
woraus sich P[Z(n) = k] = P[N(n) = k] ergeben wiirde.

Die Foata-Korrespondenz wird wie folgt konstruiert. Betrachte die Zyklenzerlegung einer
Permutation ¢. Diese ist zunéchst nicht eindeutig: man kann die Elemente innerhalb jedes
Zyklus zyklisch permutieren. Um Eindeutigkeit zu erreichen, méchten wir jeden Zyklus mit
seinem grofiten Element beginnen lassen, so dass die Zerlegung im obigen Beispiel wie folgt
aussieht:

(9,1,3,5,2)(10,4,8)(7,6).

Aber auch jetzt ist die Darstellung nicht eindeutig, denn man kann die Zyklen beliebig
vertauschen. Deshalb ordnen wir die Zyklen aufsteigend nach ihrem gréfiten Element an:

(7,6)(9,1,3,5,2)(10,4, 8).

Mit diesen Konventionen ist die Darstellung eindeutig geworden. Nun entfernen wir die
Klammern und fassen den so konstruierten Tupel als eine neue Permutation auf, die mit
F(¢) bezeichnet wird:

F_12345678910'_>12345678910
“‘\3 958276 101 4 76 9135 2 10 4 8

Wir sehen nun, dass jeder Zyklus der Permutation ¢ einem Rekord in der Permutation F'()
entspricht. Diese Beobachtung zeigt auflerdem, dass F’ eine Bijektion ist, denn wir kénnen die
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inverse Abbildung F'~! wie folgt konstruieren. Sei eine Permutation 1) gegeben. Die Rekorde

im Vektor (¢(1),...,1(n)) Zerlegen diesen in Blocke. Nun konstruieren wir eine Permutation
@, in der diese Blocke zu Zyklen erkliart werden. Dann gilt F'(p) = ¢ und die Anzahl der
Zyklen von ¢ entspricht der Anzahl der Rekorde von . U

Bemerkung 8.2.7. Wir haben gezeigt: Die Anzahl der Permutationen von {1,...,n} mit
k Zyklen (oder auch mit k Rekorden) ist gegeben durch die Stirling-Zahl [}].

8.3. Rekordzeiten

Seien X7, Xy, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion. Wir definieren nun
die Rekordzeiten L(1) < L(2) < ... durch: L(1) = 1, L(2) = min{j > 1 : ¢ = 1} und
allgemein

L(n+1) =min{j > L(n) : § = 1}, n=23,....
Somit ist L(n) der Zeitpunkt, zu dem der n-te Rekord aufgestellt wird; siehe Abbildung 1.
Im néchsten Satz beschreiben wir die gemeinsame Verteilung des Vektors (L(1),..., L(n)).

BEWEIS. Es gilt:

S = L& = =&@-1=0,
&y = 1.
Wegen der in Satz 8.1.1 bewiesenen Unabhéngigkeit von &1, &5, . . . kann man dies in folgenden
Ausdruck umschreiben:
Pléje) = 1] Pl¢jm) = 1]
P& =0]... Pl =0] - =-2>— - 22—
T Bl =01 Pl = 0]

was sich ebenfalls, wegen des Satzes von Rényi, wie folgt darstellen l&sst:

(-3) (3) - (5m) =

Durch geschicktes Umformen lésst sich das wie folgt darstellen:

2—-13-1 jn) -1 1 1 1 1 1
2 3 7 jm) j@-1"jn)-1 jm)i@2) -1 jn -1
wobei sich die Gleichheit ergibt, da die ersten j(n) — 1 Faktoren ein Teleskopprodukt bilden.

U
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Die gemeinsame Verteilung der Rekordzeiten L(1), L(2),... ist somit unabhéngig von der
Verteilung der Zufallsvariablen X7, X5, ... solange die Verteilungsfunktion F' als stetig ange-
nommen wird.

Bemerkung 8.3.2. Die Verteilung von L(2) sieht somit folgendermafien aus:
1

PIL(2) =j]| = — . J€12,3,...}.
e L L
Insbesondere gilt EL(2) = Z;; ]%1 = +00. Die mittlere Wartezeit auf den zweiten Rekord

ist somit unendlich! Dabei ist L(2) eine fast sicher endliche Zufallsvariable.

Aufgabe 8.3.3 (Verteilung von L(n)). Zeigen Sie, dass fiir jedes n € {2,3,...}
1{n—-1

], ke{n,n+1,.. .}

Hinweis: Satz 8.2.2.
Im néchsten Satz zeigen wir, dass die Rekordzeiten L(1), L(2), ... eine Markov-Kette bilden.
Fiir eine kurze Einfithrung in Markov-Ketten verweisen wir den Leser auf 77?7, An dieser Stelle
erinnern wir, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen einer Markov-Kette n(1),7(2),...
mit Zustandsraum E, Anfangszustand e € E und Ubergangswahrscheinlichkeiten (pij)ijeE

durch

Pln(1) =i(1),n(2) = i(2),...,n(n) = i(n)] = Lia)=e}Pi)i2) - - - Pitn—1)i(n)
fiir alle Zusténde i(1),...,i(n) € E und alle n € N gegeben sind.

( N

Satz 8.3.4. Die Folge L(1), L(2),... ist eine Markov-Kette mit Zustandsraum N, An-
fangszustand L(1) = 1 und Ubergangswahrscheinlichkeiten

1
Pij = —
I

firalle:=1,2,...und j =i+ 1,74+ 2,.... Fiir ¢ > j ist p;; = 0.

(. J

BEWEIS. Zu zeigen ist, dass fiir alle 1 = j(1),4(2),...,j(n) € N gilt

(8.3.1) PIL(1) = j(1),L(2) = j(2),..., L(n) = j(n)] = pj)i@Pi@i@) - - - Pitn—1)j(n)-
Dabei konnen wir 1 = j(1) < j(2) < ... < j(n) annehmen, denn sonst sind beide Terme
gleich 0 wegen L(1) < L(2) < ... < L(n) und p;; = 0 fiir ¢ > j. Mit der Formel aus Satz 8.3.1
gilt
1
PIL(1) = j(1), L(2) = j(2),..., L(n) = j(n)] = ——- : ~
| 0@ G - 1)
Auf der anderen Seite rechnet man mit der Definition von p;; nach, dass
DPj1)i(2)Pj(2)i(3) - - - Pj(n—1)j(n) = ) ) 72) ) ) = 1)
R T i@)6R2) -1 J63)6B) - 1) j(n)(j(n) = 1)
1
Jn)(G(2)—=1)...((n) = 1)
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Die gewiinschte Formel (8.3.1) ergibt sich aus dem Vergleich der beiden Ergebnisse. U

Angenommen, die ersten n Rekordzeiten sind bekannt: L(1) = 1, L(2) = i(2),...,L(n) =
i(n). Wo liegt nun die néchste Rekordzeit L(n+1)? Wegen der Markov-Eigenschaft der Folge
L(1),L(2),. .. stellt es sich heraus, dass man fiir die Bestimmung von L(n + 1) lediglich den
Wert L(n) = i(n) benotigt, die Werte von L(1),..., L(n — 1) sind hingegen irrelevant.

( )

Korollar 8.3.5. Fiir alle 1 = i(1) < i(2) < ... < i(n) = i < j gilt die Markov-
Eigenschaft der Rekordzeiten:

P[L(n+1) =j| L(n) =i = P[L(n+1) = j| L(n) =i, L(n—1) = i(n—1),..., L(2) = i(2)].
Auflerdem gilt:
P[L(n+1)=j|L(n) =i] =

JG=1

Aufgabe 8.3.6. Zeigen Sie: P[L(n+ 1) > j| L(n) =1i] =i/j fir alle 1 <i < j.

Der obige Satz zeigt, wie man die Folge der Rekordzeiten am Rechner simulieren kann, ohne
dafiir die Variablen Xi, Xo,... erzeugen zu miissen. Man startet mit L(1) = 1 und geht
induktiv vor. Sind die Werte L(1),...,L(n) mit L(n) = ¢ bekannt, so erzeugt man eine
Zufallsvariable auf {i + 1,7 + 2,...}, indem man den Wert j mit Wahrscheinlichkeit Z(ZJ_ )

auswéhlt. Dieser Wert ist dann der Wert von L(n + 1). Danach wiederholt man das Ganze.

Aufgabe 8.3.7 (Rekordzeiten im F*-Schema). Es sei F' eine stetige Verteilungsfunk-
tion und seien X1, Xo, ... unabhingige Zufallsvariablen mit P[X, < t] = F**)(t), wobei
a(1),a(2),... eine Folge positiver Zahlen sei. Zeigen Sie, dass die Rekordzeiten L(1), L(2), ...
eine Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

L+ ) =312 =1 =50) (g~ 5 ) 100

bilden, wobei S(k) = a(1) + ... + a(k).

Der néchste Satz gibt einen viel einfacheren Algorithmus zur Simulation der Rekordzeiten.
Definiere die Abrundungsfunktion (oder die GauB-Klammer) durch

|z] =max{n € Z:n <z}, z €R.

Satz 8.3.8 (Williams, 1973). Seien Uy, Us, ... unabhingig und gleichverteilt auf dem
Intervall [0,1]. Definiere R(1) = 1 und danach rekursiv R(n + 1) = [%:)J + 1 fiir alle
n € N. Dann gilt die Gleichheit der Verteilungen:

(L), L2),...,L(n)) < (R(1), R(2),...,R(n)).
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BEWEIS. Wegen der Markov-Eigenschaft reicht es zu zeigen, dass fiir alle i+ € N und j €
{i+1,i+2,...} gt

PL(n+1)=7|L(n) =i =PR(n+1)=j|R(n) =1.

Die Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite ist gleich ](j+1) nach Korollar 8.3.5. Wir berechnen
die Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite. Es ist

R .
PR(n+1)=j|R(n) =i =P H#J +1=j|R(n) :i] =P HULJ +1=j|R(n) :z’} .

Die Zufallsvariable R(n) héngt nur von Uj,...,U,_; ab. Die Ereignisse {LULnJ +1 = j}
und {R(n) = i} sind also unabhéngig und somit vereinfacht sich das Ganze zu folgendem

Ausdruck:
)

BlR(n+ 1) = | RO =il =P || - | =5 -1| =2 | - e li-1.9)]

:p[Une GJLH S

da U, gleichverteilt auf [0, 1] ist. O

Aufgabe 8.3.9 (Galambos und Seneta, 1975 und Westcott, 1977). Zeigen Sie, dass die

Zufallsvariablen
L(n+1)

T(n):=
o=
unabhéingig und identisch verteilt sind mit P[T'(n) = k] = ﬁ, ke{23,...}.

J+1, n €N,

Satz 8.3.10 (Tata, 1969). Ist > 1 eine natirliche Zahl, so gilt fiir jedes n € N:
L(in+1) - 1
- 7 | = —
L(n)
Fiir eine beliebige reelle Zahl x > 1 gilt lediglich
n—o0 L(n) T
& J

P

xz

Bemerkung 8.3.11. Man sieht hier noch einmal, dass Rekorde mit n — oo immer seltener
auftreten. Zum Beispiel ist mit Wahrscheinlichkeit 1/2 der Abstand zwischen der (n+ 1)-ten
und der n-ten Rekordzeit grofer als die n-te Rekordzeit selbst. Mit Wahrscheinlichkeit 1/3 ist
der Abstand zwischen der (n + 1)-ten und der n-ten Rekordzeit mindestens doppelt so gro8
wie die n-te Rekordzeit selbst, usw. Die Tatsache, dass Rekorde immer seltener auftreten,
sollte nicht iiberraschend sein: die Rekordwerte steigen némlich mit der Zeit und es wird
immer schwieriger, neue Rekorde aufzustellen.
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BEWEIS. Sei > 1 beliebig reell. Dann gilt wegen des Gesetzes der totalen Wahrscheinlich-
keit, dass

P[L(n+1) > xL(n ZIP’ (n+1) >xi|L(n) =i] - P[L(n) = i

= PIL(n+1) > i) | L(n) = i] -P[L(n) = 1],

denn L(n+1) ist ganzzahlig und somit ist L(n + 1) > zi genau dann, wenn L(n+1) > |xi].
Aus Korollar 8.3.5 folgt, dass fiir allei € Nund k € {5, +1,...}

PIL(n+1) > k| Lin) =i = > j(ji_D—z’ 3 (j%l_jl) —%

Unter Verwendung dieses Ergebnisses lédsst sich der obige Ausdruck zu folgendem vereinfa-
chen:

(8.3.2) P[L(n+1) > zL(n Z L J =]
xi
FaLL 1. Ist z € {2,3, ...} ganzzahlig, so ist |xi| = xi und somit erhalten wir

PL(n+1) > 2L(n)] = 3 ﬁm(n) — = éZP[L(n) —q=1,

da L(n) > n. Das beweist die erste Behauptung des Satzes.

=n

FALL 2. Sei nun x > 1 beliebig reell. Aus der Definition der Abrundungsfunktion |-| folgt,
dass |zi] < i < |xi] 4+ 1. Durch leichte Umformungen folgt:

1 1 < 1 n 1

Damit kann man die Summe in (8.3. 2) wie folgt nach unten abschétzen:

P[L(n+1) > zL(n Z LmJ = %Z]P’[L(n) —i] = i

AufBlerdem erhélt man die folgende Abschatzung nach unten:

PLL(n+1) > 2] = 3 o PIL) = <Z( >P[L(n):z’] stel Ll

da |zi] > |zn] fir i > n. Die rechte Seite konvergiert fiir n — co gegen 1. Insgesamt folgt
mit dem “Sandwich-Prinzip” die zweite Behauptung von Satz 8.3.10. U

| 1
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Korollar 8.3.12. Sei U gleichverteilt auf [0, 1], dann gilt

L(n+1) i)l
L(n) nooo U’

BEWEIS. Die Tailfunktion der Zufallsvariable % ist gegeben durch

1
P{—>x]:]P’[U<l]:l, x> 1.
U x x

Somit ist % Pareto-verteilt. Die Behauptung folgt nun aus der zweiten Aussage von Satz 8.3.10.

U
Aufgabe 8.3.13 (Shorrock, 1972). Beweisen Sie die folgende multivariate Version des
obigen Korollars: Fiir beliebiges k € N gilt
L(n+1) L(n+2) L(n+ k) a (1 1 1
Lin) "Lin+1)"" "Lin+k—1)) nooo \U, Uy’ Uy )’
wobei Uy, ..., Uy unabhingige, auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen sind.
8.4. Zentrale Grenzwertsitze
Der klassische zentrale Grenzwertsatz besagt, dass fiir u.i.v. Zufallsvariablen X, X5, ... mit

EX; = 0 und E[X?] = 1 die Verteilungskonvergenz

Xi+...+ X, 4

gilt. Dabei bezeichnen wir mit A (0,1) wir die Starndardnormalverteilung mit Verteilungs-
funktion

1 ! 1
P(t) = \/—2—7T/ e 27z,

Nun zeigen wir, dass auch die Anzahl der Rekorde N(n) nach einer geeigneten Normierung
fiir n — oo gegen die Normalverteilung konvergiert. Die glockenartige Form der Zahldichte
von N(n) ist auf Abbildung 2 deutlich zu erkennen.

Satz 8.4.1 (Zentraler Grenzwertsatz fiir die Anzahl der Rekorde). Es gilt

N(n) —logn 4
——— — N(0,1).
Viogn n—00 ( ’ )

Bemerkung 8.4.2. Wegen der Foata-Korrespondenz (Abschnitt 8.2) gilt ein analoger Satz

auch fiir die Anzahl Z(n) der Zyklen in einer rein zufélligen Permutation von {1,...,n},
namlich

Z(n) =1

M i> N(O, 1).

A /log n n—00

In dieser Form wurde der Satz von Goncharov im Jahr 1948 bewiesen.
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Der Beweis von Satz 8.4.1 basiert auf einer Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsat-
zes, die wir hier ohne Beweis angegeben. Im Unterschied zum klassischen Grenzwertsatz,
in dem es um Folgen von u.i.v. Zufallsvariablen geht, betrachten wir hier ein sogenanntes
Dreiecksschema von Zufalllsvariablen:

Satz 8.4.3 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg). Es seien die folgenden Bedingun-
gen erfiillt:
(a) Fiir jedes n € N sind die Zufallsvariablen Z,,, Zs,, ..., Z, ., welche die n-te
Zeile des Schemas bilden, unabhéngig;
(b) EZyn =0 und E[Z,] < oo fiir k=1,...,n;
(€) >y ]E[Z,fn] — 1 fiir n — oo;
(d) Fiir jedes e > 0

lim Y E[Z,1qz.,>) =0  (Lindeberg-Bedingung).
n—00 ’ ?
k=1

Dann gilt:
zm+nﬂﬁQni+NmJ)

n— o0
. /

Es sei bemerkt, dass die identische Verteiltheit der Zufallsvariablen im zentralen Grenz-
wertsatz von Lindeberg nicht vorausgesetzt wird. Ebenso wird nicht vorausgesetzt, dass
verschiedene Zeilen unabhéngig voneinander sind.

BEWEIS VON SATZ 8.4.1. Esist N(n) = & + ...+ &,, wobei die &, ..., &, nach dem Satz

von Rényi unabhéngig aber nicht identisch verteilt mit &, ~ Bern(%) sind. Definiere

& — ¢
Viogn’

Die Zufallsvariablen 7 ,,, ..., Z, , sind fiir jedes n unabhéngig. Definitionsgemé&f gilt EZ;, ,, =
0 und

Lim = k=1,....,n, n2>2.

- 1 — 1 "1 1
E[Z} 1= ——) Var§ = ——y = | — 1L
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Um zu zeigen, dass die Lindeberg-Bedingung gilt, sei ein € > 0 vorgegeben. Da & nur die
Werte 0 und 1 annimmt, gilt die Abschéatzung

& —1/k < 1
Viegn | 7 /logn

fiir alle n > ¢'/%*. Somit kann die Bedingung |Zj, ,,| > ¢ nicht erfiillt werden und es gilt sogar
S E [Z§7n1{| Zion >6}] = 0 fiir alle hinreichend grofie n. Der Satz von Lindeberg liefert nun

Nn) =35~ d
=8 = Zyn — N(0,1).
Vlogn ; HA (0.1)

Die Zentrierungsfolge ), + kann nach dem Slutsky-Lemma (?7?) durch logn ersetzt wer-
den, denn Y}, + —logn = o(y/logn). O

|Zk,n|: <g, kzl,...,n

Aufgabe 8.4.4. Zeigen Sie, dass fiir die Anzahl der Rekorde auch das Gesetz der grofien
Zahlen gilt:
lim M =1 f.s.
n—oo logn
Hinweis: 777

Nun benutzen wir den obigen Satz um auch einen zentralen Grenzwertsatz fiir die logarith-
mierten Rekordzeiten herzuleiten.

Satz 8.4.5 (Zentraler Grenzwertsatz fiir logarithmierte Rekordzeiten). Es gilt

logL(n) —n 4

BEWEIS. Sei z € R fest. Mit n(x) = [e"t*V"] gilt

% < } = B[L(n) < ") = BIL(n) < n(x)] = P[N(n(z)) > n].

Satz 8.4.1 liefert

P

log n(z) n—+00
Es sei ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Es folgt, dass
N(n(z)) —logn(z) S n- log n(z)
V1ogn(x) - logn(z)
denn n(z) = e"*V*(1 + 0(1)) und somit

n—logn(z) _ . n—(nta/itol)) _ . —ayii+o(yn)

lim P[N(n(x)) > n| = lim P

n—oo n—oo

lim —————F = lim = lim = —x.
noo \/logn(x)  no% \/n+xyn+o(l) n—00 n+o(n)
Das beweist die Behauptung. 0
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Aufgabe 8.4.6. Zeigen Sie, dass fiir die logarithmierten Rekordzeiten auch das Gesetz
der groflen Zahlen gilt:

. log L(n)

lim ——————

=1 fs.

n—o00 n
Hinweis: Zeigen Sie die entsprechende Aussage fiir R(n) aus Satz 8.3.8. Zeigen Sie, dass
R(n) >1/(U;y...U,—1) und finden Sie eine passende Abschétzung nach oben.

Aufgabe 8.4.7. Ist es richtig, dass
L
lim ﬂ

n—oo eh

=1 f.s.?
Hinweis: Betrachten Sie L(n + 1)/L(n). Konvergiert diese Folge fast sicher gegen e?

Aufgabe 8.4.8 (Neuts, 1967). Zeigen Sie, dass fiir die Zwischenrekordzeiten A(n) :=

L(n) — L(n — 1) die gleichen Grenzwertsétze wie fiir L(n) gelten, ndmlich
log L log A(n) —
tm Sy gy g BRI 4 g gy,
n—00 n \/ﬁ n—00

Hinweis: Korollar 8.3.12.

8.5. Rekordwerte

Seien X1, Xs, ... u.i.v. Zufallsvariablen und X eine weitere Zufallsvariable mit der gleichen
Verteilung.

Definition 8.5.1. Die Rekordwerte sind definiert als
X(n) = Xpm = max{Xy,..., Xy}

Rekordwerte als Markov-Prozess. Zuerst bestimmen wir die gemeinsame Verteilung
von X(1),...,X(n).

( N

Satz 8.5.2 (Chandler, 1952). Die Zufallsvariablen X, X5, ... seien u.i.v. mit Dichte f.
Dann ist die gemeinsame Dichte von (X (1),...,X(n)) durch
fl@1)f(zs) .. f(xn)

f([El, o00 ,ZL‘n) = = = = {r1<...<wn<z*}

F(zy)F(x2) ... F(x,—1)

gegeben, wobei x* den rechten Endpunkt der X;’s bezeichnet.
. J

BEWEIS. Wir erlauben uns die Freiheit, “unendlich kleine” Intervalle (zq, x1+dz1), .. ., (zn, o+
d) zu betrachten und die gesuchte Dichte als

PIX (1 o, X
f(xly"';xn) _ lim [ ( ) € (xl>$l+dx1)7 ) (n) € (xnaxn‘{‘d.fﬁn)]
dzy,...,de,—0 d{L’l e dl‘n

darzustellen. Wegen X (1) < ... < X(n) < z* nehmen wir x; < ... < x, < 2* an. Nun
stellen wir das uns interessierende Ereignis

(8.5.1) {X (k) € (g, x +dag) firalle k =1,... ,n}
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als eine disjunkte Vereinigung der Ereignisse
(8.5.2) {X (k) € (xg, xx + day) und L(k) = i(k) fir alle k =1,...,n}
tiber alle 1 =i(1) < i(2) < ... < i(n) dar. Definiere j(k) := i(k)—i(k—1)—1,k € {2,...,n},
so dass j(2),...,7(n) € Ny. Ereignis (8.5.2) tritt genau dann ein, wenn
Xy € (21,21 4+ dx;) und die néchsten j(2) Beobachtungen sind kleiner als X,
Xi2) € (v2, 02 + dxy) und die néchsten j(3) Beobachtungen sind kleiner als X,

Xin) € (2, 2 + dzy,) und alle weiteren Beobachtungen sind beliebig.

Da X;u) € (xx, vy + day) gefordert wird und day, dabei unendlich klein ist, konnen wir die
Bedingung “eine Beobachtung ist kleiner als Xj;)” durch “eine Beobachtung ist kleiner als
xy” ersetzen. Uns interessiert also die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

X1y € (21,21 4+ dx;) und die néchsten j(2) Beobachtungen sind kleiner als x4,
Xi2) € (r2, 2 + dxy) und die néchsten j(3) Beobachtungen sind kleiner als x,,
Xitm) € (Tn, Tn + day).
Wegen Unabhéngigkeit ist diese Wahrscheinlichkeit gegeben durch

f@)day F (P - fa)daa F ()P - f(an)den1 F(2a-1)'™ - f(2)day,.

Nach Summation iiber alle j(2),...,7(n) € Ny ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses (8.5.1) die Formel

Jj(iﬁ) day - Jj(b) dog - ... - den_l - f(xn)dz,.
F(l‘l) F(sz) F([L’n_l)
Nach Division durch dz; . .. dz,, erhalten wir die behauptete Formel fiir die Dichte f(xy, ..., x,).

O

Im néchsten Korollar zeigen wir, dass die Rekordwerte einen Markov-Prozess bilden. Fiir eine
kurze Einfithrung in Markov-Prozesse mit beliebigen Zustandsraum verweisen wir auf???

( )

Korollar 8.5.3. Die Zufallsvariablen X, X, ... seien u.i.v. mit Dichte f. Dann bilden
die Rekordwerte X (1), X(2), ... einen Markov-Prozess mit Zustandsraum (—oo, z*) und
Ubergangsdichten
fy)/F(z), fallsz <y < a*,
p@,y):{ (v)/F()
0, sonst.

(. J

BeEwEIs. Die gemeinsame Dichte von (X (1),..., X (n)) lasst sich fir alle z; < ... <z, < z*
wie folgt schreiben:

flxy, ... xn) = f(1) - f(2) L f(zn)

F(xy) " F(zn_1) = f(x1)p(x1, 22) ... p(Tp_1,2y).
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Also bilden die Rekordwerte einen Markov-Prozess mit Anfangsdichte f(z;) und den oben
angegebenen Ubergangsdichten p(z,y). O

Aufgabe 8.5.4 (Chandler, 1952). Beweisen Sie die Formel fiir die Dichte von X (n):

—log F(z))" !

Hinweis: Benutzen Sie Induktion und die Formel fiir die Ubergangsdichte aus Satz 8.5.2.

f(x), r < T,

Aufgabe 8.5.5. Seien X7, Xo,... u.i.v. mit Dichte f. Die Zwischenrekordzeiten sind de-
finiert durch A(n) := L(n) —L(n—1) firn=2,3,....

(a) Zeigen Sie, dass die gemeinsame Verteilung von X (1),..., X (n) und A(2),...,A(n)
durch die folgende Formel gegeben ist:

PX(1) € (z1,21 +dx1),..., X(n) € (Xn, zn + dzp), A(2) = Ag, ..., A(n) = A,)]
= f(z1)... flzn)F22(21) ... FA"(2p_1)day .. . dzy,
fir alle z1 < ... <z, und Ag,..., A, € N.

(b) Zeigen Sie, dass bedingt auf die Rekordwerte X (1) = z1,X(2) = x9,... die
Zwischenrekordzeiten A(2),A(3),... unabhéngig und geometrisch verteilt sind
mit

P[A(n) = A|X(1) =21, X(2) = x2,...] = F(xn_1)F*(zn_1), A€N.
Nun méchten wir eine Interpretation von Korollar 8.5.3 vorstellen. Zuerst benotigen wir eine

Zwischeniiberlegung: Bedingtes Sampling. Stellen wir uns vor, dass u.i.v. Zufallsva-
riablen X, X, ... erzeugt werden, bis eine dieser Variablen einen vorgegebenen Wert ¢ mit
t < x* tiberschreitet. Wir definieren also die “Stoppzeit”

N =min{n € N: X,, > t}

und schauen uns die Zufallsvariable X an. Wie ist diese verteilt? Zunéchst einmal miissen
wir berticksichtigen, dass der Index N zufillig ist, weshalb die Verteilung von X ganz anders
als die Verteilung von X sein kann. Wir erinnern, dass X eine weitere Zufallsvariable mit
der gleichen Verteilungsfunktion F' ist. Wir behaupten nun:

( )

Lemma 8.5.6. Die Verteilung von Xy stimmt mit der bedingten Verteilung von X
gegeben, dass X > ¢, iiberein, d.h.

PXyeAl=PXeA|lX >t
fiir jede Borel-Menge A C R.

(. J
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BeEwEIS. Indem wir den Wahrscheinlichkeitsraum in die disjunkten Ereignisse {N = 1},{N =
2}, ... zerlegen, erhalten wir, dass

PXy €A =) PXy€AN=n=> PX;<t.. X, 1<tX,€AX,>t
n=1 n=1
P[X € A, X > 1]
1—P[X <{]

=Y PIX <t]"'PIX €A, X > 1] =

n=1

=PX e A|X >t

wobei wir die Formel Y 2 ¢" ' = 1/(1 —q), |q| < 1, fiir die Summe einer geometrischen
Reihe benutzt haben. U

INTERPRETATION VON KOROLLAR 8.5.3. Stellen wir uns vor, dass uns die ganze Ent-
wicklung des Prozesses X, Xs, ... bis zur n-ten Rekordzeit L(n) bekannt ist. Insbesondere
seien die Werte L(n) = [ und X(n) = X; = = bekannt. Nun beobachten wir die Werte
X1, Xj40, ... und warten auf den ersten Wert, der x iibersteigt. Dieser Wert ist dann der
néchste Rekordwert X (n+1). Nach der obigen Zwischeniiberlegung hat X (n+1) die gleiche
Verteilung, wie X; gegeben, dass X; > x, also

P[X(n+ 1) € A| Vorgeschichte bis zum Zeitpunkt L(n)] = P[X; € A| X, > z].

Da diese Verteilung nur vom aktuellen Wert X (n) = = abhéngt, bilden X (1), X(2),... eine
Markov-Kette mit den oben angegebenen Ubergangskernen.

Bemerkung 8.5.7 (Simulation von Zufallsvariablen). Eine leichte Abwandlung der obigen
Uberlegung kann man verwenden, um Zufallsvariablen mit einer gegebenen Verteilung am
Rechner zu simulieren. Méchte man z.B. einen auf einer gegebenen Menge G C R? gleichver-
teilten Punkt simulieren, so erzeugt man u.i.v. gleichverteilte Punkte auf einem hinreichend
groflen Quadrat () D G, bis einer dieser Punkte in G fallt. Dieser Punkt ist dann gleichverteilt
auf G (Ubungsaufgabe).

Bemerkung 8.5.8. Im Fall, wenn die Zufallsvariablen X7, X5, ... u.i.v. mit beliebiger Ver-
teilung sind, bilden die Rekordwerte X (1), X(2),... immer noch einen Markov-Prozess auf
dem Zustandsraum (—oo,z*]. Dieser hat allerdings nunmehr keine Ubergangsdichten, son-
dern wird durch den folgenden Ubergangskern charakterisiert:

P[X(n+1) € A|X(n) = 2] =P[X € A| X > x],

fir x < 2* und jede Borel-Menge A C (—oo,z*]. Im Fall, wenn P[X; = z*] # 0 muss man
besonders vorsichtig sein, denn dann wird der Wert z* f.s. von einem der X,,’s angenommen,
wonach keine weiteren Rekorde aufgestellt werden konnen. In diesem Fall bricht die Serie
der Rekordwerte X (1), X(2),... nach endlicher Zeit ab. Wir miissen den Zustand z* als
einen “Grabzustand” des Markov-Prozesses auffassen. Sobald dieser Zustand erreicht wird,
“stirbt” der Prozess.

Rekordwerte exponentialverteilter Zufallsvariablen. Anders als bei Rekordindika-
toren oder Rekordzeiten, hingt die Verteilung der Rekordwerte von der Verteilungsfunktion
der Zufallsvariablen X; ab. Im Spezialfall der exponentialverteilten Zufallsvariablen besit-
zen die Rekordwerte eine besonders einfache und schone Darstellung durch den homogenen
Poisson-Prozess.
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Satz 8.5.9 (Tata, 1969). Seien Z;, Zs, ... unabhingig und exponentialverteilt mit Pa-
rameter 1. Dann gilt:

(Z(1),Z2(2),...,2(n)) £ (E1,E1 + By, ..., By + ...+ Ey),

wobei Ey, Es, ... ebenfalls unabhéngig unabhéngig und exponentialverteilt mit Parame-

ter 1 sind.
g J

Bemerkung 8.5.10. Die Folge der Rekordwerte Z(1), Z(2),... bildet also einen Poisson-
Prozess mit Intensitét 1. Die Zufallsvariable Z(n) ist gammaverteilt mit Parametern (n, 1)

und Dichte
tn_l

fzm)(t) = (n— 1)!e_tﬂ{t>0}-

BEWEIS VON SATZ 8.5.9. Fiir die Tailfunktion und die Dichte der Exponentialverteilung
mit Parameter 1 gilt F(x) = f(z) = e fur x > 0. Geméaf Satz 8.5.2 ist die gemeinsame
Dichte von (Z(1),...,Z(n)) gegeben durch

f(:vla s 7$n> = eixn]l{0<x1<...<mn}-
Die gleiche Formel haben wir im Beweis von Satz 7.4.2 fiir die Dichte des Zufallsvektors
(B, By + Es, ..., Ey + ...+ E,) hergeleitet. O

INTERPRETATION VON SATZ 8.5.9. Im Mittelpunkt steht schon wieder die Gedéchtnislosigkeit
der Exponentialverteilung. Ist ndmlich Z ~ Exp(1), so ist fiir jedes t > 0 die bedingte Ver-
teilung von Z —t gegeben, dass Z > t, ebenfalls eine Exponentialverteilung mit Parameter 1.
Nun werden wir induktiv begriinden, warum die Zufallsvariablen Z(1), Z(2) — Z(1), Z(3) —
Z(2),... standard exponentialverteilt und unabhéngig sind.

Z(1): Nach Voraussetzung ist Z(1) = Z; ~ Exp(1).

Z(2) — Z(1): Wir halten nun Z; = a; fest und warten auf den zweiten Rekordwert Z(2).
Nach der obigen Zwischeniiberlegung hat der Exzess Z(2) — a; die gleiche Verteilung wie
Z — ay gegeben, dass Z > ay, also (wegen der Gedéchtnislosigkeit!) wieder eine Exponenti-
alverteilung mit Parameter 1.

Z(3) — Z(2): Nun halten wir die ganze Geschichte des Prozesses bis zur zweiten Rekordzeit
L(2) fest. Insbesondere sei Z(2) = ay gegeben. Wir warten nun auf den dritten Rekordwert
Z(3). Nach der Zwischeniiberlegung hat der Exzess Z(3) — ay die gleiche Verteilung, wie
Z — ap gegeben, dass Z > as, also wieder die Exponentialverteilung mit Parameter 1. Dabei
héngt die bedingte Verteilung des Exszesses nicht von der vorgeschichte des Prozesses ab,
also ist die Zufallsvariable Z(3) — Z(2) unabhéngig von Z(1) und Z(2).

Somit sind die Zuwiéchse Z(1), Z(2)—Z(1), Z(3) — Z(2), . .. standard exponentialverteilt und
unabhéngig.

| |
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Korollar 8.5.11. Seien X, X5, ... unabhingig und exponentialverteilt mit Parameter
1. Dann gilt

X(n) —n i>./\/'(0,1) fir n — oo.

\/ﬁ n—00

BEWEIS. Aus Satz 8.5.9 wissen wir, dass X (n) < Ei1+...+FE,, wobei Ey, Fs, ... unabhingig
und standard exponentialverteilt sind. Also ist EE; = Var E; = 1 und der klassische zentrale
Grenzwertsatz ergibt, dass

Eit...4Ep—
LE BT 4 o, 1),
\/ﬁ N—00

Daraus folgt die Behauptung. 0

Bemerkung 8.5.12. In Satz 1.2.1 haben wir nachgewiesen, dass im Fall der standard expo-
nentialverteilten Zufallsvariablen, die Zufallsvariable M,, —log n gegen die Gumbel-Verteilung
A konvergiert. Es gilt also

My —
M, —logn % A und —E T 4 Ar(0,1).
n—00 \/ﬁ n—00

Die Grenzverteilung wird also offenbar durch den Umstand, dass der Index L(n) zufillig ist,
vollig verandert.

Allgemeine Darstellung durch den Poisson-Prozess. Nun formulieren wir eine
allgemeine Darstellung fiir Rekordwerte beliebiger u.i.v. stetig verteilter Zufallsvariablen
Xy, X,,.... Die Hauptidee besteht dabei darin, dass solche Zufallsvariablen als eine geeig-
nete monoton steigende Transformation der standardexponentialverteilten Zufallsvariablen
Zy, Lay, . .. dargestellt werden konnen. Entscheidend ist die Beobachtung, dass monoton stei-
gende Transformationen Rekordwerte in Rekordwerte iiberfiihren.

e M)

Satz 8.5.13. Seien X, Xo,... w.i.v. Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion
F. Dann gilt

(X(1),X(2),...,X(n) L (H(E)), H(E, + Es),...,H(E, + ... + E,)),
wobei H(z) = F* (1 —e™®), x> 0.

(. J

BEWEIS. Seien Z, Zs, ... unabhéngig und standard exponentialverteilt. Dann sind die Zu-
fallsvariablen 1 —e~% gleichverteilt auf [0, 1]. Somit sind die Zufallsvariablen H(Z;) genauso
verteilt wie die X’s:

(X1, Xo,...) L (H(Z)), H(Zs), ...
Da die Funktion H strikt??? monoton steigend ist, stimmen die Rekordwerte der Folge
H(Zy),H(Zy),... mit H(Z(1)), H(Z(2)), ... iiberein und wir erhalten

(X(1), X(2),...) £ (H(Z(1), H(Z(2)),...).

Nun koénnen wir auf (Z(1), Z(2),...) die Tata-Darstellung aus Satz 8.5.9 anwenden, was zur
gewiinschten Behauptung fiihrt. O
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Aufgabe 8.5.14 (Verteilung von X (n)). Seien X, Xo,... u.i.v. Zufallsvariablen mit ste-
tiger Verteilungsfunktion F. Es sei X (n) der n-te Rekordwert.

(a) Zeigen Sie, dass
P[X(n) < ] = Qu(F(x)), z€R,
wobei Qy(s) = Es™(™ die erzeugende Funktion von L(n) sei.
(b) Zeigen Sie, dass
~log(1—s)
Qn(s) = / t"te~tdt.

Hinweis: Teil (a) gilt auch fiir exponentialverteilte Zufallsvariablen.

Aufgabe 8.5.15 (Zwischenrekordzeiten, Neuts, 1967). Seien X1, Xo,... u.i.v. Zufallsva-
riablen mit stetiger Verteilungsfunktion F. Betrachte die Zwischenrekordzeiten A(n) =
L(n)—L(n—1),n=2,3,....

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle k € {0,1,...},

xnfl

PA(n+1) > k] = /000 me_x(l — e )Fdg.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Verteilung von A(n + 1) nicht von der Wahl von F'
abhéngt und wihlen Sie dann X; ~ Exp(1).

(b) Fiir zwei Zufallsvariablen £ und 7 sagen wir, dass & stochastisch grofier als 7 ist,
falls P[¢ > u] > P[n > u] fiir alle u € R ist. Zeigen Sie: A(n + 1) ist stochastisch
grofer als A(n). (D.h. die Absténde zwischen den Rekorden sind “stochastisch
steigend”).

Hinweis: P[A(n +1) > k] = E[(1 — eFrt-+En)h],

Aufgabe 8.5.16 (k-te Rekordwerte, Dziubdziela und Kopocinsky (1976)). Seien Z1, Za, . ..
unabhéngige, mit Parameter 1 exponentialverteilte Zufallsvariablen. Sei & € N fest. Defi-
niere: 777 Zeigen Sie, dass

(X(l,k:),X(2,k:),...,X(n,k;))i(1 L+ By Lt >

= PR ?
wobei E1, Es, ... unabhéngig unabhéngig und exponentialverteilt mit Parameter 1 sind.
Hinweis: 77?7 Schwierige Aufgabe.

8.6. Grenzwertverteilungen der Rekordwerte

Seien X7, X5, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion F' und Rekordwerten
X(1),X(2),.... Wir stellen uns die Frage, welche nichtdegenerierte Verteilungen als Grenz-
werte von
X(n) — A(n)
B(n)

fiir n — oo und geeignete deterministische Folgen A(n) € R und B(n) > 0 entstehen kénnen.
Fiir die Maxima M,, anstelle der Rekordwerte X (n) wurde die entsprechende Frage durch
den Satz von Fisher-Tippett-Gnedenko vollstdndig beantwortet. Auf den ersten Blick sieht
X(n) = My wie “ein Spezialfall” von M, aus, allerdings ist der Index L(n) zufllig. Der
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nichste Satz birgt eine Uberraschung: Die Klasse der Grenzwertverteilungen fiir Rekordwerte
ist anders als die fiir Maxima.

( )

Satz 8.6.1 (Resnick, 197777). Gibt es Normierungskonstanten A(n) € R und B(n) > 0,
derart dass

X(n)—A(n) 4
B(n) e &

fiir eine nichtdegenerierte Verteilungsfunktion G, so ist G vom gleichen Typ wie die
Verteilungsfunktion einer der folgenden Zufallsvariablen:

(a) & ~N(0,1) (Standardnormalverteilung);

(b) e’ fiir ein o > 0 (Lognormalverteilung);

(c) —e° fiir ein o > 0 (das Negative der Lognormalverteilung).

. J

BEWEIS. SCHRITT 1: TRANSFORMATION. Seien Ky, Fs, ... u.i.v. standard exponentialver-
teilte Zufallsvariablen. Geméfl Satz 8.5.13 konnen wir X (n) als eine Transformation von
S, = E1 4+ ...+ E, darstellen, ndmlich

X(n) L F(1—e 5.

Es folgt
Prwg@ﬁm—ﬂizmxmngww+mmﬂ:PWFu—e%%sﬂm+3mm
=P[S, < T(A(n) + B(n)z)],
wobei

T(y) := —log(1 — F(y)) € [0, 00].
Indem wir den zentralen Grenzwertsaz im Hinterkopf behalten, schreiben wir das wie folgt
um:

561 . {M . x] b {sn —n _ T(A(n) + B(n)x) —n} |

B(n) N vn
Die Voraussetzung des Satzes lautet also
Sp — T(A B —
(8.6.2) lim P [ n o T(AW) + Bn)r) "]
fiir alle Stetigkeitspunkte x von G. Im Folgenden betrachten wir nur solche z. Dabei behaup-
tet der zentrale Grenzwertsatz, dass

=G(x)

lim P [S”\/__” < tn} — &(1)

n—00 n

fiir jede Folge ty,ty,... mit ¢ := lim, .o t, € [—00,4+00]. Dabei definieren wir sinngemésf
P(—00) := 0 und P(+00) := 1.

SCHRITT 1: EXISTENZ VON ¢g(x). Wir behaupten nun, dass der Grenzwert

T + B —n
(8.6.3) g(x) = nl—>oo 7
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existiert. Wir beweisen das durch Widerspruch. Dazu nehmen wir an, dass die Folge in (8.6.3)
zwei verschiedene Haufungspunkte, g; und ¢y in [—o0, 0], besitzt. Indem wir auf die ent-
sprechenden Teilfolgen den zentralen Grenzwertsatz anwenden, erhalten wir, dass auch die
Folge in (8.6.2) zwei Haufungspunkte ®(g;) und ®(g2) besitzt. Wegen der strikten Mono-
tonie von ® sind diese Haufungspunkte verschieden, was im Widerspruch zu (8.6.2) steht.
Also existiert der Grenzwert in (8.6.3). Wegen des zentralen Grenzwertsatzes und (8.6.2) gilt
dann G(z) = ®(g(x)).

Sei z € R ein Wert mit g(x) # +oo. Dann folgt aus (8.6.3), dass

T(A(n) 4+ B(n)z) =n+ g(z)v/n+ o(v/n) =n (1 + L\Z_f(l)) , n — oo.

Daraus folgt mit der Taylor-Entwicklung /1 + 2z =14 z/2 4+ o(2) fiir z — 0, dass

g(x) +o(1)\"? g(z) + o(1)
\/T(A(n)—i-B(n)x):\/ﬁ(l—l—T) I\/ﬁ—l—T, n — oo,

SCHRITT 3: EXISTENZ VON ¢g(z). Betrachte nun die Tailfunktion
G(z) = o~VT@) — v/ ~Tos(-F (@),
Es folgt
G(A(n) + B(n)z) = e~ VIAM+BM) e Vi n — o0o.

Indem wir nun n = |log?m| mit m € N einsetzen und A*(m) := A(|log>m]), B*(m) :=
B(|log®m]) definieren, erhalten wir
_ 1 7@

G(A*(m) + B*(m)x) ~ e, m — 0.

Der Leser moge dabei nachrechnen, dass e™V llog®m] 1 /m. Daraus folgt schlielich

_ _9(@)

G™(A*(m) + B*(m)z) = (1 — G(A*(m) + B*(m)z))" — e 7 .

m—00
Sind nun Vi, V,, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion G, so gilt
max{Vi V) = An) )
B* (m) m—00

Die Grenzwertfunktion G(x) = ®(g(z)) ist nicht degeneriert genau dann, wenn ¢ an mindes-
tens einer Stelle endlich ist und dabei nicht konstant ist. Die Verteilungsfunktion ist nicht

degeneriert, also konnen wir den Satz von Fisher-Tippett-Gnedenko anwenden. 0J
Beispiel 8.6.2 (Lognormalverteilung als Grenzwert). Seien X, Xs, ... uw.i.v. Zufallsvaria-
blen mit Werten in (1, 00) und Verteilungsfunktion

F(z)=1- o log’ e x>1,

wobei v > 0 ein Parameter sei. Wir behaupten, dass

X
() Ly 8/ it € ~ N(0,1).

e\/ﬁ/a n—00
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BeEwEIS. Fiir die angegebene Verteilung gilt T(y) = o?log®y fiir y > 1. Mit A(n) = 0 und
B(n) = eV™* ergibt sich
T(A(n) + B(n)z) —n _ a? (vnja +logz)? —n . aloga
\/ﬁ \/ﬁ n—+00
fir alle z > 0. Mit (8.6.1) und dem zentralen Grenzwertsatz erhalten wir, dass
X _

tim P |0 < o] = i p | S

n—00 evn/a n—00 \/ﬁ
fiir alle z > 0, wobei & ~ N(0,1). O

Beispiel 8.6.3 (Das Negative der Lognormalverteilung als Grenzwert). Seien Xi, Xs,...
u.i.v. Zufallsvariablen mit Werten in (—1,0) und Verteilungsfunktion

F(z)=1—e"C0 2 (=1,0),
wobei a > 0 ein Parameter sei. Dann gilt

VX (n) —L —e¥/CM it £ ~ N(0,1).

n—oo

< 2alogz + o(1)| = ®(2alogx) = P/ < g]

BewErs. Ubungsaufgabe. 0

Aufgabe 8.6.4. Seien X, Xo,... unabhiingig und standardnormalverteilt. Zeigen Sie,
dass

X(n) = V2n néo N(0,1/2).

Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe von Lemma 5.4.1, dass T'(y) = y?/2+ o(y) fiir y — 400 und
benutzen Sie dann (8.6.1).

Aufgabe 8.6.5. Seien X7, Xo,... u.i.v. mit Verteilungsfunktion F(z) =1 — 2% = > 1,
wobei a > 0. Zeigen Sie: Es gibt keine Normierungsfolgen A(n) € R und B(n) > 0 derart,
dass (X (n) — A(n))/B(n) gegen eine nichtdegenerierte Verteilung konvergiert.

8.7. Rekorde fiir diskrete Zufallsvariablen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir meistens Zufallsvariablen mit stetiger Vertei-
lungsfunktion betrachtet. Eine dhnliche Theorie lasst sich auch fiir diskrete Zufallsvariablen
entwickeln, wobei der diskrete Fall oft sogar eleganter ist. Wir formulieren die entsprechenden
Resultate von Shorrock als eine Serie von Ubungsaufgaben.

Seien X, X1, Xy, ... u.i.v. diskrete Zufallsvariablen mit Werten in Ny = {0,1,2,...}. Die
strikten Rekordzeiten L(1), L(2),... seien gegeben durch L(1) =1 und

Lin+1)=min{k > L(n)+1: X} > Xy} firneN.

Es sei weiterhin X(n) = Xy, der n-te strikte Rekordwert. Dabei nehmen wir an, dass
der Wertebereich der X,,’s nach oben unbeschrénkt ist, d.h. P[X > k] > 0 fiir alle k >
0. Das garantiert, dass immer neue Rekorde aufgestellt werden kénnen und die Reihe der
Rekordzeiten niemals abbricht.
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Aufgabe 8.7.1 (Maxima bilden eine Markov-Kette). Zeigen Sie, dass Mj, Ms, ... eine
Markov-Kette auf Ny mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

Dj, falls j > i,
Pij=4p1+...+p;, fallsj=r1,
0, falls j < 4,

bilden. Dabei ist M,, = max{Xjy, ..., X,}, wie immer.

Aufgabe 8.7.2 (Verteilung der Rekordwerte). Zeigen Sie fiir alle n € N und ganzzahlige
0<iy <ig <+ < iy, dass

P[X = zy]
PIX(1) = o X(n) =a] =PIX =2, —_—
[ ( ) I, ) (n) €T ] [ T ]kZI IP)[X >5L'k]
Hinweis: Bestimmen Sie zuerst P[L(1) = i1, X (1) = 21,...,L(n) = iy, X(n) = z,] und

summieren Sie dann iiber alle 1 =41 < 9 < ... < ip.

Aufgabe 8.7.3 (Rekordwerte bilden eine Markov-Kette). Zeigen Sie, dass X (1), X(2),...
eine Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten
, - [PX = j]/P[X >i], falls0<i< 7,
P[X(n+1)=J\X(n)=Z]={ X =J/RX > J
0, sonst

bilden.

Aufgabe 8.7.4 (Indikatoren der Rekordwerte). Definiere die Rekordwertindikatoren ng, n1, . . .
durch
{1, falls X (n) = k fiir ein n € N,
=
0, sonst.
Zeigen Sie: 1o, 11, . . . sind unabhéingig und Py, = 1] = P[X = n]/P[X > n].
Hinweis: Nevzorov??? Es gibt einen analogen Satz fiir stetige Zufallsvariablen; siche Auf-
gabe 9.6.11.

Aufgabe 8.7.5 (Diskrete Version der Tata-Darstellung). Seien nun Xj, Xy, ... unabhingig
und geometrisch verteilt mit P[X; = k] = p(1 — p)*~1, k € N, wobei p € (0,1). Beweisen
Sie die folgende diskrete Version der Tata-Darstellung:
d
(X(l),X(Q),,X(TL)) = (Gl,Gl + Ga,...,G1 ++Gn),
wobei G1,Ga,... unabhingig sind und die gleiche geometrische Verteilung wie die X;’s
besitzen.

Kommentare

Dieser Abschnitt steht unter starkem Einfluss des exzellenten Buches von Nevzorov [20].
Eine umfassende Ubersicht iiber die historische Entwicklung des Gebiets mit Verweisen auf
die Originalliteratur findet sich in [20, Appendix 1].

4], [22], [1], [23].
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KAPITEL 9

Anhang: Markov-Prozesse

9.1. Markov-Ketten mit diskretem Zustandsraum

Ein Exkurs iiber Markov-Ketten. Man stelle sich ein System vor, das seinen Zustand
in diskreter Zeit dndern kann. Die Menge aller moglichen Zustdnde sei mit E bezeichnet
und hochstens abzéhlbar. Befindet sich das System gerade in Zustand i, so sei die Wahr-
scheinlichkeit, dass es im néchsten Zeitpunkt zum Zustand j wechselt, bezeichnet mit p;;.
Sinngemé&f muss dann p;; > 0 und jep Pij = L fiir jedes ¢ € E erfiillt sein. Wir gehen davon
aus, dass die folgende Markov-Eigenschaft erfiillt ist: Die Auswahl des ndchsten Zustandes j
geschieht unabhéngig davon, wie der aktuelle Zustand ¢ erreicht wurde. Um die Verteilung
der Markov-Kette komplett zu beschreiben, miissen wir noch die Anfangsbedingung ange-
ben: die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System zum Zeitpunkt 1 im Zustand ¢ befindet,
sei mit «; bezeichnet, wobei «; > 0 und Zie g a; = 1. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass
das System in den Zeitpunkten 1, ..., n die Zustinde i(1),...,i(n) € E durchlduft, gegeben
durch

(9.1.1) Pln(1) =i(1),n(2) = i(2),...,n(n) =i(n)] = Q1) Pi(1)i(2) - - - Pi(n—1)i(n)-

Dabei ist n(k) die Zufallsvariable mit Werten in E, die den Zustand angibt, in welchem
sich die Markov-Kette zum Zeitpunkt k& befindet. Wir werden (9.1.1) als Definition einer
Markov-Kette verwenden.

Definition 9.1.1. Eine Folge n(1),7(2), ... von Zufallsvariablen mit Werten in £ heifit
Markov-Kette, wenn ihre endlich-dimensionalen Verteilungen durch (9.1.1) gegeben
sind.

Nun koénnen wir die Markov-Eigenschaft herleiten.

( N

Proposition 9.1.2. Fiir beliebige Zusténde i(1),i(2),...,i(n) € F und j € E gilt

Pln(n +1) = jn(1) =i(1),n(2) = i(2), ..., n(n) = i(n)]
=Pn(n+1) =j|n(n) =i(n)]
vorausgesetzt, dass P[n(1) =i(1),n(2) =i(2),...,n(n) =i(n)] # 0.

(. J




INTERPRETATION. Die bedingte Verteilung von n(n + 1) gegeben n(n) ist die gleiche, wie
die bedingte Verteilung von n(n) gegeben n(1),n(2),...,n(n). Gegeben die Gegenwart (al-
so n(n) = i(n)) ist die Zukunft (also n(n + 1)) unabhéngig von der Vergangenheit (also

n(1),...,n(n = 1)).

Auflerdem gilt fiir beliebige zwei Zusténde ¢,j € F
Pln(n+1) = jln(n) =il = p;;

vorausgesetzt P[n(n) = i] # 0.

kokok

9.2. Markov-Ketten mit allgemeinem Zustandsraum

Wir stellen uns ein System vor, das zu diskreten Zeitpunkten 1,2, ... seinen Zustand zufallig
andern kann. Die Menge der moglichen Zustédnde sei dabei ein Intervall E auf der reellen
Achse! Man kann sich z.B. ein zufillig herumspringendes Teilchen auf der reellen Geraden
vorstellen. Dabei gehen wir davon aus, dass das Teilchen gedéchtnislos im folgenden Sinne
ist: gegeben die aktuelle Position 7(n) des Teilchens zum Zeitpunkt n, hdngt seine zukiinftige
Bewegung zwar von 7(n) ab, nicht aber von 7(1),...,n(n—1). In diesem Fall wird das System
durch die Ubergangskerne

die kiinftige Bewegung des Teilchens na Befindet sich das System zu einem Zeitpunkt n in
Zustand x, so wird der Zustand zum Zeitpunkt

Pln(1) € (yr, 1+ dyn), -, 0(n) € (Yns Y + dyn)] = a(dyn) K (y1, dya) - - - K (Y1, dy)-
Oft haben die Ubergangskerne eine Dichte

K(z,A) = /
A
Beispiel 9.2.1 (Irrfahrt). Seien 7, Zs,. ..

Beispiel 9.2.2 (Multiplikative Irrfahrt). Seien 7y, Zs, . ..

Beispiel 9.2.3 (Maxima). Seien Xi, X, ... w.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
F'. Dann bilden die Maxima M, M, . .. einen Markov-Prozess auf (—oo, *] mit Ubergangskern,
der wie folgt charakterisiert wird:

K('r’ (_OO7y]) — {F(y)’ falls RS [l',l‘*],

0, falls y < x.

9.3. Markov-Prozesse mit stetiger Zeit

! Allgemeiner kann man einen beliebigen Messraum (F, £) als die Menge der Zustéinde zulassen.
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KAPITEL 9

Poisson-Punktprozesse

Poisson-Punktprozesse sind natiirliche Modelle fiir zuféllige Konfigurationen von Punkten im
Raum. Als Beispiele von zufilligen Konfigurationen, die mit Poisson-Prozessen modelliert
werden koénnen, kann man sich die Positionen der Sterne im Himmel, die Regentropfen
auf dem Boden, die Meteoriteinschlage auf dem Mond, oder die Zeitpunkte, zu denen bei
einer Telefonzentrale die Anrufe ankommen, vorstellen. Wie schon der Name sagt, spielt die
Poisson-Verteilung eine entscheidende Rolle. Wir werden also mit der Definition der Poisson-
Verteilung beginnen.

9.1. Poisson-Verteilung

Man betrachte n Bernoulli-Experimente mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Bezeichnet man
mit S,,, die Anzahl der Erfolge in diesen Experimenten, so ist .S, , eine binomialverteilte

Zufallsvariable, d.h.

n

P[Syp = k] = (k>pk(1_p)n_k, k=20,...,n.

Der Poisson-Grenzwertsatz behandelt die Situation, in der die Anzahl der Experimente sehr
grof}, die Erfolgswahrscheinlichkeit jedoch sehr gering ist.

e )
Satz 9.1.1 (Poisson-Grenzwertsatz). Esseipy, pa, ... € [0, 1] eine Folge mit lim,, o, np, =
A, wobei A > 0. Dann gilt

: A
nh_>n010P[Sn7pn:k]:e o k=0,1,....
. J
( N

Definition 9.1.2. Eine Zufallsvariable S heifit Poisson-verteilt mit Parameter A > 0,

falls
k

P[S:k]:e‘A%, k=0,1,....

(. J

Wir benutzen die Schreibweise S ~ Poi(\). Die obige Definition kann man etwas erweitern.
Wir sagen, dass S ~ Poi(0), falls S = 0 fast sicher. AuBerdem sagen wir, dass S ~ Poi(+00),
falls S = 400 fast sicher.

9.2. Beispiel zu Poisson-Prozessen
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* . 00 04° 0% ® ° o o° °% Wir betrachten nun wieder eine sehr
o* LTt e RN groBe Zahl von unabhingigen Experi-
.. ® oq0 e o .‘: * o menten mit sehr kleinen Erfolgswahr-
°:.° ® Qo .: ° ° .‘. " scheinlichkeiten. Diesmal stellen wir uns
hd O‘.o ° Lo o:: oe .. ° 8.. .0‘ aber vor, dass jedes Experiment eine
. '.. ° e . :02: W . .:.o. . Position im Raum besitzt. Die Positio-
* . ? ° . ° P nen der Experimente, die mit einem Er-
o ¢ ° ..‘ e ® o’ ge° ° : ° folg ausgehen, bilden eine zuféllige Kon-
O | S e °* . : $°°°% . b figuration von Punkten im Raum. Die-
 ° '.00. « 2 el e ° se Konfiguration beschreibt man mit ei-
o o8 ° o * ‘. LIRS ®e o nem Poisson-Punktprozess.
o ¢ s k.‘ -, ° 00y % °° Zum Beispiel konnen wir versuchen, ein
..3. $oe 00 o ® oo ‘o:. . .:‘ stochastisches Modell fiir die Verteilung
» ® ‘: ° ‘0‘".. i ° ° g o° der Sterne im Himmel zu finden. Ist
e of :00. . e S 8 % A C R? eine Borel-Menge (ein Teil
o 7 qe° R %o o des Himmels), so bezeichnen wir mit
02, Bo'0 o o0y Mot g L I1(A) die Anzahl der Sterne in A. Die-

se Anzahl fassen wir als eine Zufalls-
ABBILDUNG 1. Homogener Poisson-Punktprozess. variable mit Werten in Ny U {o} =

{0,1,2,..., 00} auf. Wir gehen davon
aus, dass die folgenden natiirlichen Eigenschaften gelten:
(1) Fiir disjunkte Borel-Mengen Ay, ..., A, sind die Zufallsvariablen TI(A;), ..., T1(A,)
unabhéngig.
(2) Die Wahrscheinlichkeit, dass es in einem kleinen Gebiet @) mit Flidche € ~ 0 einen
Stern gibt, ist &~ Ae.
Der Koeffizient A > 0 beschreibt dabei die Intensitit der Sterne im Himmel.
Wie ist nun die Anzahl der Sterne II(A) in einer beliebigen Borel-Menge A verteilt? Um dies

herauszufinden, unterteilen wir A in kleine Gebiete mit Fliche €. Die Anzahl dieser Gebiete
ist ~ Fldche(A)/e. Aus unseren Voraussetzungen und dem Poisson-Grenzwertsatz folgt, dass

Fliche(A)
5

ITI(A) = Bin ( ,)\5) ~ Poi () - Fliche(A)) fiir e | 0.

Es gilt also:
Fiir jedes Gebiet A ist II(A) Poisson-verteilt mit Parameter A - Flache(A).

Eine zuféllige Konfiguration von Punkten im Raum, die die beiden oben genannten Eigen-

schaften hat, bezeichnen wir als einen homogenen Poisson-Punktprozess mit Intensitét
A

9.3. Definition von Zihlmaflen und Punktprozessen

Wir werden nun eine mathematische Definition der Poisson-Punktprozesse geben. Die erste
Frage ist, wie man eine “Punktekonfiguration” definiert. Zuerst miissen wir einige Forderun-
gen an den Raum formulieren, wo die Punkte leben.
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Lokal kompakte separable metrische Rdume. Sei (E, p) ein metrischer Raum mit
Metrik p. Als Beispiel kann man sich £ = R? mit der iiblichen Euklid’schen Metrik vorstellen.

Definition 9.3.1. Eine Teilmenge A C E heifit kompakt, wenn jede Folge x1, zo, ... €
A eine Teilfolge besitzt, die gegen ein Element aus A konvergiert.

Zum Beispiel ist jede abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge von R (versehen mit der
Euklid’schen metrik) kompakt. Es ist bekannt, dass kompakte Mengen immer abgeschlossen
sind.

( N

Definition 9.3.2. Der Raum (F, p) heifit lokal kompakt, wenn man fiir jeden Punkt
x € E ein r > 0 finden kann, so dass der abgeschlossene Ball

B(z) ={y € E: p(z,y) <r}
kompakt ist.

(. J

Zum Beispiel ist jede abgeschlossene und jede offene Teilmenge von R? lokal kompakt. Nicht
lokal kompakt ist z.B. der Raum C[0, 1] der stetigen Funktionen auf [0, 1] versehen mit der
Supremumsmetrik.

Definition 9.3.3. Der Raum (E, p) heifit separabel, wenn es eine abzihlbare Teilmen-
ge {w1,79,...} C I gibt, die in E iiberall dicht liegt. Das heift, fiir alle # € E'und r > 0
enthélt der Ball B,.(z) mindestens einen Punkt der Form z;.

Beispiel 9.3.4. Nicht jeder lokal kompakter Raum ist separabel: Betrachte eine beliebige
iberabzdhlbare Menge E (z.B. E = R) versehen mit der diskreten Metrik

_J 1, fallsz # vy,
Pl.y) = {0, falls x = y.
Dieser Raum ist lokal kompakt aber nicht separabel.

Zihlmafle. Sei im Folgenden (E, p) ein metrischer Raum. Als Beispiel kann man sich
immer eine abgeschlossene oder eine offene Menge von R? mit der Euklid’schen Metrik vor-
stellen.

Definition 9.3.5. Die Borel-o-Algebra B = B(E) ist die durch die Familie aller offenen
Teilmengen von E erzeugte o-Algebra.

Man kann B auch als die durch die Familie aller abgeschlossenen Teilmengen erzeugte o-
Algebra definieren, denn eine Menge A ist offen genau dann, wenn A¢ abgeschlossen ist.
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Definition 9.3.6. Ein Maf} 4 auf (F, B) heifit lokal endlich (oder Radon-Maf3), wenn
fiir jede kompakte Menge B C E deren MaB u(B) endlich ist.

Zum Beispiel ist das Lebesgue-Ma8 auf R? ein Radon-Ma8.
Beispiel 9.3.7. Sei z € E. Das Dirac-Ma#f ¢, ist definiert durch

595(14):{17 x € A,

0, sonst.
Offensichtlich ist 0, ein Radon-Maf}. Man kann sich ¢, als eine Punktekonfiguration vorstel-
len, die aus einem Punkt x besteht.

Beispiel 9.3.8. Das Maf8 p:= > 0, auf R (wobei Q die Menge der rationalen Zahlen
ist) ist kei Radon-Maf}; denn p([0,1]) = +o0.

Definition 9.3.9. Ein Radon-Maf p auf (E, B) heifit Zahlma8, falls fiir jede kompakte
Menge A C E, pu(A) eine nicht-negative ganze Zahl ist.

Beispiel 9.3.10. Jedes Dirac-Mafl 4, ist ein Zdéhlmafl. Jede endliche Summe von Dirac-
MaBen der Form p = > 0, mit z,...,2; € E ist ein ZdhlmaB. Auch eine abzdhlbar
unendliche Summe p = > "7 0,, ist ein Z&éhlmaB, vorausgesetzt, dass die Folge x1, 2s,... € E
keine Haufungspunkte besitzt. Der folgende Satz besagt, dass auf einem lokal kompakten
separablen Raum jedes Zdhlmaf§ diese Form besitzt.

s R

Satz 9.3.11. Sei E ein lokal kompakter separabler metrischer Raum. Dann lasst sich
jedes Zahlmafl p auf E als
k=34,
i=1

darstellen, wobei n € NU {oc} und z1,xs, ... eine endliche oder abzéhlbar unendliche
Folge von Punkten in E ist, die keine Haufungspunkte besitzt.
N\ J
BEWEIS. Weggelassen. 0

Auf lokal kompakten separablen Rdumen kénnen wir also Zéhlmafle mit hochstens abzéhlbaren
Konfigurationen von Punkten identifizieren, die keine Haufungspunkte besitzen.

Beispiel 9.3.12. Das Mafl = »°7°, d1/; ist ein Zahlmal auf £ = (0, 00), denn die Folge
1, %, %, ... besitzt keine Haufungspunkte in (0, 00). Auf dem Raum E = [0, 00) ist jedoch das
gleiche Maf3 i kein Zéahlmaf, denn 0 ist ein Haufungspunkt.

Punktprozesse. Wir wollen nun definieren, was eine zufdllige Punktekonfiguration ohne
Héufungpunkte (ein zufilliges Zéhlma$f) ist. Solche zufilligen Punktekonfigurationen heifien
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Punktprozesse. Es sei (F, p) ein lokal kompakter separabler metrischer Raum. Wir bezeichnen
mit M = M(FE) die Menge aller Zahlmafle auf F.

Definition 9.3.13. Sei M C 2" die von allen Mengen der Form
Uh :={ueM: u(Ad) =k} CcM,
erzeugte o-Algebra, wobei A C E eine Borel-Menge und k € Ny U {400} ist.

Die o-Algebra M enthélt auch Mengen der Form
Ukt = {p € M pu(A) = b, p(Ay) = B} = Ul 0.0 U,

.....

wobei n € N, ky,... k, € NgU {400} und A;,..., A, C E Borel-Mengen.

Definition 9.3.14. Ein Punktprozess ist eine messbare Abbildung IT von einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P) nach (M, M).

Fiir jedes w € Q ist somit II(w) ein ZahlmaB (=eine Punktekonfiguration) auf E.

Notation 9.3.15. Fiir eine Borel-Menge A C E bezeichnen wir mit I1(A;w) oder auch
abgekiirzt mit I1(A) die Anzahl der Punkte dieser Punktekonfiguration in der Menge A.

Dann ist II(A) : Q@ — Ny U {+o00}, w — [I(A4;w), eine Zufallsvariable, denn fir jedes k €
Ny U {+00} ist das Urbild

{weQ: TI(A;w) =k} =T YUY
A-messbar.

Beispiel 9.3.16. Sei N € N fest und es seien X, ..., Xy u.i.v. Zufallsvektoren mit Werten
in R?. Der Punktprozess

N
M=) dx,
=1

wird der Binomialpunktprozess genannt, denn die Anzahl der Punkte von II in einer
Borel-Menge A C R? ist binomialverteilt:

I1(A) ~ Bin(N,P[X; € A]).

9.4. Definition der Poisson-Punktprozesse

Sei 1 ein Radon-Mafl auf einem lokal kompakten separablen metrischen Raum (E, p). Als
Beispiel von E kann man sich den Euklid’schen Raum R¢ oder allgemeiner eine abgeschlos-
sene oder eine offene Teilmenge von R¢ vorstellen.
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Definition 9.4.1. Ein Punktprozess II auf F heifit Poisson-Punktprozess mit In-
tensitatsmafl , falls folgende zwei Bedingungen gelten:
(1) Fiir alle Borel-Mengen A C E ist II(A) Poisson-verteilt mit Parameter p(A).
(2) Fiir alle disjunkten Borel-Mengen A;,..., A, C E sind die Zufallsvariablen
II(Ay), ..., II(A,) unabhéngig.
Wir benutzen die Schreibweise IT ~ PPP(u).

(. J

Bemerkung 9.4.2. Aus der ersten Eigenschaft folgt, dass EII(A) = u(A). Das Inten-
sitdtsmafl beschreibt also die erwartete Anzahl der Punkte in einem Poisson-Punktprozess.

In den Féllen, die fiir uns von Interesse sind, hat das Mafl p eine Dichte beziiglich des
Lebesgue-Mafles.

Definition 9.4.3. Eine Borel-Funktion f : £ — R heifit lokal integrierbar, falls
[ | f(®)]dt < oo fiir alle kompakten Mengen K C E.

Ist nun f eine nicht-negative lokal integrierbare Funktion auf R? (oder allgemeiner auf einer
offenen oder abgeschlossenen Teilmenge von RY), so kann man ein Radon-Maf} y mit

u(B) = / f(t)dt

fiir alle Borel-Mengen B C E definieren. Die Funktion f heifit die Dichte von g und wir
schreiben dann p(dt) = f(t)dt. Einen Poisson-Punktprozess II ~ PPP(u) werden wir dann
auch mit PPP(f(¢)dt) bezeichnen. Die Funktion f nennen wir dann die Intensitét von II.

AVAVATAYAN

)
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ABBILDUNG 2. Poisson-Prozess auf R mit Intensitit f.

Beispiel 9.4.4. Im Beispiel mit dem Sternenhimmel haben wir einen Poisson-Punktprozess
mit einer konstanten Intensitidt f(¢) = A > 0 betrachtet. Ein solcher Poisson-Punktprozess
heifit homogen; siehe Abbildung 1.

Beispiel 9.4.5.
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ABBILDUNG 3. Poisson-Prozess auf Z mit Intensititsmafl =" . d,.

Beispiel 9.4.6 (Homogener Poisson-Punktprozess auf R,). Einen Poisson-Punktprozess
auf (0,00) mit konstanter Intensitdt A > 0 kann man folgendermafien konstruieren. Seien
E,, E,, ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E; ~ Exp(}), d.h.

PE; >t]=e¢ t>0.

Dann bilden die Punkte E4, Ey + E5, By + E5 + Ejs, ... einen Poisson-Punktprozess mit In-
tensitdt A (ohne Beweis).

ABBILDUNG 4. Poisson-Prozess auf R, mit Intensitit 1.

Beispiel 9.4.7 (Homogener Poisson-Punktprozess auf R). Durch eine zweiseitige Version
des obigen Verfahrens kann man auch einen Poisson-Punktprozess auf ganz R mit Intensitét
A konstruieren. Dazu seien Ey, EY, Fy, EY, ... unabhéngige und mit Parameter A exponenti-
alverteilte Zufallsvariablen. Dann ist

Z 0 4. +B, + Z O (Bl +..+EL)
n=1 n=1

ein Poisson-Punktprozess auf R mit konstanter Intensitat .

ABBILDUNG 5. Poisson-Prozess auf R mit Intensitét 1.

9.5. Superpositionssatz

Eine wichtige Eigenschaft der Poisson-Verteilung ist ihre Faltungsstabilitat. Sind ndmlich
X; ~ Poi(\),..., X, ~ Poi(\,) unabhéngige Zufallsvariablen, so gilt

X1+ ...+ X, ~Poi(A + ...+ ).

Wir beweisen, dass diese Eigenschaft auf unendliche Summen erweitert werden kann.

| |
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Satz 9.5.1. Seien X; ~ Poi()\;), i € N, unabhéngige Zufallvariablen mit \; € [0, oo].

Dann gilt:
S:=) X;~ Poi <Z)\> .
=il =1

Bemerkung 9.5.2. Wenn ) 2, \; = oo, dann gilt S = oo fast sicher.

BEWEIS. Wenn mindestens ein \; unendlich ist, dann ist X; = S = 400 fast sicher und die
Aussage stimmt. Seien also alle \; endlich. Sei S, = X7+ ...+ X, und o, = A1 + ... + A\,
Bekannt ist bereits, dass S,, ~ Poi(a,,). Sei r € Ny, dann gilt

{S1<r}2{Sy<r}D... und ﬁ{Sigr}:{Sgr}

i=1
Deshalb gilt wegen der Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit:
o

r k
P[S <r] = lim P[S, <r| = nh_g)loZe_ "—!
k=0

n—00 Kk’

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass S,, ~ Poi(o,,). Man kann hier zwei Falle unter-
scheiden:
Fall 1: 0, — 0 mit 0 < co. Dann gilt: P[S <r] =>",_, e*"i—f und daher ist S ~ Poi(o).
Fall 2: ¢,, — oco. Dann gilt: P[S < r] =0 fiir alle » € N und somit ist S = oo fast sicher.

O

Es seien IIq,Il,... Punktprozesse, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A,P) definiert sind. Die Superposition II = > TII; der Punktprozesse II;, I, ...
ist die Vereinigung aller Punkte dieser Punktprozesse:

II(A) = ZHi(A).

Hierbei ist IT nicht immer ein Punktprozess, denn die unendliche Summe II(A) kann auch fiir
eine kompakte Menge A unendlich sein. Im néchsten Satz beweisen wir, dass die Superposi-
tion von unabhéngigen Poisson-Punktprozessen wieder ein Poisson-Punktprozess ist, wenn
die Summe der Intensitdtsmafle wieder ein Radon-Maf ist.

e R

Satz 9.5.3. Seien II; ~ PPP(y;), i € N, unabhéngige Poisson-Punktprozesse, die auf
einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Ist g = >".° y; ein Radon-
Ma#B, so gilt:

= im ~ PPP(p).

=1
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BEWEIS. Sei A C F eine Borel-Menge. Es gilt II;(A) ~ Poi(u;(A)), weil II; ~ PPP(u;). Mit
Satz 9.5.1 folgt

TH(A) = Y TL(4) ~ Poi (Z m(A)) — Poi(u(A)).

Damit ist die Eigenschaft 1 aus der Definition der Poisson-Punktprozesse gezeigt. Dabei
sei bemerkt, dass fiir eine kompakte Menge A die Zahl p(A) endlich ist (denn g ist ein
Radon-Ma8), somit ist IT ein Z&hlma$.

Seien nun Ai,..., A, C F disjunkte Borel-Mengen. Es gilt fiir jedes i € N:
I1;(Ay), ..., 11;(A,) sind unabhéngig, da IT; ~ PPP(u;).
Auflerdem sind Punktprozesse I1y, I15, ... unabhéngig. Es folgt, dass die Zufallsvariablen

M(A) =Y Ii(Ay), ..., I(A,) =) TI(A,) unabhingig sind.
=1 =1

Daher ist auch die zweite Eigenschaft aus der Definition nachgewiesen, woraus die Behaup-
tung folgt. O

Aufgabe 9.5.4 (a-stabile Verteilungen). Seien 0 < P, < P, < ... die Punkte eines
homogenen Poisson Punktprozesses auf (0,00) mit Intensitét 1. Fiir o € (0,1) definiere

S = 220:1 ﬁ

(a) Zeigen Sie, dass diese Reihe mit Wahrscheinlichkeit 1 konvergiert.
Hinweis: P, kann in der Form v1+. . .4+v,, dargestellt werden, wobei v; unabhéngig
und Exp(1)-verteilt sind.

(b) Seien Si,..., Sk unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit der gleichen
Verteilungsfunktion wie S. Zeigen Sie, dass die Zufallsvariable
Sl 4+ ...+ Sk
kl/a

die gleiche Verteilung hat wie S.
Hinweis: Die Zufallsvariable S; kann mit Hilfe des Poisson-Punktprozesses II; =
Y02, Py dargestellt werden.

9.6. Abbildungssatz

Der Abbildungssatz behauptet grob gesagt, dass dass Bild eines Poisson-Punktprozesses
unter einer Abbildung wieder ein Poisson-Punktprozess ist. Diese Behauptung gilt allerdings
nicht fiir jede Abbildung, wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 9.6.1. Betrachte einen homogenen Poisson-Punktprozess IT auf R? mit Intensitét
1. Projiziere nun alle Punkte auf die z-Achse. Die Projektionen bilden allerdings gar keinen
Punktprozess, denn sie liegen tiberall dicht in R. In der Tat, jeder Streifen der Form [a, b] x R
enthélt unendlich viele Punkte von II, denn das Lebesgue-Maf} dieses Streifens ist unendlich.
Somit werden unendlich viele Punkte in das Intervall [a, b] projiziert.

Wir werden deshalb die Klasse der Abbildungen einschréanken miissen.
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Definition 9.6.2. Eine stetige Abbildung T : Fy — E5 zwischen zwei lokal kompakten
metrischen Rdumen F; und F, heifit eigentlich, wenn fiir jede kompakte Menge K C FEs
das Urbild T7!(K) ebenfalls kompakt ist.

Beispiel 9.6.3. Die Projektionsabbildung 7" : R? — R mit T'(x,y) = x ist nicht eigentlich.

s M)

Definition 9.6.4. Sei T' : E; — FE, eine eigentliche Abbildung zwischen zwei lokal
kompakten metrischen Rdumen. Sei p ein Radon-Maf§ auf F;. Definiere das sogenannte
Bildmaf3 T'u von p unter T als ein Mafl auf Fy mit

(Tu)(A) = w(T71)(A), A€ B(Ep).

Proposition 9.6.5. Das Bildmafl T ist ein Radon-Maf} auf Ej. Ist p sogar ein Zahlmasf,
dann ist T'p ebenfalls ein ZahlmaSf.

k

.

ist kompakt und p ist ein Radon-MaB. Ist p sogar ein ZdhlmaB, dann ist (Tu)(K)

BEWEIS. Fiir jede kompakte Menge K C Ej gilt (T'u)(K) = p(T7(K)) < oo, denn T~ K)
u(T7HK)) € Ny und somit T'u ebenfalls ein Zahlmas. O

Beispiel 9.6.6. Sei p ein Zéhlmafl auf £y mit pp =), 0,,. Dann ist Ty =), oy,

Wir kénnen nun den Abbildungssatz formulieren.

Satz 9.6.7 (Abbildungssatz). Sei T : E; — FE5 eine eigentliche Abbildung zwischen
zwei lokal kompakten metrischen Rdumen FE; und Es. Sei II ~ PPP(u) ein Poisson-
Punktprozess auf E; mit Intensitdtsmafl p. Dann gilt TTI ~ PPP (T ).

BEwEIs. Wir iiberpriifen, ob die Bedingungen aus Definition 9.4.1 erfiillt sind. Sei A C FEj
eine Borel-Menge. Es gilt:

(TT)(A) = TH(T~(A)) ~ Poi(u(T~(A))) = Poi((Tys)(A)).

Wenn A C E, sogar kompakt ist, dann folgt auflerdem, dass (T1II)(A) ~ Poi((Tu)(A)) < oo
fast sicher, weshalb T'II ein Punktprozess ist.

Seien nun Aj,..., A, C FE, disjunkte Borel-Mengen. Dann sind auch die Urbilder dieser
Mengen T-1(A;),...,T71(A,) disjunkt. Es folgt, dass die Zufallsvariablen

(TH)(Ar) = I(T™H(A)), ..., (TTD)(A,) =TT (A,))

unabhéngig sind, da II ein Poisson-Punktprozess ist. 0]
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ABBILDUNG 6. Auf der horizontalen Achse sind die Punkte P;, P, ... aufgetragen,
die einen homogenen Poisson-Punktprozess bilden. Diese werden auf die Punkte

\/Pl, vV PQ, e abgebﬂdet.

Beispiel 9.6.8 (Siche Abbildung 6). Seien P, < P, < ... die Punkte eines Poisson-
Punktprozesses mit Intensitét 1 auf [0, 00). Betrachte die Punkte /Py, v/ P, . . .. Diese bilden
ebenfalls einen Poisson-Punktprozess auf [0, 00), denn die Abbildung 7" : [0, 00) — [0, c0)
mit T'(z) = /7 ist eigentlich (Ubungsaufgabe). Sei p das Lebesgue-MaB auf [0, 00), dann
gilt

(Tr)([0,y]) = w(T7([0,9])) = p([0,57]) = v*.

Somit hat Tu die Dichte f(y) = 2y, x > 0, und die Intensitit des Poisson-Punktprozesses
mit den Punkten /P, v/ Ps, ... ist 2y.

Aufgabe 9.6.9. Sei Il = > °, 67, ein homogener Poisson-Punktprozess auf R? mit Inten-
sitéit \. Zeigen Sie, dass IT stationir ist: Fiir jedes u € R? bilden die verschobenen Punkte
Zi + u, i € N, ebenfalls einen homogenen Poisson-Punktprozess mit Intensitéit A.

Aufgabe 9.6.10. Die Positionen der Sterne im Universum seien mit einem homogenen
Poisson-Punktprozess IT auf R? modelliert, dessen Intensitit gleich A > 0 sei. Fiir z € R3 sei
||z|| der Abstand von z zum Koordinatenursprung. Die Punkte von II (also die Positionen
der Sterne) seien mit X1, Xs, ... bezeichnet, wobei die Nummerierung so gewihlt sei, dass
| X1 < || Xl < -

(a) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion und den Erwartungswert von ||.X1||.

(b) Zeigen Sie, dass die Punkte || X;|| einen Poisson-Punktprozess auf R bilden und

geben Sie die Dichte seines Intensitdtsmafles an.

Aufgabe 9.6.11. Seien X7, Xs,... u.i.v. Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunkti-
on F. Zeigen Sie: Die Rekordwerte X (1), X(2),... bilden einen Poisson-Punktprozess auf
(24, 2*) mit Intensititsmal

w(a,b] = log(F(a)/F (b)), T <a<b<z’

Hinweis: Fiir exponentialverteilte Zufallsvariablen folgt das aus der Tata-Darstellung. Im
Allgemeinen Fall benutzen Sie Satz 8.5.13. Fiir eine diskrete Version dieser Aufgabe siehe
Aufgabe ?77.
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9.7. Laplace-Funktionale

Sei F ein lokal kompakter separabler metrischer Raum.

e M)

Definition 9.7.1. Es sei B(F) die Menge aller Borel-Funktionen f : E — R. Es sei
B, (E) die Menge aller nicht-negativen Borel-Funktionen f : E — [0, c0).

(. J

e )

Definition 9.7.2. Sei IT ein Punktprozess auf E. Fiir f € B, (F) definiere die lineare
Statistik als die Zufallsvariable

5= 3 f() = [ fan

zell
mit Werten in [0, co]. Dann heifit die Abbildung

Y : BL(E) — [0,00) mit ¥(f) = E[e™7]
das Laplace-Funktional von II.
(. J
Es sei bemerkt, dass fiir f € B(E) (ohne die Annahme f > 0) die unendliche Summe Sy

nicht immer wohldefiniert wére. Im néchsten Satz berechnen wir das Laplace-Funktional
eines Poisson-Punktprozesses.

e )

Satz 9.7.3. Sei Il ein Poisson-Punktprozess auf £ mit Intensitdtsmafl p. Dann gilt fiir
alle Borel-Funktionen f : E — [0, 00), dass

(9.7.1) Efe-/] :exp{— /E (1—e_f(‘”)),u(dx)}.

(. J

BEWEIS. SCHRITT 1 (Indikatorfunktionen). Sei zuerst f(x) = c¢la(x), mit ¢ > 0, A C E
Borel. Dann ist Sy = cII(A). Es gilt II(A) ~ Poi(u(A)). Es fogt

[e9) k o —c\k
EfeS/] = Ef @) = 3 e—u(A)“(;) ek = o H Y (“<A]2?_) _ oA ),
k=0 ’ k=0 )

Auf der anderen Seite gilt fir f(z) = cla(x)

exp{ = [(1= e ®utao) | —expl-ut)- (1= o)

Somit gilt die Behauptung fiir f(z) = cla(x).
SCHRITT 2 (einfache Funktionen). Sei nun f(z) = ¢;-14,(x)+...4¢,- 14, (z) mit disjunkten
Borel-Mengen Ay,..., A, C E und ¢q,...,¢, > 0. Dann gilt:

E[efsf} = E[efClH(Al) o e*C"H(A")] = HE[e*CiH(Ai)],
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da II ein Poisson-Punktprozess ist und daher die Zufallsvariablen II(A;),...,II1(A,) un-
abhéngig sind. Da wir die Giiltigkeit der Behauptung fiir Indikatorfunktionen bereits im
ersten Schritt gezeigt haben, folgt:

- IIE e A>_@@{ §:M 1—ecﬂ}=am{—A;L—€ﬂmM@@}-

SCHRITT 3 (Approximation). Sei nun f > 0 eine beliebige Borel-Funktion. Dann gibt es
einfache Funktionen fi, f5,..., die punktweise von unten gegen f konvergieren. Da wir die
Richtigkeit der Behauptung fiir einfache Funktionen bereits bewiesen haben, folgt mit dem
Satz von der monotonen Konvergenz, dass sie auch fiir f gilt. 0

Bemerkung 9.7.4. Die Formel (9.7.1) gilt auch in folgender Form, die etwas allgemeiner

. E[e %] = exp {— /Rdu —e @y, (dx)} 0 > 0.

Die Richtigkeit dieser Behauptung lasst sich nachweisen, indem man 6 f(z) anstelle von f(z)
n (9.7.1) einsetzt.

Korollar 9.7.5 (Campbell-Formel). Sei IT ~ PPP(u) auf E und f € B, (F), dann gilt:
E[S) = [ fohulds
E

BEWEISIDEE. Wegen Satz 9.7.3 gilt:
d d
E C 1ogE -GSf) -
55 = —gglosBle ™| = 35

Durch Vertauschung von Integral und Ableitung (was wir hier nicht begriinden werden) l&sst
sich der Ausdruck wie folgt schreiben und vereinfachen:

BlS) = [ L= O _ptan) = [ s

was die Behauptung beweist. 0

(- e=0T @), (dx)‘ezo.

Aufgabe 9.7.6. Beweisen Sie die folgende Ergidnzung zur Campbell-Formel: Fiir alle
Borel-Funktionen f : E — [0, 00)

E[S3) - /f2 +<éﬂmmmﬁe

Aufgabe 9.7.7. In einem zweidimensionalen kreisformigen Land vom Radius R > 0 seien
die Stadte X1,..., Xy durch einen homogenen Poisson-Punktprozess mit Intensitit A > 0
modelliert. Die Hauptstadt des Landes liege dabei im Mittelpunkt des Kreises. Es sollen
nun alle Stddte auf direktem Weg mit der Hauptstadt verbunden werden. Bestimmen Sie
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die erwartete Streckenlénge aller Strafien zusammen, d.h. bestimmen Sie

N
Z 1l
=1

wobei mit ||z|| der Abstand des Punktes x zum Ursprung bezeichnet sei.

E

)

Im néchsten Satz zeigen wir, dass man einen Poisson-Punktprozess an seinem Laplace-
Funktional erkennen kann.

Satz 9.7.8. Sei II cin Punktprozess auf E mit Ele™5/] = e /e@—e7"uld®) g alle
Funktionen f € B, (FE), wobei u ein Radon-Ma$ ist. Dann ist IT ~ PPP(u).

BEWEIS. Wir zeigen, dass II(A) ~ Poi(u(A)) fiir alle Borel-Mengen A C E. Sei f(x) =
01 4(z) mit & > 0. Einsetzen liefert:

Ele™ "] = exp{—u(A)(1 — ¢}, fiir alle § > 0.

Da es sich bei exp{—u(A)(1—e~?)} um die Laplace-Transformierte einer Poi(u(A))-verteilten
Zufallsvariable handelt, folgt mit der Eindeutigkeit der Laplace-Transformierten, dass I1(A)
Poisson-verteilt mit Parameter p(A) ist.

Seien nun Ay, ..., A, C E disjunkte Borel-Mengen. Wir zeigen, dass dann die Zufallsvaria-
blen I1(A4,),...,II(A4,) unabhéngig sind. Sei
fx) =014 (x)+ ...+ 6,14 (x), mit 0y,...,0, > 0.

Einsetzen liefert:
E[e‘elH(Al) coe e_Q"H(A”)] = exp {— / (1-— e_f(i))p(dx)} = exp {— Z,u(Ai)(l — e_ei)} )
E :

Somit gilt:
E[e—eln(Al) . e—BnH(An)] — H e—u(Ai)(l—e_ei) _ HE[e—GiH(Ai)L
i=1 ;
woraus folgt, dass II(A4;), ...,II(A,) unabhingig sind. O

9.8. Farbungs- und Markierungssatz fiir Poisson-Punktprozesse

Man stelle sich vor, dass jeder Punkt eines Poisson-Punktprozesses auf einem Raum FE; ei-
ne zufillige Farbe (etwa aus der Menge rot, griin, blau) bekommt; siehe Abbildung 7. Wir
nehmen an, dass alle Punkte unabhéngig voneinander gefirbt werden. Auflerdem nehmen
wir an, dass die Farbung der Punkte unabhéingig von der Erzeugung der Positionen der
Punkte geschieht. Bei der zweiten Annahme muss man vorsichtig sein, denn um die Punkte
zu fiarben, muss man wissen, welche Punkte man firben soll, was wie eine Abhéngigkeit
aussieht. Wir werden deshalb wie folgt vorgehen: Zuerst firben wir alle Punkte von FE;
unabhéngig voneinander, und erst dann erzeugen wir (unabhéngig vom Farbungsvorgang)
einen Poisson-Punktprozess. Die Farben der Punkte, die nicht zum Poisson-Punktprozess
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gehoren, werden dann einfach ignoriert. Der Farbungssatz behauptet nun, dass alle Punk-
te des Poisson-Punktprozesses, die eine gegebene Farbe (etwa rot) haben, ebenfalls einen
Poisson-Punktprozess bilden. Auflerdem behauptet der Farbungssatz, dass die drei Poisson-
Punktprozesse der roten, blauen und griinen Punkte unabhéngig voneinander sind.
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ABBILDUNG 7. Firbungssatz.

Wir werden nun die obigen Uberlegungen etwas verallgemeinern. Wir werden eine beliebige
Menge E, an Farben (z.B. eine stetige Farbpalette) zulassen. Es seien also F; und Ey zwei
lokal kompakte separable metrische Raume. Die Konstruktion eines markierten Punktpro-
zesses besteht aus zwei Schritten, die unabhéngig voneinander ausgefiihrt werden sollen.

Schritt 1: Marken. Erzeuge fiir jeden Punkt x € F; eine Zufallsvariable m, (die Marke oder
die Farbe von x) mit Werten in Fy. Wir bezeichnen die Verteilung von m, mit \,. Somit ist
A ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Fs fiir jedes x € E;. Das Wahrscheinlichkeitsmafl A, darf
im Allgemeinen eine Funktion von z sein, so dass verschiedene Punkte x nach verschiedenen
Regeln gefirbt werden diirfen. Wir brauchen folgende zwei Annahmen:

(1) m,, x € Ey, sind unabhéngige Zufallsvariablen;
(2) fiir jede Borel-Menge B C Ej ist © — A, (B) eine Borel-Funktion auf Ej.

Beispiel 9.8.1. Die Menge E, aller moglichen Farben sei endlich. OEdA kann sie dann mit
{1,...,n} identifiziert werden. Wenn die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt = € FE; mit
Farbe ¢ € {1,...,n} gefarbt wird, mit p;(x) bezeichnet wird, dann sehen die Verteilungen
A folgendermaflen aus:

AN({i}) =pilz), i=1,...,n.

Die obigen Annahmen besagen dann, dass die Punkte unabhéngig gefirbt werden und dass
D1y Dot By — [0,1] Borel-Funktionen mit ", p;(x) = 1 sind.

Schritt 2: Positionen der Punkte. Sei auflerdem II ein Poisson-Punktprozess auf E; mit
Intensitdtsmafl p, das unabhéngig von den Marken {m,: = € E;} erzeugt werden soll. Der
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Einfachheit halber nehmen wir an, dass p keine Atome hat (d.h. u({z}) = 0 fiir alle z € E}),
so dass im Punktprozess II keine multiplen Punkte auftreten. !

Wir definieren den markierten Poisson-Punktprozess I1* auf dem kartesischen Produkt

E| x Ey wie folgt:
"= Sam.).

zell
Die Schreibweise = € II bedeutet, dass die Summe iiber alle Punkte im Punktprozess II
gebildet wird. Im markierten Punktprozess II* sind sowohl die Positionen der Punkte als auch
deren Marken gespeichert. Den Markierungssatz konnen wir nun folgendermaflen formulieren.

( )

Satz 9.8.2 (Markierungssatz). IT* ist Poisson-Punktprozess auf F; x FEj. Fiir dessen
Intensitatsmall p* gilt

— // u(dx) A (dm), fir C C Ey; x Ey Borel.

(. J

Bemerkung 9.8.3. Die Formel fiir ©* muss man folgendermafien verstehen: Fiir eine Menge
C der Form A; x Ay mit A; C E; und Ay C E, Borel, gilt

p (A x Ag) = [ A (Awlaa).
Aq
BEWEIS. Sei f : Fy X E; — R eine nichtnegative Borel-Funktion. Wir betrachten die lineare

Statistik
S* = Z flz,m).

Unser Ziel ist es, das Laplace-Funktional E[e™"*] zu bestimmen. Dazu wollen wir zuerst den
folgenden bedingten Erwartungswert berechnen:

He J:ml) HE $mL)|H H/ f(wm)>\ dm)

xell zell zell

E[e™®"

I =E

Mit Hilfe einer einfachen Transformation lésst sich der obige Ausdruck wie folgt darstellen:

e | H / Az (dm) = exp {— Z - log/ e_f(m’m))\m(dm)} :
zell ¥ B2 zell By

Hitte der Punktprozess II multiple Punkte, so miissten wir fiir jedes z € E; einen Vorrat aus unendlich
vielen unabhéngigen Marken erzeugen miissen, um damit im Notfall alle an der Stelle z auftretenden Atome
von II versorgen zu kénnen. Da das die Konstruktion verkomplizieren wiirde, nehmen wir an, dass II keine
multiplen Punkte hat.

Ele™"] = E[E[e™]TI] =
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mit
[ (z) = —log/ e~ T@m )\ (dm).
Es

Mit Hilfe von Satz 9.7.3 lasst sich das wie folgt umformen:

Efe=5"] = exp {— /Ela - ef*(“))p(dx)} |

Einsetzen von f* liefert nun folgende Formel:

B = e {- [ - M (@m(de) |

Mit p*(dz,dm) = p(dz)A,(dm) und mit Satz 9.7.8 folgt schlieBlich, das II* ein Poisson-
Punktprozess mit Intensitdtsmafl p* ist. U

Beispiel 9.8.4. Sei A C FE, eine Menge von Farben. Betrachte nun alle Punkte von II, die
eine Farbe aus F, bekommen. Wir zeigen, dass diese Punkte einen Poisson-Punktprozess
bilden. Nach dem Markierungssatz ist Zzen O(z,m,) €in Poisson-Punktprozess auf E; x Ej.
Da die Einschréankung dieses Poisson-Punktprozesses auf die Teilmenge E; x A ebenfalls ein
Poisson-Punktprozess ist, folgt, dass > 1., 4 O(z,m,) €in Poisson-Punktprozess auf F; x A
ist. Aus dem Abbildungssatz fiir die Projektion (x,m) — x folgt, dass 3 d, ebenfalls
ein Poisson-Punktprozess ist.

z€llimy €A

ABBILDUNG 8. Links: Boole’sches Modell (Aufgabe 9.8.5). Rechts: Ideales Gas
(Aufgabe 9.8.6).

Aufgabe 9.8.5 (Boole’sches Modell (Abbildung 8)). Es sei Il = >"°, 0z, ein homogener
Poisson-Punktprozess auf R? mit Intensitéit 1. Seien Ry, Ry, ... unabhingige identisch ver-
teilte nichtnegative Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F', die auch von II unabhéngig
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sind. Betrachte die zuféillige Menge
o
B = Br.(%) CR?,
i=1

wobei Bg,(Z;) = {z € R? : ||z — Z;|| < R;} ein Kreis um Z; mit Radius R; ist. Bestimmen
Sie P[0 € B]. Bestimmen Sie den Erwartungswert von des Lebesgue-Mafles der zufilligen
Menge [0,1]% N B.

Hinweis: Benutzen Sie den Markierungssatz.

Aufgabe 9.8.6 (Ideales Gas, Abbildung 8).

9.9. Simulation

ABBILDUNG 9. Simulation eines Poisson-Punktprozesses mit Intensitéit f.

9.10. Poisson-Linienprozess
Kommentare

[15], [17], [19].
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ABBILDUNG 10. Poisson-Linienprozess.
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KAPITEL 10

Konvergenz von Punktprozessen

In diesem Kapitel werden wir Verteilungskonvergenz der Punktprozesse einfithren und eini-
ge Beispiele betrachten, in denen Poisson-Prozesse als Grenzwerte von Punktprozessen der
“seltenen Ereignisse” entstehen. Unsere Darstellung ist sehr unvollstéandig, fiir mehr Einzel-
heiten verweisen wir auf das Buch von S. Resnick “Eztreme values, reqular variation and
point processes”.

10.1. Vage Konvergenz

Im Folgenden sei F ein lokal kompakter separabler metrischer Raum. Zuerst werden wir einen
Konvergenzbegriff fiir Radon-Mafle auf £ (und somit auch fiir ZahlmaBe auf E) einfiihren.

Definition 10.1.1. Eine Menge B C E heifit relativ kompakt, wenn ihr Abschluss B
kompakt ist.

Beispiel 10.1.2. Eine Menge B C R? ist relativ kompakt genau dann, wenn sie beschrinkt
ist.

e )

Definition 10.1.3. Eine Folge von Radon-Maflen 1, s, ... auf E konvergiert vage
gegen ein Radon-Maf} i, wenn

lim 4, (B) = u(B)

n—oo

fiir alle relativ kompakten Borel-Mengen B C E mit u(0B) = 0. Bezeichnung: p,, — fu.
n—oQ

(. J

Warum in obiger Definition II(0B) = 0 gelten muss, soll folgendes Beispiel veranschaulichen.

Beispiel 10.1.4. Betrachte folgende Radon-Mafle auf R: p,, = 61/, und p = do. Fiir das
offene Intervall B = (0,2) gilt u,(B) = 1 fir alle n € N, aber u(B) = 0. Hétten wir in der
Definition der vagen Konvergenz die Forderung p(0B) = 0 weggelassen, so wiirde p, nicht
gegen i konvergieren. Das wire ein sehr unnatiirlicher Konvergenzbegriff.

Hier sind einige einfache Beispiele der vagen Konvergenz.

Beispiel 10.1.5. Sei p,, das Mafl mit der Dichte 1_,, auf R. Dann konvergiert u, vage
gegen das Lebesgue-Mafl auf R.
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Beispiel 10.1.6. Sei p,, = d,,. Dann konvergiert pu, vage gegen das Null-MaSf.

Wir werden nun eine dquivalente Definition der vagen Konvergenz formulieren. Zuerst miissen
wir stetige Funktionen mit kompaktem Trager definieren, die wir als “Testfunktionen” be-
nutzen werden.

e )

Definition 10.1.7. Eine Funktion f : F — R hat kompakten Triger, falls es eine
kompakte Menge K C F gibt mit f(¢) = 0 fiir alle t € E\ K.

(. J

e )

Definition 10.1.8. Die Menge aller stetigen Funktionen auf £ mit kompaktem Triger
sei mit C.(FE) bezeichnet. Es sei CF(FE) die Menge aller f € C.(E) mit f > 0.

(. J

Nun formulieren wir eine dquivalente Definition der vagen Konvergenz.

( N
Satz 10.1.9. Seien pq, fio, ... und g Radon-Mafle auf £. Dann sind die folgenden Aus-
sagen #dquivalent:

(1) pn — .
(2) Fiir alle f € CF(E) gilt limy, o [, f(x)pn(dz) = [, f(z)p(dz).

(. J

BEWEIS. Weggelassen. 0

Aufgabe 10.1.10. Zeigen Sie, dass man im obigen Satz C.f(FE) durch C.(F) ersetzen
kann.

Beispiel 10.1.11. Sei p,, = % > icz 0i/n- Dann konvergiert ji,, vage gegen das Lebesgue-Mafl
auf R. In der Tat, fiir jedes f € C.(R) gilt

[ tomian =235 (1) o [ soar

da Riemann-Summen gegen das Riemann-Integral konvergieren.

10.2. Verteilungskonvergenz von Punktprozessen

Sei IT ein Punktprozess (= ein zufilliges Zahlmaf) auf F und seien By, ..., By C FE kompakte
Mengen. Dann ist (II(By),...,II(By)) ein k-dimensionaler Zufallsvektor mit Werten in NE.
Vektoren dieser Art heiflen auch endlich-dimensionale Verteilungen von II.

Wir definieren nun die Verteilungskonvergenz von Punktprozessen.
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Definition 10.2.1. Seien II, Iy, Ils, . . . Punktprozesse auf . Wir sagen, dass II,, gegen
IT in Verteilung konvergiert, falls fiir alle relativ kompakten Borel-Mengen B, ..., By
mit [1(0B;) = 0 f.s. gilt, dass

(a(B1), ., Ia(By)) — (T(By), ..., TI(By)).

n—o0

Mit anderen Worten gilt fiir alle mq, ..., my € Ny:
lim P[IT,(B1) = ma, ..., T (By) = my] = PII(By) = ma, ..., TL(By) = my].

Bezeichnung: II,, 4 1L

n—o0

(. J

Die Bedingung in der obigen Definition ist nicht leicht zu {iberpriifen. Es ist viel angenehmer,
die folgende Charakterisierung der Verteilungskonvergenz von Punktprozessen zu benutzen.

Satz 10.2.2. Seien IIy,Ils,... und Il Punktprozesse auf E, dann sind die folgenden
Aussagen aquivalent:

(1) II, - II.

n—oo

(2) Fiir alle f € CH(E) gilt ¥, f(2) iﬁ > en f(@).
(3) Fiir alle f € CH(FE) gilt lim, o ¥m, (f) = ¥u(f), d.h.

lim E exp{—Zf(x)} =E exp{—Zf(a:)}].

e z€ll, zell
. J
BEWEIS. Weggelassen. U

Bemerkung 10.2.3. Um die Verteilungskonvergenz der Punktprozesse zu zeigen, reicht es
also die Konvergenz der Laplace-Funktionale fiir jede Testfunktion f € CF(E) nachzuweisen.

Im Folgenden werden wir eine Reihe von Beispielen der Verteilungskonvergenz von Punkt-
prozessen betrachten.

10.3. Bernoulli-Experimente mit kleiner Erfolgswahrscheinlichkeit

Wir betrachten eine Serie aus unabhéngigen Bernoulli-Experimenten mit einer sehr kleinen
Erfolgswahrscheinlichkeit p. Die Erfolge in einer solchen Serie sind dementsprechend sehr
selten, denn die mittlere Wartezeit auf den ersten Erfolg ist 1/p. Wir interessieren uns fiir
den Punktprozess der Zeitpunkte 77,75, .. ., zu denen man Erfolge beobachtet. Der néchste
Satz behauptet, dass der Punktprozess, der aus den Punkten pT7, pT5, . .. besteht, fiir kleines
p durch einen Poisson-Punktprozess mit Intensitdt 1 approximiert werden kann.
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Satz 10.3.1. Fiir jedes n € N sei eine Familie €,,;, ¢ € Z, von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen mit

gegeben, wobei lim,, o, np, = A € [0,00). Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz
von Punktprozessen auf R:

=Y ewds —— PPP(AdY).

n Mn—00

€L
& J

BEWEIS. Wir werden Satz 10.2.2 benutzen. Fiir eine Funktion f € CF(R) definieren wir die

wobei II ein homogener Poisson-Punktprozess auf R mit konstanter Intensitdt A\ sei. Laut
Satz 10.2.2 reicht es zu zeigen, dass

lim ¢ (f) = ¢(f).
Wegen der Unabhéngigkeit der Familie ¢,,;, ¢ € Z, gilt

eXp{ S et ( )} _E[e o6 = [[Ee=IG) = [[(1+pale -1
1€Z

i€Z i€Z i€Z
Durch Logarithmieren ergibt sich

log 1, (f) = log(1+ p,(e /) — 1)),

I€EZ

Un(f) =

exp{ > fl }] U(f) =

xGHn

Un(f) =

Die Entwicklung log(1 + z) = « + o(z) (fir z — 0) legt nahe, diese Formel als

logwn an 1)_1 +Rn7
1€EZ
umzuschreiben, wobei
Ro = 3 (loa(1 4 p(e 78— 1)) = p (e — 1)
i€z

ein Restterm ist, fiir den wir spéter zeigen werden, dass lim,,_,, R, = 0. Es folgt, dass

lim log ¢, (f) = lim (np,) - %Z(e_f(i) —-1)= )\/R(e_f(t) — 1)dt,

n—oo n—o0 -
€L

wobei letzteres einfach die Definition des Riemann-Integrals ist. Zusammenfassend gilt also

lim (/) = exp {—A Ja- e—f“))dt} |
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was dem Laplace-Funktional eines Poisson-Punktprozesses mit Intensitédt \ entspricht. Mit
Satz 10.2.2 folgt, dass

=Y ewds — PPP(AdL).

n n—00
€L

Der Restterm R, kann wie folgt abgeschéitzt werden. Es gilt
—f() _ _ IC o fH) _1)2
R<3 log(1 + pa(e™/) = 1)) = pu(e™ @ = 1)| < 3 %p D2,

wobei wir die Ungleichung |log(1 + x) — x| < 2?/2 fiir z > 0 benutzt haben. Die Funktion
f hat einen kompakten Tréger, also verschwindet sie aulerhalb eines Intervalls [—A, A]. Es
folgt, dass hochstens 2An Werte von f(i/n) (und somit hochstens 2An Summanden in der
obigen Summe) ungleich 0 sind. Somit ergibt sich

|R.| < 2AnMp?; = o(1),
wobei M das Supremum von (e*f —1)? ist und wir benutzt haben, dass lim,, ., np2 =0. O

Als Anwendung des obigen Satzes werden wir nun zeigen, dass die Zeitpunkte, zu denen eine
Folge von u.i.v. Zufallsvariablen einen sehr hohen Schwellenwert {iberschreitet, nach einer
Normierung gegen einen Poisson-Punktprozess konvergieren.

| !

3

2

i |

| H ‘" |\ u
\‘ i “ d

Qi ‘\I Ml “HIH;MH
\“\HHM Ulvum‘ i WL e

500

ABBILDUNG 1. Uberschreitungen eines hohen Schwellenwerts in einer Folge von
w.i.v. Zufallsvariablen

;mu‘}h}u\\“\""!l

Satz 10.3.2. Seien X;, i € Z, u.i.v. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'. Sei u,
eine Folge mit lim,, o nF(u,) = A € [0,00). Dann gilt die folgende Verteilungskonver-
genz von Punktprozessen auf R:

3> 6: =5 PPP(Adt).

n m—00
PEL: X >Unp,
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BEWEIS. Betrachte die Zufallsvariablen e,; := 1{x,>u,}, ¢ € Z. Diese nehmen Werte 0 und
1 an, und es sei p, := Ple,,; = 1]. Dann ist

lim np, = lim nP[e,; = 1] = lim nF(u,) = \.

n—o0 n—o0 n—o0

Damit sind die Bedingungen von Satz 10.3.1 erfiillt und die Behauptung folgt. OJ

10.4. Konvergenz der Binomialpunktprozesse gegen die Poisson-Punktprozesse

In diesem Abschnitt beweisen wir einen allgemeinen Satz {iber die Konvergenz einer Folge
von Binomialpunktprozessen gegen einen Poisson-Punktprozess.

e )

Satz 10.4.1. Fiir alle n € N seien Y,1,...,Y,, : Q@ — E u.i.v. Zufallselemente mit
Werten in F und Verteilung pu,. D.h. u, sei ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf £ mit
pn(B) = P[Y,1 € B] fiir alle Borel-Mengen B C E. Es gelte aulerdem fiir ein Radon-
Maf3 p auf E, dass

Nply — L.

n—oo
Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz von Punktprozessen auf E:

n—o0

I, ==Y 4y, —— PPP(p).
=1

(. J

Beispiel 10.4.2. Seien Yy, ..., Y,, gleichverteilt auf dem Quadrat [0, /n)?. Dann ist j,, ein
Wahrscheinlichkeitsmafl mit der Dichte %]l[o, vsn2 und man kann leicht zeigen, dass nu, vage
gegen das Lebesgue-MaB auf der Viertelebene [0, 00)? konvergiert. Es folgt, dass >, dy,,
gegen einen Poisson-Punktprozess mit Intensitit 1 auf der Viertelebene konvergiert.

BEWEIS VON SATZ 10.4.1. Sei f € Cf(FE), dann gilt

Un(f) :=Eexp {— Z f(:v)} = EeXP{_Zf(Ym)} :EHe_ﬂYm)'

zell,

Wegen der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen Y,,q, ..., Y,, kann man diesen Ausdruck wie
folgt schreiben:

Un(f) = ﬁEeﬂYm) — (B~ /M) = ([E ef(t),un<dt>>n _ (1 s ef“))nun(dt)) |

n

Wegen np,(t) — u(t) fiir n — oo folgt schlieflich:
n—oo

bo(f) = (1_ fE<1—e-f<f>>nun<dt>> e {_ /u_e_f(t))u(dt)},

n n— 00

was das Laplace-Funktional eines Poisson-Punktprozesses mit Intensitét p ist. Mit Satz 10.2.2
folgt, dass II,, in Verteilung gegen PPP (i) konvergiert. O
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10.5. Konvergenz der extremen Ordnungsstatistiken: Gumbel-Fall

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die oberen extremen Ordnungsstatistiken einer
u.i.v. Stichprobe aus dem Gumbel-Max-Anziehungsbereich durch einen Poisson-Punktprozess
approximiert werden kénnen. Die beiden anderen Max-Anziehungsbereiche werden im néchsten
Abschnitt behandelt.

~
J

Satz 10.5.1. Seien X, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max-Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung A(z) = e ", d.h. es gebe Folgen a,, € R und b,, > 0 mit
max{Xy,..., X} —a, NN

by, n—so0

(10.5.1)

Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz der Punktprozesse auf R:

bn, n—00

M, =Y 0x,-an —— PPP(e”dt).
=1

-
-

3

ABBILDUNG 2. Drei unabhéngige Realisierungen des Poisson-Punktprozesses
mit Intensitédt et auf R. Das Bild zeigt das Intervall [—5, 3].

Bemerkung 10.5.2. Sei II der Poisson-Punktprozess mit Intensitit e™* auf R. Fiir jedes

x € R ist die Anzahl der Punkte von II im Intervall (x, 00) fast sicher endlich, denn es gilt

M((z, 00)) ~ Poi < / h e‘tdt) — Poi(e™).

Insbesondere ist die erwartete Anzahl der Punkte auf der positiven Halbachse gleich 1. Auf
der anderen Seite, ist die Anzahl der Punkte im Intervall (—oo, x) fast sicher unendlich, denn

(=00, 7)) ~ Poi (/_m etdt> — Poi(o).

Wir konnen also die Punkte von IT absteigend anordnen: Y; > Y5 > ... und es gilt lim,, , Y,, =
—o00. Wie ist nun Y] verteilt? Der obige Satz ldsst vermuten, dass Y; eine Gumbel-Verteilung
haben sollte. Das ist in der Tat richtig, denn

P[Y; < ] = P[II((z,00)) = 0] =™ ",

da II((z,00)) ~ Poi(e™™).
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BEWEISIDEE VON SATZ 10.5.1. Wir wissen, dass die Konvergenz in (10.5.1) genau dann
gilt, wenn
lim nP[X; > a, + b,t] =e”*

n—oo
fiir alle t € R. Wir definieren Y,,; := X’b;na” firi=1,...,n und p,(B) := P[Y,; € B] fir
B € B(R). Dann gilt fiir Mengen B der Form [t, 00):
X - Un
npn([t,00)) = nP[Y,; > t] = nP [1b—a > t} -t

Betrachten wir als néchstes Mengen B der Form [t;,t5):

nn([t1,t2)) = 1 pa([tr,00)) = 1 pn([ta, 00)) — e —e7" = / et = p([te, t2))-

n—oo t
1

Dieser Beweislogik folgend lasst sich die Konvergenz auch fiir beliebige relativ kompakte
Borel-Mengen B C R zeigen:

lim nj1,(B) = p(B),

n—oo
worauf wir hier verzichten wollen. Mit Satz 10.4.1 folgt die Behauptung. U

Beispiel 10.5.3. Seien X, Xs, ... unabhéngige und identisch exponentialverteilte Zufalls-
variablen mit Parameter 1, d.h. P[X; > t| = e~ fiir ¢ > 0. Dann gilt nach Satz 1.2.1

e

max{Xi,...,X,} —logn .

n—0o0

Mit Satz 10.5.1 folgt nun
S 6xictogn —— PPP(e7dt).
n— oo
i=1
Beispiel 10.5.4. Seien X;, X5, ... unabhingige und identisch standardnormalverteilte Zu-
fallsvariablen. Wir haben bereits gezeigt, dass

V2logn (max{X1, ..., X,} —a,) = e

n—oo

1
mit a,, = +/2logn — zloglogntlos2v g folgt mit Satz 10.5.1, dass

V2logn
- d _
Z(S /2Tog n (Xi—an) n_>—o>o PPP(G‘ tdt)
=1

Aus der Konvergenz der Punktprozesse in Satz 10.5.1 folgt die Konvergenz der extremen
Ordnungsstatistiken. Wir werden hier keinen exakten Beweis geben. Die Idee besteht darin,
dass man die extremen Ordnungsstatistiken als ein stetiges Funktional des Punktprozesses
ansehen kann. Nach dem Satz iiber die stetige Abbildung folgt aus der Verteilungskonver-
genz der Punktprozesse die Verteilungskonvergenz der extremen Ordnungsstatistiken. Wir

erinnern an die Notation M"Y = Xonkr1m, E=1,...,n.
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Korollar 10.5.5. Unter Voraussetzungen von Satz 10.5.1 gilt fiir alle r € N

M?SI)_ n M7(LT)_ n
(10.5.2) < n ) RN S A

by, b, n—o00

wobei Y; > Y, > ... die Punkte des Poisson-Punktprozesses IT mit Intensitit e=* auf R
seien. Die gemeinsame Dichte von (Y3,...,Y,) ist gegeben durch

— s (it Fyr)
le,...,Y,« (y17 ... 7y7‘) =€ € ﬂ{y1>y2>...>yr}'

(. J

BEWEIS. 777
Wir bestimmen die gemeinsame Dichte von (Y7,...,Y;) an der Stelle (y1,...,y,) € R". Wir
nehmen an, dass y; > ... > y,, denn sonst verschwindet die Dichte wegen Y; > ... > Y.
Wir betrachten unendlich kleine Intervalle (yy,y; + dv1),- .., (¥r, yr + dy,) und bestimmen
die Wahrscheinlichkeit, dass Y7, ..., Y, in diesen Intervallen liegen. Damit das der Fall ist,
muss Folgendes eintreten:
e In jedem der Intervalle (y;, y;+dy;) befindet sich ein Punkt des Poisson-Punktprozesses.
Das hat (infinitesimale) Wahrscheinlichkeit e™¥'dy; - ... - e ¥ dy,.
e In den Intervallen (y; +dy, 00), (y2 +dy2,v1), - - -, (¥ +dy,, y»—1) liegen keine Punk-
te des Poisson-Punktprozesses. Ganz allgemein ist die Wahrscheinlichkeit, dass in
einem Intervall (a, b) keine Punkte liegen, gegeben durch

P[H((a7 b)) = 0] X3 f: e~ tdt _ e_e—a_e

Somit konvergiert die Wahrscheinlichkeit des uns interessierenden Ereignisses fiir
dyq,...,dy, — 0 gegen

—b

—e Y1 —e Y2 —e V1 —e Yr4e Yr—-1 —eYr
- e ... € =€

Fiir die Dichte von (Y7, ...,Y;) erhalten wir die Formel

f ( )=  lim Plyy <Y1 <y +dyr, ...,y <Y, <y, +dy,]
Vi U dyi,...,dyr—0 dy, ...dy,

—e Y —
ot bty

was die Behauptung beweist. U

Bemerkung 10.5.6. Wir hatten bereits in Satz (7.2.5) gezeigt, dass eine Grenzwertvertei-
lung in (10.5.3) existiert, konnten diese allerdings nicht identifizieren. Nun haben wir mit
Hilfe von Poisson-Punktprozessen eine explizite Formel fiir die Dichte hergeleitet.

Korollar 10.5.7. Unter Voraussetzungen von Satz 10.5.1 gilt fiir alle £ € N

(k)
an - n
(10.5.3) S T 4y

b, n—00
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wobei Y; > Y, > ... die Punkte des Poisson-Punktprozesses IT mit Intensitit e=* auf R
seien. Die Dichte von Y} ist gegeben durch

—k
fnly) =" -

e

—(k:—l)!’ y € R.

Aufgabe 10.5.8. Seien Y7 > Yy > ... die absteigend angeordneten Punkte des Poisson-
Punktprozesses mit Intensitit e~ auf R.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes r € N

o) 00 r—1 00
d By —1 By —1 1 Ep—1
(nyz,...,m=<v+k§lj ; ,7—1+k§32 - ,...,y_kzlﬂkz =
= = = =r

wobei Eq, Es, ... ~ Exp(1) unabhiingige Zufallsvariablen sind und 7 die Euler-
Mascheroni-Konstante bezeichnet.
Hinweis: Es seien Zy, Z,...Exp(1) unabhéngig. Auf der einen Seite konvergiert
(Zpm —logn, ..., Zy—ri1.n —logn) gegen (Y7,...,Y,) in Verteilung. Auf der an-
deren Seite kann man Satz 7.3.1 benutzen.
(b) Zeigen Sie: Y1 — Ya ~ Exp(1),Y2 — Y3 ~ Exp(2),..., und diese Zufallsvariablen
sind unabhéngig.
(c) Zeigen Sie:
EY, =~ — <1+;+...—|—Ti1>.
In der ndchsten Proposition geben wir eine explizite Konstruktion des Poisson-Punktprozesses
IT ~ PPP(e~*dt) als eine Transformation des homogenen Poisson-Punktprozesses >~ dp,
mit Intensitdt 1 an.

( )

Proposition 10.5.9. Es sei Y dp, ein homogener Poisson-Punktprozess mit Inten-
sitat 1 auf (0, 00). Dann gilt

> 6 105 p, ~ PPP(e”'dt).
n=1

(. J

BEWwWEIS. Wir benutzen den Transformationssatz fiir Poisson-Punktprozesse fiir die Abbil-
dung 7" : (0,00) = R, T'(x) = —logz. Sei v das Lebesgue-Maf auf (0, 00). Mit dem Trans-
formationssatz fiir Poisson-Punktprozesse folgt:

> 6r(p,) ~ PPP(Tw).

n=1

Wir miissen noch nachweisen, dass die Dichte des Bildmafies Tv gleich e~ ist. Es gilt

b
(Tv)((a,0)) = (T~ ((a,1))) = v((e™",e™")) =" —e™" = / e 'dt.

Deshalb folgt die Behauptung. 0J
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ABBILDUNG 3. Poisson-Punktprozess mit Intensitdt 1 (horizontale Achse) wird
mit der Transformation T'(x) = — log = auf den Poisson-Punktprozess mit Intensitét
e ! (vertikale Achse) transformiert.

10.6. Konvergenz der extremen Ordnungsstatistiken: Fréchet und Weibull-Fall

In Satz 10.5.1 haben wir Zufallsvariablen aus dem Max-Anziehungsbereich der Gumbel-
Verteilung betrachtet. Nun formulieren wir einen #hnlichen Satz fiir den Max-Anziehungsbereich
der Fréchet-Verteilung.

~
J

Satz 10.6.1. Seien X, X,,... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max-Anziehungsbereich

der Fréchet-Verteilung ®,, o > 0, d.h. es gebe eine Folge b,, > 0 mit
Xi,..., X,
max{Xi,...,X,} d, b,

b, n—o00

(10.6.1)

Dann gilt die folgende Konvergenz der Punktprozesse auf (0, 00):

Y sx, % PPP (idt> .
=1

Bn, M—00 totl

Dabei bedeutet die Notation Z', dass alle Punkte X; mit X; < 0 aus der Summe per
Konvention ausgeschlossen werden.

 ——— o . .
. i v o2 04 hd [T 08 10
Lt @ -0 4 L

\ 7 \ A 4 o A 06 hd 08 10
aEmens e o w00 o oo

02 v 04 06 08 10

ABBILDUNG 4. Drei unabhéngige Realisierungen des Poisson-Punktprozesses
mit Intensitdt t=2d¢ auf (0, 00). Das Bild zeigt das Intervall [0, 1].

Bemerkung 10.6.2. Sei II der Poisson-Punktprozess mit Intensitit at=(@+Y) auf (0, 00).
Fiir jedes > 0 ist die Anzahl der Punkte von II im Intervall (z, co) fast sicher endlich, denn
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es gilt
[I((z,00)) ~ Poi (/ Ozt_(aﬂ)dt) = Poi(z™%).

Auf der anderen Seite ist die Anzahl der Punkte im Intervall (0,z) fast sicher unendlich,
denn

11((0, ) ~ Poi ( /0 ' at<a+l>dt) _ Poi(o0).

Aufgabe 10.6.3. Es sei Y7 > Y2 > ... > 0 die absteigende Anordnung der Punkte von
II. Zeigen Sie, dass Y7 Fréchet-verteilt mit Parameter « ist. Bestimmen Sie die Verteilung
von Yy, k € N, und die gemeinsame Verteilung von (Y7,...,Yx).

BEWEISIDEE VON SATZ 10.6.1. Bedingung (10.6.1) gilt genau dann, wenn

1
lim nP[X; > b,t] = —

n—oo

fir alle t > 0. Wir definieren die Zufallsvariablen Y,,; = f—:]l{ x;>0y- B sei p, die Verteilung
von Y,,;. Wir betrachten zuerst Mengen der Form [t, 00):

npin([t,00)) = B[V > #] = nP[X) > but] —> —.

n—00 ta

Betrachten wir nun Mengen der Form [tq,%5) mit 0 < ¢; < ty:

(1, 82) = i (f1,00)) = it 0)) 3 = = [ el

Dieser Beweislogik folgend ldsst sich die Konvergenz auch fiir beliebige relativ kompakte
Borel-Mengen B C (0, 00) zeigen, worauf wir hier verzichten wollen. Es folgt:

: o
lim nu,(B) = /B ta+1dt’

n—oo

Damit ist Satz 10.4.1 anwendbar und die Behauptung ist bewiesen. 0J

Beispiel 10.6.4. Seien X;, Xy, ... w.i.v. Pareto-verteilt mit Parameter a@ > 0, d.h. P[X; >
t] = t% fiir alle t > 1. Wir haben in Satz 1.2.5 gezeigt, dass Pareto-verteilte Zufallsvariablen
im Max-Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung liegen, namlich

max{Xy,..., X, } b

nl/a n—00

Mit Satz 10.6.1 gilt dann auf (0, oo):

5 v, -L PPP <—dt)

l/a n—o00 totl

Beispiel 10.6.5. Es seien X7, Xg, ... Cauchy-verteilt mit Dichte
dass

H(th), t € R. Wir wissen,
max{Xy,..., X,} g
n n— 00 @
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mit o = 1. Somit folgt aus Satz 10.6.1, dass auf (0, c0)
1
> 6x, 5 PPP (—dt).
. n n—oo t2
Aus Symmetriegriinden folgt aber auch, dass auf (—oo, 0)
1
37 0x, —5 PPP [ —dt ).
4 L m oo (—t)2
Man kann sogar beide Fille vereinigen und zeigen, dass auf F = R\{0} gilt

= 1
Y 6x, — PPP (—2dt).
= ™ n—00 |t|

Es sei bemerkt, dass wir den Punkt 0 ausschlieBen miissen, denn die Punkte des Poisson-
Punktprozesses auf der rechten Seite haufen sich an der Stelle 0.

Zum Schluss betrachten wir noch den Max-Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung V..

Satz 10.6.6. Seien X, X,,... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max-Anziehungsbereich
der Weibull-Verteilung ¥,, a > 0, d.h. der rechte Endpunkt x* sei endlich und es gebe

eine Folge b, > 0 mit

max{Xj,..., X,} —a* Ay

by, n—o0o

Dann gilt die folgende Konvergenz von Punktprozessen auf (—oo, 0):

> 0 ae —5 PPP (a(—)°7dt).

- n—00
=1

(. /

bn

BEWEIS. Weggelassen. 0

Beispiel 10.6.7. Seien X, X5, ... unabhingig und identisch gleichverteilt auf [0, 1]. Es gilt:
n(max{Xy,..., X} — 1) Ly e = U, (z), z < 0.
n—oo

Dann folgt aus Satz 10.6.6, dass
iénm_l) i PPP(dt) auf (—o0,0).
i=1
Aus Symmetriegriinden gilt auch
i(snxi Hioé PPP(dt) auf (0, 00).

i=1
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10.7. Konvergenz der Rekordzeiten gegen einen Poisson-Punktprozess

Seien X7, Xo, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion F'. Wir benutzen die
Notation M,, = max{Xj,..., X, } fiir das Maximum der ersten n Zufallsvariablen bzw. §; =
Lix;>m; 1,5 = 1,2,... fiir die Indikatorvariable des Ereignisses, dass zum Zeitpunkt j ein

neuer Rekord aufgestellt wird. Die ebenfalls bereits behandelten Rekordzeiten L(1), L(2), ...
werden weiterhin wie folgt definiert: L(1) = 1 und

Lin+1)=min{j > L(n): =1}, n=12....

Der néchste Satz behauptet, dass die Folge der Rekordzeiten wie ein Poisson-Punktprozess
aussieht, wenn man sie aus einer sehr grofen Entfernung betrachtet.

Satz 10.7.1. Es gilt

= dt
=Y 0 —— PPP( ) auf (0, 00).

n M—00 t
=1

BEWEIS. Wir zeigen die Konvergenz der Laplace-Funktionale. Sei f € CF (0, 00). Es gilt

dnlf) =Eew {— 5 f(x)} - EeXp{—g;f (?)} ~Eexp {—im (2) }

xEHn

weil §; immer dann 0 ist, wenn kein Rekord an Stelle j vorliegt. Man kann obiges auch wie
folgt schreiben und wegen der Unabhéngigkeit der §; nach Satz von Rényi umformen:

Ua(f) = Eﬁlexp {—fjf (%)} = ﬁEeXp {—gjf (%)} _ ﬁl (1 _ % n %ef(f;)) |

wobei sich die letzte Gleichheit ergibt, da ebenfalls mit dem Satz von Rényi P[¢; = 1] =
1-P} =0]= % gilt. Es folgt:

st = S (1 1o 0-) -5 (10 ) o,

wobei hier R, ein Restterm ist, der, wie wir spéter zeigen werden, gegen 0 geht, und wir die
Taylorentwicklung log(1 + x) = x 4+ o(x) im Auge behalten. Definiert man

o0)- e

und lasst n gegen unendlich gehen, so folgt:
1 =n j o > dt
log ¢ (f) = — —.(e’f(ﬁ)—1)+Rn—> gtdt:/ o0 )&
GRS ] emar= [ )

wobei wir hier die Konvergenz einer Riemann-Summe gegen das Riemann-Integral benutzt
haben. Schliellich ist zu beobachten, dass

lim 4, (t) = exp {_/000 (e_f(t) -1) %} ;

n—o0
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was die Laplace-Transformierte eines Poisson-Punktprozesses auf (0, co) mit Intensitét % ist.
Zu zeigen ist nur noch, dass lim,_,« R, = 0. Mit der Ungleichung |log(1 + z) — z| < $z?
ergibt sich, dass

=1/ _,i 2 11 j 1 [~
<IN (1) ) _ 47 2 (1) L 2 ;
Bl < 2 Z J? (e ! 2nn = 7 \n 2n J, g (t)dt n—o0 0

was die Behauptung beweist. 0

Aufgabe 10.7.2. Zeigen Sie: Die Abbildung x — e* bildet einen homogenen PPP auf R
mit Intensitédt 1 auf einen PPP(dt/t) auf (0,00) ab.

Aufgabe 10.7.3 (Skalenfreiheit). Zeigen Sie: Ist ), dy, ein PPP(dt/t) auf (0, c0) und
¢ > 0 eine Konstante, so ist > ;2 d.y, ein PPP mit der gleichen Intensitét.

10.8. Konvergenz gegen den Extremwertprozess

In den vorherigen Abschnitten haben wir Sétze iiber die Konvergenz der oberen Ordnungs-
statistiken gegen Poisson-Punktprozesse formuliert. Man kann diese Sétze erweitern indem
man die Positionen der Beobachtungen beriicksichtigt, wo extrem grofle Werte auftreten.

( )

Satz 10.8.1. Seien X, Xs,... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max-Anziehungsbereich
der Gumbel-Verteilung A(z) = e ", d.h. es gebe Folgen a,, € R und b,, > 0 mit
max{Xy,..., X, } —a, NN

bn n— oo

(10.8.1)

Dann gilt die folgende Verteilungskonvergenz der Punktprozesse auf [0, 1] x R:
. d _
I, == Z;(s(iﬁxibnaw — PPP(ds x e'dt).

(. J

BEWEIS. Weggelassen. 0

Der Punktprozess auf der rechten Seite kann wie folgt konstruiert werden. Seien Y} > Y, > . ..
die Punkte des Poisson-Punktprozesses mit Intensitit e™* auf R. Unabhingig davon seien
Uy, Us, ... wi.v. Zufallsvariablen, die gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1] sind. Dann gilt

> S,y ~ PPP(ds x e'dt),

i=1

Der obige Satz macht den folgenden “funktionalen Grenzwertzsatz” fiir den Maximumspro-
zess plausibel. Zuerst bendtigen wir eine Definition.
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10p

ABBILDUNG 5. Poisson-Punktprozesse aus Satzen 10.8.1 und 10.8.4.

Definition 10.8.2. Der stochastische Prozess {Z;: t € [0, 1]} mit
Zy = max Y;

1€N: U; <t

heifit der Gumbel-Extremwertprozess.
- J

e B\

Satz 10.8.3. Unter Voraussetzungen von Satz 10.8.1 konvergiert der Prozess

{(Mpy — an)/bp: t € [0,1]}
gegen den Gumbel-Extremwertprozess im Sinne der endlich-dimensionalen Verteilungen.
D.h. firalle 0 < t; < ... <t <1 gilt

Mn - Wnp M?’L - Un
(Mu) A (Z T,

b, b, —

= J

BEWEIS. Weggelassen. U

Ahnliche Sitze kann man auch fiir die beiden anderen Max-Anziehungsbereiche formulieren.
Wir betrachten hier nur den Fréchet-Fall.

| W
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Satz 10.8.4. Seien X, Xs,... u.i.v. Zufallsvariablen aus dem Max-Anziehungsbereich
der Fréchet-Verteilung @, a > 0, d.h. es gebe eine Folge b,, > 0 mit

max{Xy,..., X,} 45

bn n— oo

(10.8.2)

Dann gilt die folgende Konvergenz der Punktprozesse auf [0, 1] x (0, 00):

n’bp n—0o0

- ’ d (6%
> '6(s x) = PPP (ds X Ztmolt) .
i=1

Dabei bedeutet die Notation Z', dass alle Punkte X; mit X; < 0 aus der Summe per
Konvention ausgeschlossen werden.

. J
BEWEIS. Weggelassen. 0
ABBILDUNG 6. Eine Realisierung des Fréchet-Extremwertprozesses aus Satz 10.8.4.
10.9. Allgemeiner Extremwertprozess
Seien X;, X, ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunk-

tion F. Sei M, = max{Xy,...,X,}. Es gilt M; < My, < M3 < .... Im néchsten Satz
beschreiben wir die endlich dimensionalen Verteilungen des Prozesses My, M, . . ..
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Satz 10.9.1. Seien t; < ty < ... < tg, mit t; € Ny und z1,...,2, € R. Die Verteilung
von (My,, ..., M) ist gegeben durch:

I[D[Mtl S L1,y .. 7Mtk S xk]
= Fhe—ter (g Y Fle—1—te—2(minday 1, 2}) - ... - FA(min{zy,...,z:}).

. J
Bemerkung 10.9.2. Es gilt die Markov-Eigenschaft:
PM, 1 <ulMy =mq,..., M, =m,| =P[M,1 <u|M, =m,].

Der néchste Satz zeigt, dass man den Maximumsprozess (M;)sen in einen Extremwertprozess
(Zi)1>0 in stetiger Zeit einbetten kann. Es sei z, bzw. 2* der linke bzw. der rechte Endpunkt
der Verteilungsfunktion F'.

e R
Satz 10.9.3. Sei Il =) 7, d(x,.v;) ~ PPP(1) auf [0, 00) X (, z*] mit
p((a, b x (¢, d]) = (b — a) - (log F'(d) — log F'(c)).
Sei Z; = sup{Yy, : X <t} mit £ > 0. Dann gilt

(My)ien 2 (Zs)sen.

& J

BEWEIS. Seien t; < ty < ... < t, mit t; € N, dann gilt:
P(Zi, <uy,..., 2, < w) =PII(A;) =0 fiiralle j =1,... k] =P [IT (UL

7=1

Aj) =0],
wobei hier

Aj = [tj—h tj] X (min{uk, Uk—1y - - - ,Uj}, ZE*)
Obiges lasst sich, da II ein Poisson-Punktprozess ist, zu Folgendem vereinfachen:

PlZ, < ..., Z, <w] = e (Ga) = [Ter He L) log F(min{ug o),

Somit gilt
P[Ztl S Uly oo vy Ztk S Uk] = P[Mtl S U,y ... 7Mtk S Uk]
U

Beispiel 10.9.4. Fiir F(x) = e " stimmt der Prozess Z; mit dem oben eingefiihrten
Gumbel-Extremwertprozess iiberein.

Kommentare

22].

*okk
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