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KAPITEL 1

Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1. Ausgidnge und deren Wahrscheinlichkeiten

In der Stochastik betrachten wir Zufallsexperimente, d.h. Experimente mit einem unsicheren,
zufilligen Verlauf. Alle moglichen Ausgénge eines Zufallsexperiments fassen wir zu einer
Menge zusammen. Diese Menge bezeichnen wir mit {2 und nennen sie die Grundmenge des
Experiments.

Beispiel 1.1.1. Das einfachste Beispiel eines Zufallsexperiments ist das Werfen einer Miinze.
Die Miinze hat zwei Seiten, die wir “Kopf” und ‘“Zahl” nennen und mit K bzw. Z abkiirzen.
Es gibt also zwei Ausgénge: K und Z. Die Grundmenge besteht aus zwei Elementen:

O ={K, 7}

Ist die Miinze fair (oder symmetrisch), so sind diese Ausgénge gleichwahrscheinlich, d.h.
es gilt

p(K)=p(Z) = 5.

Dabei schreiben wir p(w) fiir die Wahrscheinlichkeit des Ausgangs w.

Beispiel 1.1.2. Ein anderes Zufallsexperiment ist das Werfen eines Wiirfels. Der Wiirfel hat
6 Seiten, die mit den Zahlen 1,...,6 beschriftet sind. Das Experiment hat also 6 Ausgénge
und die Grundmenge ist

Q={1,...,6}.
Bei einem fairen (oder symmetrischen) Wiirfel sind alle Ausgénge gleichwahrscheinlich, d.h.
es gilt

p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = é

Bei einem unsymmetrischen Wiirfel konnten die Wahrscheinlichkeiten p(1), ..., p(6) beliebige
Werte annehmen, es sollten aber stets die beiden Bedingungen erfiillt sein:

e Die Wahrscheinlichkeiten sind nicht-negativ, d.h. p(i) > 0 fiir alle 3.
e Die Wahrscheinlichkeiten summieren sich zu 1, d.h. p(1) +... +p(6) = 1.

Beispiel 1.1.3. Nun werfen wir eine Miinze und einen Wiirfel gleichzeitig. Es gibt 2 Mog-
lichkeiten fiir die Miinze und 6 Moglichkeiten fiir den Wiirfel. Bei der Aufstellung der Grund-
menge gehen wir systematisch vor indem wir zuerst alle Moglichkeiten auflisten, bei denen
die Miinze “Kopf” zeigt, und dann alle Mdoglichkeiten, bei denen die Miinze “Zahl” zeigt.
Insgesamt erhalten wir die folgende Grundmenge:

O ={K1,K2, K3, K4, K5 K6,721,22, 73, 74, Z5, Z6}.
2



Die Anzahl der méglichen Ausgénge in diesem Experiment ist 2-6 = 12 (und nicht 246 = 8),
da wir jede Moglichkeit fiir die Miinze mit jeder Moglichkeit fiir den Wiirfel kombinieren kon-
nen. Experimente von diesem Typ (z.B. solche, bei denen mehrere Gegenstéande unabhéngig
voneinander geworfen werden) werden Produktexperimente genannt. Sind beide Gegenstén-
de symmetrisch, so sind alle 12 Ausgénge gleichwahrscheinlich. Da sich Wahrscheinlichkeiten
aller Ausgédnge zu 1 summieren miissen, erhalten wir

1
p(w) = D fiir alle w € Q.

( )
Die Grundmenge eines Experiments ist eine Menge, deren Elemente alle moglichen
Ausgénge des Experiments sind. Die Grundmenge wird stets mit Q = {w;,ws, ...} be-

zeichnet, wihrend die einzelnen Ausgénge mit wq,ws, ... bezeichnet werden.
. J
( R
Wir bezeichnen mit #£2 die Anzahl der Elemente in €2, also die Anzahl der Ausgénge.
. J

Beispiel 1.1.4 (Unterscheidbarkeit der Gegenstande). Nun betrachten wir ein Experiment,
bei dem zwei Miinzen gleichzeitig geworfen werden. Die Grundmenge besteht in diesem Fall
aus 4 Elementen:
Q= {(K’ K)’ (K7 Z)’ (Z’ K)’ (Z’ Z)}

und es gilt #Q = 4. Man beachte, dass (K, Z) und (Z, K') verschiedene Ausgénge sind! Das
kann man wie folgt begriinden. Auch wenn die beiden Miinzen am Anfang vollig identisch
aussehen mogen, kann man sie immer farben und dadurch unterscheidbar machen. Durch
das Féarben der Miinzen dndert sich am Verlauf des Experiments (z.B. an den komplizierten
Differentialgleichungen, die die Bewegung der Miinzen beschreiben) offenbar nichts. Stellen
wir uns also vor, dass wir eine schwarze und eine weife Miinze werfen. Dann konnen die
beiden Ausgénge (K, Z) und (Z, K) wie folgt beschrieben werden:

(K,Z) : die schwarze Miinze zeigt “Kopf” und die weife Miinze zeigt “Zahl”,
(Z,K) : die schwarze Miinze zeigt “Zahl” und die weike Miinze zeigt “Kopf”.
Nun ist es klar, dass es sich um zwei unterschiedliche Ausgénge handelt.

Beispiel 1.1.5 (Wahl der Grundmenge). Bei der Modellierung der Zufallsexperimente soll-
te man stets darauf achten, dass die Definition der Ausgéinge eine moglichst vollstindige
Beschreibung dessen beinhalten muss, was im Experiment beobachtet wird. Um dies zu
verdeutlichen, betrachten wir ein Experiment, bei dem drei Miinzen geworfen werden. Man
kénnte nun versuchen, eine Grundmenge 2 = {wp, w1, w2, w3} zu wihlen, die aus den folgen-
den vier Ausgingen besteht:

wp = “keine Miinze zeigt Kopt”,

wy := “eine Miinze zeigt Kopf”,

wo = “zwei Miinzen zeigen Kopf”,

ws = “alle drei Miinzen zeigen Kopt”.

3



Diese Wahl ist allerdings schlecht und sollte vermieden werden, denn sie beschreibt das beob-
achtete Ergebnis nicht vollsténdig: bei w; und ws gibt man zwar an, wieviele Miinzen “Kopt”
zeigen, nicht aber um welche Miinzen es sich handelt. Dadurch wird ein Teil der Information
iiber das Ergebnis des Experiments verheimlicht. In der richtigen Modellierung dieses Ex-
periments sollte man die ganze Wahrheit sagen indem man vollstdndig beschreibt, welche
Miinzen welche Symbole gezeigt haben. Die richtige Grundmenge besteht aus 8 Elementen:

Q={(K,K,K),(K,K,Z),(K,Z,K),(Z,K,K), (K, Z,2),(Z,K,Z),(Z,Z,K),(Z,Z,Z)}.

Es gilt also #£2 = 8. Sind die Miinzen fair, so haben alle 8 Ausgéinge die gleiche Wahr-
scheinlichkeit 1/8. Wiirde aber jemand dennoch hartnéckig auf der Modellierung mit vier
Ausgéngen wy, w1, ws,ws bestehen, so miisste er zugeben, dass in seiner Modellierung die
“Ausginge” (und zwar auch bei fairen Miinzen) nicht gleichwahscheinlich sind! Aus Erfah-
rung weifs man namlich, dass die “Ausgénge” wy und ws viel seltener beobachtet werden, als
die “Ausginge” w; und ws. Um dies zu erkldren, bemerken wir, dass man in der richtigen
Modellierung des Experiments w; in drei Ausgénge (K,Z,7),(Z,K,Z),(Z,Z,K) und ws
ebenfalls in drei Ausgénge (K, K, Z), (K, Z,K), (Z, K, K) aufsplitten muss, wahrend wy und
ws den Ausgéngen (Z,Z,7) und (K, K, K) entsprechen. Fiir die Wahrscheinlichkeiten im
Modell mit 4 Ausgéngen gilt also

plen) =ples) = 5 plen) = plen) = 5.
Im Prinzip ist also auch eine Modellierung mit 4 Ausgéngen nicht falsch, vorausgesetzt, dass
man die Wahrscheinlichkeiten der Ausginge korrekt identifiziert.

Beispiel 1.1.6. In einer Familie gibt es zwei Kinder. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die Kinder das gleiche Geschlecht haben? Dabei gehen wir davon aus, dass Jungen und
Midchen mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/2 geboren werden.!

Erste falsche Losung. Es gibt zwei mogliche Ausgénge:

wy = “die Kinder haben das gleiche Geschlecht”,

wy = “die Kinder haben verschiedene Geschlechter”.
Also gilt p(wy1) = p(we) = 1/2.
Diese Losung ist falsch, denn sie erklart nicht, warum die beiden Ausgénge die gleiche Wahr-
scheinlichkeit haben. Wiirde man der gleichen Logik folgen, so miisste man zugeben, dass
die Wahrscheinlichkeit, auf dem Nachhauseweg einem sprechenden Elephanten zu begegnen,

ebenfalls 1/2 ist, weil es in diesem Experiment 2 Ausgénge gibt: entweder begegnet man
einem sprechenden Elephanten oder nicht. Das ist aber absurd.

Zweite falsche Losung. Es gibt drei mogliche Ausgénge:

w1 = “beide Kinder sind Jungen”,
wy = “beide Kinder sind Madchen”,

ws = “Kinder haben verschiedene Geschlechter”.

'Was eine Vereinfachung ist, denn in Wirklichkeit ist die Wahrscheinlichkeit eines Jungen etwas héher
und liegt approximativ bei 51%.



Hieraus ergibt sich die Grundmenge 2 = {wy,ws,ws}. Geht man davon aus, dass alle drei
Ausgénge die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, so ergibt sich das Ergebnis 1/3. Diese Losung
ist allerdings falsch, denn sie behandelt Kinder als ununterscheidbare Objekte.

Richtige Losung. Die Kinder sind unterscheidbar (man kann vom “ersten Kind” und “zwei-
ten Kind” sprechen). Es gibt folgende Ausgénge:
JJ : “beide Kinder sind Jungen”,
MM : “beide Kinder sind Madchen”,
JM : “erstes Kind ist Junge und zweites Kind ist Madchen”,
M J : “erstes Kind ist Madchen und zweites Kind ist Junge”.

Man beachte, dass MJ und JM zwei verschiedene Ausgénge sind, genauso wie in Bei-
spiel 1.1.4. Die Grundmenge ist

Q={JJ, MM, JM,MJ}
und besteht aus 4 Ausgéngen. Jeder Ausgang hat die gleiche Wahrscheinlichkeit 1/4, d.h.
1
=7
Wir interessieren uns fiir das Ereignis “Kinder haben verschiedene Geschlechter”, das aus den
Ausgéngen JM und M J besteht. Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich also

p(JJ) =p(MM) = p(JM) = p(MJ)

1
P[Kinder haben verschiedene Geschlechter| = p(JM) + p(MJ) = 3 (1.1.1)
Das Ergebnis 1/2 ist also doch richtig, jedoch ist die Begriindung, die in der ersten Losung
prasentiert wurde, falsch. 0

1.2. Produktexperimente

Wir haben bereits einige Experimente gesehen, die aus mehreren unabhangigen Teilexperi-
menten bestehen, in welchem Fall wir von einem Produktexperiment sprechen.

Beispiel 1.2.1. Wir betrachten ein Experiment, bei dem n Miinzen geworfen werfen. Wir
erinnern den Leser daran, dass die Miinzen immer unterscheidbar sind (also mit 1,2,...,n
nummeriert werden kénnen) und dass man bei der Aufstellung der Grundmenge darauf
achten muss, dass das beobachtete Ergebnis vollstdndig beschrieben wird. Eine solche voll-
standige Beschreibung erhélt man, indem man fiir jede Miinze das von dieser Miinze gezeigte
Symbol angibt. Ein Ausgang dieses Experiments ist also eine aus den Buchstaben K und Z
bestehende Folge der Lange n. Die Grundmenge besteht aus allen solchen Folgen und wird
wie folgt bezeichnet:

Q={K, 2 {(a1,...,an) s a1, ... a0 € {K,Z}}.
Dabei steht a; fiir das Symbol, das die k-te Miinze gezeigt hat. Fiir n = 5 Miinzen ist z.B.
(K, Z, K, K, Z) ein moglicher Ausgang des Experiments.
Wieviele Elemente hat 27 Da es fiir jede einzelne Miinze zwei Moglichkeiten K und Z gibt,
und da die Méglichkeiten fiir verschiedene Miinzen beliebig kombinierbar sind (es gibt keine
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verbotenen Kombinationen), ergibt sich fiir die Gesamtzahl der Ausgénge die Formel

#OQ=2....-2=2"
——
n Mal
In diesem und in dhnlichen Experimenten ist es egal, ob man die Miinzen gleichzeitig oder
nacheinander wirft. Man kann auch eine Miinze nehmen und diese n Mal werfen. Die Grund-

menge dndert sich dadurch nicht.

Beispiel 1.2.2. Das Werfen von n Wiirfeln ist ebenfalls ein Produktexperiment mit der
Grundmenge

Q={1,....6" Y {(ar,...,a,) a1, ...,an € {1,...,6}},

die aus 6" Ausgéingen besteht.

Beispiel 1.2.3. Es seien drei Gegenstidnde gegeben: eine Miinze, ein Wiirfel und ein Te-
traeder. Fiir das Werfen der Miinze ist die Grundmenge E; = {K, Z}, fir das Wiirfeln
Ey, = {1,...,6}, und fiir das Werfen des Tetraeders E5 = {1,2,3,4}. Nun betrachten wir
ein Gesamtexperiment, bei dem alle drei Gegenstéinde (egal ob gleichzeitig oder nach-
einander) geworfen werden. Ein Ausgang des Gesamtexperiments ist ein Tupel der Form
(a1, a9, a3), wobei die Komponente a; € {K, Z} angibt, welches Symbol die Miinze gezeigt
hat, die Komponente ay € {1,...,6} die Seite des Wiirfels und a3 € {1,2, 3,4} die Seite des
Tetraeders. Da man die Seiten der verschiedenen Gegensténde beliebig kombinieren kann,
besteht die Grundmenge aus

#0=2-6-4=48

Elementen, die wir hier nicht auflisten werden.

( )
Bei einem Produktexperiment werden n Teilexperimente mit Grundmengen F, ..., E,
unabhdngig voneinander ausgefiihrt. Die Ausgénge des Produktexperiments sind Tupel
der Form (eq, ..., e,), wobei die Komponente e;, den Ausgang des k-ten Teilexperiments
angibt und somit ein Element von Fj sein muss. Die Grundmenge des Produktexperi-
ments ist ein sogenanntes kartesisches Produkt

Q=F x... XEndéf (e1,...,6n) 1 €1 € B, ...,e, € By}
Die Anzahl der Ausgénge des Gesamtexperiments wird nach der Produktregel berechnet:

#Q = (#E1) - ... (#En)

Die Unabhéngigkeit der Teilexperimente bedeutet, dass sie einander nicht beeinflussen diir-
fen. Die nachsten zwei Beispiele sollen verdeutlichen, wie eine mogliche Beeinflussung ausse-
hen koénnnte.

Beispiel 1.2.4. Eine Person besitze 5 verschiedene Hosen, 4 Hemden und 3 Hiite. Insgesamt
gibt es 5 -4 -3 = 60 Anziehungsmoglichkeiten, wobei man aber auch solche Kombinationen
zulésst, bei denen die Person komisch aussieht. Wiirde man Bedingungen aufstellen, die das
komische Aussehen verhindern (etwa, dass die Hose und der Hut die gleiche Farbe haben
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sollen), so wiirde man die verschiedenen Teilexperimente abhéingig machen, was zu einer
Verkleinerung der Anzahl der Anziehungsméglichkeiten fithren wiirde.

Beispiel 1.2.5. Wir ziehen aus einem Kartenspiel mit 52 Karten zwei Karten gleichzeitig.
Fiir jede der beiden Karten hat man zwar 52 Moglichkeiten, diese sind allerdings nicht belie-
big kombinierbar. Ist z.B. die erste Karte ein Kreuzass, so kann die zweite Karte unmoglich
auch ein Kreuzass sein. Es handelt sich also nicht um ein Produktexperiment und die Anzahl
der Ausginge ist nicht 522.

1.3. Ereignisse und deren Wahrscheinlichkeiten

Vereinfacht gesprochen ist ein Ereignis eine Aussage iiber den Ausgang des Experiments, die
entweder wahr oder falsch sein kann. Nachdem das Experiment ausgefiihrt wird, kann man
iiberpriifen, ob diese Aussage zutrifft oder nicht. Im ersten Fall sagen wir, dass das Ereignis
eingetreten ist.

Beispiel 1.3.1. Wir werfen einen Wiirfel und betrachten beispielhaft das folgende Ereignis
A: “Es wird eine gerade Zahl gewiirfelt”. Die Grundmenge ist 2 = {1,...,6}. Das Ereignis
A tritt genau dann ein, wenn eine der Zahlen 2,4, 6 gewiirfelt wird. Wir kénnen also A mit
der entsprechenden Teilmenge von €2 identifizieren:

A = “eine gerade Zahl wird gewtirfelt” = {2,4,6}.

Bei einem fairen Wiirfel hat jeder Ausgang die gleiche Wahrscheinlichkeit 1/6. Da sich das
Ereignis A aus 3 Ausgidngen zusammensetzt, erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit von A

1 1
P[A]=3 - == —.
[A4] 5= 3
Wir konnen jeder Aussage iiber das beobachtete Ergebnis des Experiments die Teilmenge
der Ausgénge zuordnen, bei denen diese Aussage zutrifft. Wir kommen also zur folgenden
Definition:

[ Definition 1.3.2. Ein Ereignis ist eine Teilmenge der Grundmenge (). }

Fiirs Erste werden wir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses als die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten der darin enthaltenen Ausgénge definieren:

PlA] = 3 plw).

Dabei benutzen wir die Notation P[A] fiir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C €,
wahrend p(w) die Wahrscheinlichkeit des Ausgangs w € € bezeichnet.

Beispiel 1.3.3. Nun wiirfeln wir zweimal. Die Grundmenge ist Q = {1,...,6}* mit #Q =
36. Wir betrachten das Ereignis

B := “die Summe der Augenzahlen ist 10”.
Dieses Ereignis kann durch 3 Kombinationen realisiert werden, nadmlich

B ={(6,4),(5,5), (4,6)}.
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Hier ist zu beachten, dass es sich bei (6,4) und (4,6) um verschiedene Ausgénge handelt,
denn die Wiirfel sind unterscheidbar. Da in diesem Experiment alle Ausgénge die gleiche
Wahrscheinlichkeit 1/36 haben und da sich B aus 3 Ausgéngen zusammensetzt, gilt fiir die
Wahrscheinlichkeit von B, dass

1 1

36 12
Man beachte auflerdem, dass “die Augensumme” an sich kein Ereignis ist. Vielmehr ist eine
Aussage liber mogliche Werte der Augensumme ein Ereignis, etwa “die Augensumme ist
mindestens 7”7 oder “die Augensumme ist ungerade”.

P[B] =3

Beispiel 1.3.4. Die folgenden “trivialen” Ereignisse sind erwahnenswert:

e unmogliches Ereignis, welches nie eintritt, A = &. Es gilt P[@] = 0.
e sicheres Ereignis, welches immer eintritt, A = Q. Es gilt P[Q}] = 1.

Beispiel 1.3.5. Ein Elementarereignis ist ein aus nur einem Ausgang bestehendes Ereignis,
also A = {w} mit w € €. Jedes Ereignis setzt sich somit aus Elementarereignissen zusammen.

Aufgabe 1.3.6. Wieviele Ereignisse gibt es insgesamt bei einem Experiment mit n Aus-
gangen?

1.4. Verkniipfungen von Ereignissen

Ein Ereignis is eine Aussage iiber den Ausgang des Experiments. Jede Aussage kann verneint
werden, was zum Begriff des Gegenereignisses fiihrt.

Das Komplement oder das Gegenereignis von A besteht aus allen Ausgingen, die
nicht in A enthalten sind:

A={w e :w¢ A} =“A tritt nicht ein”.

Beispiel 1.4.1. Beim werfen eines Wiirfels ist das Komplement des Ereignisses
A :=“die Augenzahl ist gerade” = {2,4,6}

das Ereignis
A° = “die Augenzahl ist ungerade” = {1, 3,5}.

Beispiel 1.4.2. Wenn ein Experte der Meinung ist, dass im kommenden Jahr mit Wahr-
scheinlichkeit 70% eine Wirtschaftskrise ausbricht, dann muss er auch der Meinung sein, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir das Nichtausbrechen der besagten Wirtschaftskrise bei 30% liegt.
Diese Uberlegung kann man wie folgt verallgemeinern.

Fiir die Wahrscheinlichkeit des Komplements gilt
P[A°] =1 — P[4].




Abzédhlen der Ausginge bestimmt werden. Allerdings kann das bei einer grofen Grundmenge
aufwendig werden. Ein Trick, der beim Abzéhlen der Ausginge oft hilft, ist der Ubergang
zum Gegenereignis.

Beispiel 1.4.3 (Gegenereignis betrachten). Es werden 10 faire Miinzen geworfen. Man be-
stimme die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

A :=“mindestens eine Miinze zeigt Kopf”.

Losung. Die Grundmenge ist hier Q = {K, Z}'° mit #Q = 2'°. Das Ereignis A besteht aus
sehr vielen Ausgéingen, die man nicht so einfach abzdhlen kann. Allerdings ist das Komple-
ment des Ereignisses A ganz einfach:

A€ = “keine Miinze zeigt Kopf” = “alle Miinzen zeigen Zahl”.

Somit besteht A aus einem einzigen Ausgang (Z, Z,...,7) und es gilt #(A°) = 1. Daraus
ergibt sich die Anzahl der Ausgénge in A:

HA=#O — #(A°) = 1023.
Also gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von A:
_#A 1023

PlA] = 2 = Toar

O
Euler-Venn-Diagramme. Im Folgenden wird es sehr hilfreich sein, sich die Grundmenge €2
als ein Rechteck und die Ereignisse als Gebiete (z.B. Kreise) in diesem Rechteck vorzustellen.
So kann man sich z.B. ein Ereignis und sein Komplement vorstellen:

ABBILDUNG 1. Ereignis und sein Komplement

Seien A, B C () Ereignisse. Mit mengentheoretischen Operationen lassen sich weitere Ereig-
nisse wie folgt konstruieren.

Die Vereinigung von A und B is das Ereignis, das aus allen Ausgéngen besteht, die in
mindestens einem der beiden Ereignisse enthalten sind:

AUB={weQ:we Aoderw e B} =“A tritt ein oder B tritt ein”.



Der Schnitt von A und B ist das Ereignis, das aus allen Ausgéngen besteht, die sowohl
in A als auch in B enthalten sind:

ANB={weN:we Aundw € B} =“A tritt ein und B tritt ein”.

ABBILDUNG 2. Vereinigung und Schnitt von zwei Ereignissen.

Beispiel 1.4.4. Wir werfen zwei Wiirfel. Die Grundmenge ist Q = {1,...,6}? und besteht
aus 36 Elementen. Betrachte folgende Ereignisse:

A := “erster Wiirfel zeigt eine 6” = {(6,1), (6, 2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)},
B := “zweiter Wiirfel zeigt eine 6” = {(1,6),(2,6), (3,6), (4,6), (5,6), (6,6)}.

Die beiden Ereignisse haben nur ein gemeinsames Element (6, 6), deshalb gilt fiir den Schnitt
dieser Ereignisse

AN B = “beide Wiirfel zeigen 6” = {(6,6)}.
Die Vereinigung der beiden Ereignisse ist

AU B = “mindestens einmal eine 6 gewiirfelt”
={(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6), (1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6) }.

Man beachte, dass der Ausgang (6,6), der in den beiden Ereignissen liegt, nur einmal auf-
gelistet wird. Es gilt #(AU B) = 11.

( )
Die Mengendifferenz A\ B besteht aus allen Ausgéngen, die in A jedoch nicht in B
enthalten sind:

A\B = AN B¢ =“A tritt ein, aber B tritt nicht ein”.
Analog kann man auch die Mengendifferenz B\ A definieren:

B\A = BN A° = B tritt ein, aber A tritt nicht ein”.
Man beachte, dass die Mengendifferenz nicht kommutativ ist: A\ B # B\ A.

& J

Die symmetrische Differenz der Ereignisse A und B besteht aus allen Ausgéngen, die
in genau einem der beiden Ereignisse enthalten sind:

AAB = (A\B) U (B\A) = “A tritt ein oder B tritt ein, aber nicht beide gleichzeitig”.
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L Man kann die symmetrische Differenz auch als AAB = (AU B)\(A N B) darstellen. J

ABBILDUNG 3. A\B, B\A, AAB

Beispiel 1.4.5. Wir betrachten weiterhin die in Beispiel 1.4.4 eingefithrten Ereignisse. Die
symmetrische Differenz von A und B ist die Vereinigung, aus der das gemeinsame Element
(6,6) entfernt werden muss:

AAB = “genau einmal eine 6 gewiirfelt”
={(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5), (1,6),(2,6), (3,6), (4,6), (5,6)}.
Es gilt also #(AAB) = 10.

Aufgabe 1.4.6. Seien A, B, C und D Ereignisse in einer Grundmenge 2. Wie lauten die
folgenden Ereignisse in Mengenschreibweise?

(a) Unter den vier Ereignissen tritt nur das Ereignis C ein.
(b) Es treten genau zwei der vier Ereignisse ein.

(c) Es treten mindestens drei der vier Ereignisse ein.

(d) Es tritt hochstens eines der vier Ereignisse ein.

Zwei Ereignisse A und B heifsen disjunkt, falls ANB = @. Disjunkt sind also Ereignisse,
die nicht gleichzeitig eintreten konnen.

ABBILDUNG 4. A und B sind disjunkt

Beispiel 1.4.7. Folgende Paare von Ereignissen sind immer disjunkt:
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e A\B und B\A.

e A und A°.

e AAB und AN B.
e Aund @.

Wir schreiben A C B und sagen, dass A ein Teilereignis von B ist, falls alle Elemente
von A auch in B enthalten sind.

ABBILDUNG 5. A ist Teilereignis von B

Beispiel 1.4.8. Betrachte ein Experiment, bei dem eine zuféllige Person aus einer Popula-
tion ausgewahlt wird. Betrachte weiterhin die Ereignisse

C :=“Die ausgewahlte Person besitzt eine Katze”,

D :=“Die ausgewahlte Person besitzt ein Haustier”.
Dann gilt offenbar C' C D.

Eine sehr wichtige Rolle werden im Folgenden die de Morgan’schen Regeln spielen, die das
Komplement einer Vereinigung bzw. eines Schnitts von Ereignissen beschreiben.

De Morgan’sche Regeln. Fiir beliebige Ereignisse A, Ay, ... C 2 gilt
(AjUAsU..)°=ATNASN...,
(A;NAyN... ) =A]UASU....

Beispiel 1.4.9. In einem Raum befinden sich n Personen. Wir betrachten die Aussage
“Alle anwesenden Personen besitzen Fiihrerschein”. Was ist die Verneinung dieser Aussage?
Die Antwort “Keine der anwesenden Personen besitzt Fiihrerschein” ist falsch! Die richtige
Antwort ist “Nicht alle Personen haben einen Fiihrerschein”, was man auch als “Mindestens
eine Person hat keinen Fiihrerschein” formulieren kann. Wir definieren nun fiir jede Person
ie{l,...,n} das Ereignis

A; := “die i-te Person besitzt Fiihrerschein”.
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Die Aussage “Alle anwesenden Personen haben Fiihrerschein” entspricht dann dem Schnitt
dieser Ereignisse, also A; N ... N A,. Die Verneinung der Aussage lautet “Mindestens eine
Person hat keinen Fiihrerschein”, was der Vereinigung A{ U ... U AS entspricht. Also gilt

(AiN...NA,) =ATU...UA;,

in Ubereinstimmung mit der zweiten Regel von de Morgan. Wir iiberlassen es dem Leser als
Ubung, eine dhnliche Interpretation fiir die erste Regel zu finden.

Zum Schluss dieses Abschnitts erwdhnen wir noch einige Identitéiten fiir Ereignisse, die im
Folgenden oft benutzt werden.

( M)
Fiir beliebige Ereignisse A, B, C' C () gelten folgende Gesetze:
(1) Gesetz der doppelten Negation: (A°)¢ = A.
(2) Erstes Distributivgesetz: AN (BUC) = (ANB)U(ANC).
(3) Zweites Distributivgesetz: AU (BNC)=(AUB)N(AUC).
(4) Assoziativgesetze: AN (BNC)=(ANB)NC und AU(BUC)=(AUB)UC.
(5) Kommutativgesetze: AN B=BNAund AUB = BUA.

Es besteht eine gewisse Analogie zwischen den mengentheoretischen Operationen U und N
und den arithmetischen Operationen + und -. Das Analogon des zweiten Distributivgesetzes
ist die Identitédt a- (b+c¢) = a-b+ a- c. Interessanterweise erstreckt sich diese Analogie nicht
auf das erste Distributivgesetz, denn a + (b-¢) # (a+b) - (a + ¢).

1.5. Was sind Wahrscheinlichkeiten?

Die in der Uberschrift gestellte Frage ist nicht einfach zu beantworten, denn Wahrschein-
lichkeit ist eben ein Grundbegriff und lasst sich genauso schwierig wie andere Grundbegriffe
der Mathematik (wie etwa Punkt, Zahl oder Menge) definieren. Wir unternehmen trotzdem
einen Versuch, diese Frage zu beantworten.

Vereinfacht gesprochen ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ein Mafl dafiir, wie oft
dieses Ereignis eintritt. Warum sagt man z.B. dass die Wahrscheinlichkeit, dass eine faire
Miinze “Kopf” zeigt, gleich 50% oder 1/2 ist? Es gibt mehrere Erklarungen.

Frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff. Wir werfen eine faire Miinze n Mal und
bezeichnen mit f(n) die Anzahl der Wiirfe, in denen die Miinze “Kopf” gezeigt hat. Aus
Erfahrung weifs man, dass bei einer steigenden Anzahl der Wiirfe die relative Haufigkeit
f(n)/n gegen 1/2 konvergiert:

limm—1

n—oco n 2°

Diese Behauptung wurde empirisch iiberpriift. Zum Beispiel haben die Mathematiker Buffon
und Pearson mit der Miinze experimentiert:

e Buffon: n = 4040 Miinzwiirfe, davon 2048 “Kopft”.
e Pearson: n = 24000 Miinzwiirfe, davon 12012 “Kopf”.
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In beiden Féllen zeigte die Miinze ungefihr in 50% aller Wiirfe “Kopf”. Man kann den
Miinzwurf sehr leicht auf dem Rechner simulieren. In meiner Simulation ergaben sich folgende
Ergebnisse:

e n = 10° Miinzwiirfe, davon 50106 “Kopf”. Die relative Haufigkeit ist 0.50106.

e n = 107 Miinzwiirfe, davon 4999965 “Kopf”. Die relative Haufigkeit ist 0.4999965.

Bei noch mehr Miinzwiirfen wiirde sich die relative Haufigkeit immer mehr 1/2 annéhern.

e R
Empirisches Gesetz der grofien Zahlen. Betrachte ein Zufallsexperiment mit der
Grundmenge ) und sei A C Q ein Ereignis. Wir wiederholen das Experiment n-mal
unabhéngig voneinander. Sei f(n) eine Variable, die z&hlt, wie oft das Ereignis A in
diesen n Experimenten eingetreten ist. Dann existiert der Grenzwert

n
P[A] := lim M

n—o0 n

Die Zahl f(n)/n ist die relative Hdufigkeit des Eintretens von A in n Experimenten. Der
Limes der relativen Haufigkeit fiir n — oo heifst die Wahrscheinlichkeit von A und wird mit
P[A] bezeichnet. Aus der obigen Interpretation folgt, dass Wahrscheinlichkeit stets Werte
zwischen 0 und 1 annimmt, wobei die beiden Randwerte 0 und 1 zugelassen sind:

0 < P[A] < 1.

Allerdings bleibt die Frage offen, warum der Limes von f(n)/n existiert. Auf der einen Seite
weift man aus Erfahrung, dass sich f(n)/n bei grofem n einem Wert zu ndhern scheint
(weshalb die obige Behauptung als empirisches Gesetz der grofsen Zahlen bezeichnet wird).
Auf der anderen Seite ist es in der Praxis unmoglich, unendlich viele Wiederholungen eines
Experiments durchzufiihren, weshalb die Existenz des Limes niemals empirisch nachgewiesen
werden kann. Auf diese Fragen werden wir im Kapitel “Gesetze der grofen Zahlen” eingehen.

Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsbegriff. Die Miinze hat zwei Seiten. Bei einer sym-
metrischen (oder fairen) Miinze sollten diese Seiten die gleiche Wahrscheinlichkeit haben.
Also hat jede Seite eine Wahrscheinlichkeit von 1/2.

Bei diesem und vielen anderen Experimenten kann man aus Symmetriegriinden davon aus-
gehen, dass alle Ausgénge gleichwahrscheinlich sind. Solche Experimente heiffen Laplace-
Experimente.

Bei einem Laplace-Experiment nehmen wir an, dass alle Ausgénge die gleiche Wahr-
scheinlichkeit haben. Sei #{2 = n endlich, dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit jedes
Ausgangs w € (2, dass

p(w) = %
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Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C €2 ist dann

_#A

= 20

also die Anzahl der “glinstigen” Ausgénge geteilt durch Anzahl aller Ausgénge.

PlA]

In Laplace-Experimenten konnen Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse zumindest theoretisch
durch Abzahlen der Ausgéinge berechnet werden. Zahlreiche Beispiele von solchen Experi-
menten haben wir bereits gesehen.

Beispiel 1.5.1. Ein fairer (d.h. symmetrischer) Wiirfel werde zweimal gerollt. Man bestim-
me die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

A :=“Die Augensumme der beiden Wiirfe ist gleich 8”.

Losung. Die Grundmenge ist Q = {1,...,6}* mit #Q = 6 = 36. Das Ereignis A besteht
aus folgenden Ausgéngen:

A= {(67 2)? (573)7 (474)7 (375)7 (276)}'

Man beachte, dass die Ausgénge (6,2) und (2,6) unterschiedlich sind und dass der Ausgang
(4,4) nur einmal gezéhlt wird. Die Wahrscheinlichkeit von A ist

#A 5
P[A] = 20" 36 O
Nicht jedes Experiment ist ein Laplace-Experiment. Zum Beispiel ist das Werfen einer Reifs-
zwecke kein Laplace-Experiment, denn es ist aus der Erfahrung bekannt, dass sich die Wahr-
scheinlichkeit einer seitlichen Landung von der Wahrscheinlichkeit einer Landung auf dem
Kopf unterscheidet. Die Bestimmung der Blutgruppe einer Person ist ebenfalls kein Laplace-
Experiment, da die Blutgruppen nicht gleichwahrscheinlich sind. Weitere Besipiele entstehen

beim Werfen von unfairen (=unsymmetrischen) Wiirfeln oder Miinzen.

Beispiel 1.5.2. Wir betrachten ein zweistufiges Experiment, das nach den folgenden Regeln
verlauft. Zuerst wird eine faire Miinze geworfen. Zeigt diese Miinze “Kopf”, so wird sie noch
einmal geworfen, zeigt die Miinze Zahl, so werfen wir einen fairen Wiirfel. Die Grundmenge
dieses Experiments ist

O ={KK,KZ 71,722,723, 24, Z5, Z6}.

Diese Ausginge sind allerdings nicht gleichwahrscheinlich! In der Tat, da die Miinze beim
ersten Wurf mit Wahrscheinlichkeit 1/2 “Kopf” und mit der gleichen Wahrscheinlichkeit
“Zahl” zeigt, sollten die Wahrscheinlichkeiten der beiden Ereignisse

A= {KK,KZ) und B = {Z1, 22,73, 24, Z5, Z6}
jeweils 1/2 betragen, also

P[A] = P[B] = 3.

Da der in der zweiten Stufe des Experiments benutzte Gegenstand symmetrisch ist, miissen
alle Ausgéinge innerhalb jedes der beiden Ereignisse A und B gleichwahrscheinlich sein.
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Die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ausgénge sind also in diesem Experiment wie folgt
gegeben:
1

P(EK) =p(KZ) =, p(Z1) = p(22) = p(Z3) = p(Z4) = p(Z5) = p(Z6) = 1—12

Man beachte, dass sich die Wahrscheinlichkeiten zu 1 summieren.

Bayes’scher Wahrscheinlichkeitsbegriff. In dieser Interpretation wird Wahrscheinlich-
keit als ein Grad personlicher Uberzeugung definiert. So konnte z.B. ein Experte meinen,
dass im néchsten Jahr mit Wahrscheinlichkeit 70% eine Weltwirtschaftskrise ausbricht. Aus
frequentistischer Sicht hat eine solche Aussage wenig Sinn, denn in der vorliegenden Situation
kann man die Beobachtung nicht n — oo Mal unter identischen Bedingungen wiederholen.

Aufgabe 1.5.3. Man wirft zwei faire Wiirfel. Fiir welches k ist die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses “Die Augensumme ist k” am grofsten?

Aufgabe 1.5.4. Ein fairer Wiirfel werde zweimal geworfen. Bestimmen Sie die Wahr-
scheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:

(a) “Die Augenzahl in jedem Wurf ist kleiner als 4”.

(b) “Es wird mindestens eine 6 gewtirfelt”.

(c) “Die Augenzahl im ersten Wurf ist echt grofer als die im zweiten Wurf”.

Aufgabe 1.5.5. Ein fairer Wiirfel werde dreimal geworfen. Wie grof ist die Wahrschein-
lichkeit, dass die Augensumme der drei Wiirfe gleich 12 ist?

Aufgabe 1.5.6. Man wirft n faire Wiirfel. Man bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass
alle Augenzahlen gleich sind.

Aufgabe 1.5.7. Von drei Personen habe jede einen kompletten Satz an Cent-Miinzen in
der Tasche, also jeweils ein 1-, 2-, 5-, 10-, 20- und 50-Cent-Stiick. Jeder zieht zufillig eine
Miinze.

(a) Geben Sie eine geeignete Grundmenge fiir dieses Experiment an.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ergeben die drei gezogenen Miinzen zusammen

mindestens 40 Cent?

Hinweis: Vermeiden Sie bitte Losungen, in denen Sie dutzende Félle oder vielleicht sogar
sdmtliche Ergebnisse auflisten und abzdhlen. Versuchen Sie also, die Komplexitit argumen-
tativ zu reduzieren.

1.6. Zufallsexperimente mit unendlicher Grundmenge

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir viele Beispiele von Zufallsexperimenten mit

einer endlichen Grundmenge Q = {wy,...,w,} gesehen. Die Wahrscheinlichkeiten der Aus-
gidnge konnen dabei beliebige Zahlen pq,...,p, sein, solange die folgenden Bedingungen
gelten:

e p;, >0 fiiralleie {1,...,n} und

Beispiel 1.6.1. Wir werfen einen (unsymmetrischen) Gegenstand mit n Seiten. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Gegenstand auf der i-ten Seite landet sei mit p; bezeichnet. Dann
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kénnen pq, ..., p, im Prinip beliebige Zahlen sein, solange die beiden oben formulierten Be-
dingungen erfiillt sind.

Man kann sich aber auch Zufallsexperimente mit einer abzdhlbar unendlichen® Grundmenge
Q = {wy,wsy, ...} vorstellen. Die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ausgénge erfiillen dann
die Bedingungen

e p; > 0 fiir alle i € N und
ep +py+...=1

Ein solches Experiment kann aber unmdglich ein Laplace-Experiment sein! Hatten ndmlich
alle Ausgénge w; die gleiche strikt positive Wahrscheinlichkeit a > 0, so wiirden sich die
Wahrscheinlichkeiten aller Ausgénge auf oo summieren. Ein Widerspruch, denn die Summe
sollte 1 sein. Ware die Wahrscheinlichkeit von jedem Ausgangs gleich 0, so wiirde die Summe
aller Wahrscheinlichkeiten ebenfalls 0 sein. Wieder ein Widerspruch, denn die Summe sollte
1 sein.

Beispiel 1.6.2 (Wiirfeln bis zur ersten 6: Abzéhlbar unendliche Grundmenge). Ein Spieler
rollt einen fairen Wiirfel so lange, bis zum ersten Mal eine 6 erscheint. Danach hort er auf.
Prinzipiell konnte dies beliebig lange dauern. Als Ausgang des Experiments betrachten wir
die Anzahl der Wiirfe. Daher ist hier die Grundmenge

Q=NU {occ}.

Es sei bemerkt, dass bei dieser Wahl von () das beobachtete Ergebnis nicht vollstédndig
beschrieben wird, weshalb diese Modellierung nicht empfehlenswert ist. Es wird namlich
nicht verraten, welche Zahlen (und in welcher Reihenfolge) vor der ersten 6 erschienen sind.
Insbesondere handelt es sich um kein Laplace-Experiment.

Wir werden nun die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ausgénge bestimmen. Zu diesem

Zweck stellen wir uns vor, dass jeder Mensch auf der Erde das oben beschriebene Experi-

ment durchfiihrt, also bis zur ersten 6 wiirfelt. Ungefdhr ein Sechstel der Weltbevilkerung

wird bereits in der ersten Runde eine 6 wiirfeln. Somit gilt p; = %. Es verbleiben % der
5

Weltbevilkerung, die es in der ersten Runde nicht geschafft haben. Von diesen ¢ wird % in

der zweiten Runde eine Sechs wiirfeln, somit gilt p, = % . %. Es verbleiben % . % der Welt-
bevolkerung, die es auch in der zweiten Runde nicht geschafft haben. Von diesen wird ein
Sechstel eine 6 in der dritten Runde wiirfeln, also gilt p3 = % . % . %. Indem wir weiter auf

diese Weise argumentieren, erhalten wir die Formel

1 /5\""
pm=glg) » flsne{l2..}, wd pe=0.

Im Kapitel iiber die geometrische Verteilung werden wir diese Formeln noch einmal herleiten.

2Eine unendliche Menge A heifit abzihlbar, wenn es eine Bijektion zwischen dieser Menge und der Menge
der natiirlichen Zahlen {1,2,...} gibt. Ansonsten heifft A iiberabzéhlbar. Eine abzéhlbare Menge kann man
als eine Folge A = {a1,as,...} darstellen. Abzéhlbar sind z.B. die Menge der natiirlichen Zahlen N, die
Menge der ganzen Zahlen Q, die Menge der rationalen Zahlen Q. Uberabzihlbar ist die Menge der reellen
Zahlen R oder auch jedes nicht-leere Intervall [a, b]
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Zufallsexperimente mit einer endlichen oder abzéhlbar unendlichen Grundmenge heiffen
diskret.

Alle Experimente, die wir bislang gesehen haben, sind diskret. Weitere Beispiele von diskreten
Zufallsexperimenten werden wir im Kapitel “Kombinatorik” sehen.

Im Folgenden werden wir uns aber auch intensiv mit Experimenten beschéftigen, die eine
iiberabzihlbar unendliche Grundmenge haben. An dieser Stelle erwdhnen wir nur zwei
solche Experimente, weitere Beispiele werden wir im Kapitel “Geometrische Wahrscheinlich-
keiten” sehen.

Beispiel 1.6.3 (Unendlicher Miinzwurf: Uberabzihlbar unendliche Grundmenge). Wir be-
trachten ein Experiment, bei dem eine faire Miinze unendlich oft geworfen wird. Alternativ
kann man gleichzeitig unendlich viele Miinzen M, M, ... werfen. Zugegebenermafen lasst
sich ein solches Experiment nicht praktisch durchfiihren, es sollte aber kein Problem sein,
sich dieses Experiment vorzustellen. Die Grundmenge besteht aus allen unendlichen Folgen

der Symbole K und Z, d.h.
Q={K,Z}>* ={(a1,as,as,...): a; € {K, Z} fiir alle i € N}.

So ist etwa (K, K, K, K, K, K, ...) ein moglicher Ausgang dieses Experiments. Wie grofs ist
die Wahrscheinlichkeit dieses Ausgangs? Diese sollte auf jeden Fall kleiner sein, als die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Miinze in den ersten 100 Wiirfen “Kopf” zeigt, also kleiner als 1,209
Da wir 100 durch eine beliebig grofie Zahl ersetzen konnen, muss die Wahrscheinlichkeit des
Ausgangs gleich 0 sein. Analog {iberzeugt man sich, dass die gleiche Schlussfolgerung fiir
jeden Ausgang gilt:

p(w) = 0 fiir alle w € €.

Auf der anderen Seite sollte P[Q2] = 1 sein. Also gilt die Formel P[Q] = Y~ ., p(w) in unserer
Situation offenbar nicht! Somit kann man die Wahrscheinlichkeit eines tiberabzihlbar un-
endlichen Ereignisses nicht als die Summe der Wahrscheinlichkeiten der darin enthaltenen
Ausgénge berechnen. Diese Beobachtung wird bei der Wahl der Axiome der Wahrscheinlich-
keitstheorie eine wichtige Rolle spielen.

Beispiel 1.6.4. Die tégliche Entwicklung eines Aktienindex kann man als ein Zufallsexpe-
riment auffassen, dessen Ausgidnge Funktionen sind. Die Grundmenge € ist also die Menge
aller Funktionen w : [0, 7] — R und somit {iberabzdhlbar. Auch hier erscheint plausibel, dass
fiir jede konkrete Funktion w, die Wahrscheinlichkeit ezakt diese Funktion zu beobachten,
gleich Null ist, also p(w) = 0 fiir alle w € 2.

1.7. Zufallsvariablen

Als Ergebnis eines Zufallsexperiments ergibt sich oft eine Zahl. Diese vom Zufall abhéngige
Zahl bezeichnen wir als Zufallsvariable.

Beispiel 1.7.1. Beim zweimaligen Wiirfeln kann man folgende Zufallsvariablen betrachten:
die Augensumme, die grofere Augenzahl, die kleinere Augenzahl, die Differenz der Augen-
zahlen, .... All diese Grofsen sind gewisse Funktionen der beiden Augenzahlen. Deshalb
fiihren wir die folgende Definition ein:
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Definition 1.7.2. Eine Zufallsvariable ist eine auf der Grundmenge definierte Funk-
tion X : 2 — R.

Fiir einen Ausgang w € Q heift X (w) der Wert von X zum Ausgang w.

Beispiel 1.7.3. Wir betrachten das zweimalige Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel. Die Grund-
menge dieses Experiments ist

Q= {(ay,as) : ar,a € {1,...,6}} ={1,...,6}>
Wir kénnen z.B. die folgende Zufallsvariablen X7 : 2 — R und X5 : 2 — R definieren:
Xi(a1,a9) = a; (“erste Augenzahl”)
Xo(a1,as) = ay  (“zweite Augenzahl”).
Wird z.B. der Ausgang (2,6) gewiirfelt, so nimmt X; den Wert 2 und X, den Wert 6 an.
Die Zufallsvariablen X; und X, modellieren somit die erste und die zweite Augenzahl. Nun

konnen wir auch die Augensumme S := X; + X5 definieren. Als Funktion auf €2 ist S durch
die folgende Vorschrift definiert:

S(a1,a9) = a3 + ay (“die Augensumme”).

Wird z.B. der Ausgang (2, 6) gewtirfelt, so nimmt die Zufallsvariable S den Wert S(2,6) = 8
an. Ein weiteres Beispiel ist die Zufallsvariable M := max(X7, X5), die die grofsere der beiden
Augenzahlen beschreibt. Als Funktion auf €2 ist M durch die folgende Vorschrift definiert:

M(ay,as) = max(ay,az) (“grokere Augenzahl”).

Wird z.B. der Ausgang (2, 6) gewiirfelt, so nimmt die Zufallsvariable M den Wert M (2,6) = 6
an.

Beispiel 1.7.4. Es sollte stets eine klare Trennlinie zwischen den Begriffen “Ereignis” und
“Zufallsvariable” gezogen werden. Fiir ein Ereignis gibt es nur zwei Moglichkeiten: es tritt
ein oder es tritt nicht ein. Fiir eine Zufallsvariable gibt es hingegen typischerweise mehrere
Moglichkeiten, namlich alle Zahlenwerte, die diese annehmen kann. Betrachten wir beispiel-
haft wieder das zweimalige Wiirfeln. Dann ist die “Augensumme” S an sich kein Ereignis,
sondern eine Zufallsvariable, die die Werte 2,3,...,12 annehmen kann. Hingegen ist eine
Aussage iber die Werte der Augensumme (oder eine Bedingung an diese Werte) ein Er-
eignis. Z.B. konnen wir das Ereignis “die Augensumme ist mindestens 10” betrachten. Fiir
dieses benutzen wir dann die Notation

(S > 9} = {(ar,as) : a1 +az > 9} = {(6,6), (6,5), (6,4)(5,6), (5,5), (4, 6)}.

Analog ist “die grofere der beiden Augenzahlen” eine Zufallsvariable (die wir mit M be-
zeichnet haben) jedoch kein Ereignis. Ein Ereignis entsteht, wenn wir eine Bedingung an
die Werte von M stellen, etwa “die grofsere der beiden Augenzahlen ist gleich 3”. Fiir dieses
Ereignis benutzen wir die Notation

{M =3} = {(ai1, as) : max(ay,a2) =3} = {(3,1),(3,2),(3,3)(1,3),(2,3) }.

Beispiel 1.7.5 (Indikatorvariablen). Wir kénnen jedem Ereignis eine Zufallsvariable zuord-
nen, die den Wert 1 annimt, wenn dieses Ereignis eintritt, und den Wert 0 sonst.
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( N
Definition 1.7.6. Sei A C (2 ein Ereignis. Die Indikatorvariable von A ist die Zu-
fallsvariable 14 : Q — {0, 1}, die wie folgt definiert wird:

14(w) 1, fallswe A,
w) =
4 0, fallsw¢ A.

(. J

Fiir beliebige Ereignisse A, B C () gelten folgende Eigenschaften:

lang =14 1p.

Taun :maX{llA,ILB} =14+1g—14-15.
lyup=1la+1p falls AN B =g.

Iaap = 14+ 1p mod 2 fiir beliebige A und B.
ILAJr]lAc:lund ILA-]lAc:O.

Den Nachweis iiberlassen wir deem Leser als Ubung.

Die Verteilung einer Zufallsvariable ist die Angabe der Werte, die diese Zufallsvariable
annehmen kann, sowie der Wahrscheinlichkeiten, mit denen diese Werte angenommen
werden.

Beispiel 1.7.7. Beim einmaligen Wiirfeln konnen wir die Verteilung der Zufallsvariable
X :=“Augenzahl” beschreiben, indem wir sagen, dass diese Zufallsvariable Werte 1,2,...,6
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/6 annimmt:

PX=1=PX=2=...=P[X =6] = -

Am Einfachsten beschreibt man die Verteilung mithilfe der sogenannten Zéhldichte.

( N

Definition 1.7.8. Sei X : 2 — R eine beliebige Zufallsvariable. Die Z&ahldichte von
X ist die Funktion px : R — [0, 1] mit

px(y) = PIX =y] =Pl{w € Q: X(w) = y}].
Mit anderen Worten ist px(y) die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X den

Wert y annimmt.
. J

Beispiel 1.7.9. Fiir die Augenzahl beim Rollen eines fairen Wiirfels ist die Zahldichte ge-
geben durch

1/6, fallsy e {1,...,6},

p(y) = {0/ yed )
, sonst.

Der Graph der Zahldichte sieht wie folgt aus:

Beispiel 1.7.10. Es sei S die Augensumme beim Wiirfeln mit 2 fairen Wiirfeln. Wir be-
stimmen die Zahldichte von S.
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Lésung. Die Grundmenge dieses Experiments ist = {1,...,6}? mit # = 36. Die Menge
der Werte, die S annehmen kann, ist {2,3,...,12}. Nun bestimmen wir die Zéhldichte von

S:

1

N =P[S=2 = —

pS( ) [ ] 36’

2

3)=PS=3]=—

ps(3) =PIS =3 = —
(M =Pls =7 =5

Ds - - - 367

(11) =P[S =11] = 2

Ps - - - 367
1

12) =PS =12] = —.

ps(12) =P =35

Zusammenfassend gilt
pl falls y € {2,...,7}
— 36 Y ) ) Y
ps(y) {% falls y € {7,...,12}.
6/36
5/36 5/36
4/36 4136
3/36 3/36

2/36 [ I 2/36
1/36 1/36
e 1] [ 1]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Beispiel 1.7.11. Sei A C 2 ein Ereignis und 14 die Indikatorvariable von A. Fiir die
Zahldichte dieser Indikatorvariable gilt

- ]P)[A]v Yy = 07
p(y) = § PlA], y=1,
0, sonst,.

Bemerkung 1.7.12. Fiir die Zahldichte einer beliebigen Zufallsvariable Z gelten stets die
folgenden zwei Eigenschaften:

e pz(y) € [0,1] fiir alle y € R.
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i ZyGRpZ(y) =1

Aufgabe 1.7.13. Man wirft zwei faire Wiirfel und bezeichnet mit X; und Xs die Augen-
zahlen. Bestimmen Sie die Zahldichten der folgenden Zufallsvariablen:

(a) Die grofere Augenzahl max (X, Xs).

(b) Die kleinere Augenzahl min(X1, Xo2).

(c) Die Differenz der Augenzahlen X; — Xo.

(d) Der Betrag der Differenz der Augenzahlen |X; — X5].

1.8. Erwartungswert

Beispiel 1.8.1. Wir betrachten ein Gliicksspiel, bei dem man mit Wahrscheinlichkeit 1/5
eine Summe von 100 Euro gewinnt und mit Wahrscheinlichkeit 4/5 einen Betrag von 30
Euro verliert. Wieviel gewinnt oder verliert man im Durchschnitt? Ein Laie kdnnte wie folgt
argumentieren. In 5 Runden eines solchen Spiels gewinnt man “im Durchschnitt” einmal und
verliert “im Durchschnitt” viermal. Also gewinnt man in fiinf Runden “im Durchschnitt”
1-100 —4-30 = —20 Euro. In einer Runde gewinnt man somit durchschnittlich —20/5 = —4
Euro.

Diese Uberlegung kénnen wir zur Definition des Erwartungswerts ausbauen, der den “durch-
schnittlichen Wert” einer Zufallsvariable darstellt. Wir betrachten eine Zufallsvariable X :
Q) — R mit n Werten y1, s, ...,y,. Diese kann z.B. den Gewinn in einem Gliicksspiel mo-
dellieren. Die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert y; annimmt, sei mit p; := P[X = y]
bezeichnet:

Werte von X : y1 y2 ... Yn
Wahrscheinlichkeiten :  p; ps ... pp.

Definition 1.8.2. Der Erwartungswert von X ist die Zahl

de "
EXi%wﬁnn+mmz§)w@ (1.8.1)
1=1

Der Erwartungswert ist also eine gewichtete Summe der Werte der Zufallsvariable, wobei
jeder Wert mit seiner Wahrscheinlichkeit gewichtet wird. Je “wahrscheinlicher” ein Wert ist,
umso starker wird er beriicksichtigt.

Beispiel 1.8.3. Wir werfen einmal einen fairen Wiirfel und bezeichnen mit X die Augenzahl.
Die moglichen Werte von X sind 1,2,3,4,5,6, und jeder Wert hat Wahrscheinlichkeit %.
Somit gilt fiir den Erwartungswert von X:

1 1 1 1 1 1 1
EX=—-1+=-24—--3+—-44+—--5+—--6==(1+... = 3.5.
s ltg +63+6 +65+66 6(+ +6) = 3.5

Viele Anfanger definieren den Erwartungswert als “den wahrscheinlichsten Wert einer Zu-
fallsvariable”. Dieses Beispiel zeigt, dass diese Definition falsch ist: der Wert 3.5 wird gar
nicht angenommen und somit sicherlich nicht der wahrscheinlichste Wert.
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Beispiel 1.8.4. Sei A C (2 ein Ereignis und 14 die Indikatorvariable von A. Diese nimmt
den Wert 1 genau dann an, wenn das Ereignis eintritt. Ansonsten nimmt sie den Wert 0 an.
Demnach gilt:

E[14] = 0- (1 - P[A]) + 1 P[A] = P[A].

Der Erwartungswert einer Indikatorvariable ist somit die Wahrscheinlichkeit des entspre-
chenden Ereignisses.

( )

Satz 1.8.5 (Linearitidt des Erwartungswerts).
(a) Seien XY : ) — R Zufallsvariablen. Dann gilt

E[X+Y]=EX +EY. (1.8.2)
(b) Sei X : Q — R eine Zufallsvariable und a € R eine Konstante. Dann gilt
E[aX] = aEX. (1.8.3)
. J
Beweis von (a). Wir bezeichnen die Werte von X mit xy,...,x,. Die Werte von Y seien
analog mit q,...,¥y,, bezeichnet. Es sei A; ein Ereignis, das genau dann eintritt, wenn X

den Wert z; annimmt, d.h.
A ={X=x} ={weQ: X(w) =z}, i=1,...,n.

Die Ereignisse Ay, ..., A, sind disjunkt, d.h. A, N A; = @ fiir alle 7 # j. Auferdem ist die
Vereinigung dieser Ereignisse ). Der Erwartungswert von X ist definitionsgemafs

i=1

Analog verfahren wir mit der Zufallsvariable Y. Sei B; das Ereignis, das genau dann eintritt,
wenn Y den Wert y; annimmt, d.h.

Bi={Y =y} ={we: YW=y}, J=1L...,m

Die Ereignisse By, ..., By, sind disjunkt, d.h. B, N B; = @ fiir alle ¢ # j. Die Vereinigung
dieser Ereignisse ist 2. Der Erwartungswert von Y ist somit

EY =) yP(Bj].
j=1

Wir haben also zwei disjunkte Zerlegungen von 2, ndmlich Q@ = A; U...U A, und Q) =
ByU...U B,,. Es folgt, dass auch die Zerlegung

a=JUans)

i=1j=1

disjunkt ist.
Nun schauen wir uns die Zufallsvariable X +Y an. Auf dem Ereignis A; N B; nimmt X den
Wert p; und Y den Wert ¢; an. Somit nimmt die Zufallsvariable X 4+ Y den Wert p; + ¢; an.
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Fiir den Erwartungswert von X + Y erhalten wir

E[X +Y] = ZZ (z; + y;)P[A; N By]

i=1 j=1
=33 wPAn B+ >0 yPlAN B)]
i=1 j=1 i=1 j=1

=% Y PIANB]+ Y 5 > PlANB].
i1 =1 j=1 =1

Nun bilden die Ereignisse A;NBy, A;NBs, ..., A;NB,, eine disjunkte Zerlegung des Ereignisses
A;. Es gilt also

f: P[A; N B;] = P[A)].

Analog bilden die Ereignisse A; N Bj, Ay N By, ..., A, N B; eine disjunkte Zerlegung des
Ereignisses B;. Also gilt

i P[A; N B;] = P[B,].

Setzen wir beide Identitéten in die Formel fiir E[X + Y] ein, so erhalten wir

E[X +Y] = Zm —I—Zy] — EX + EY,
was den Beweis abschlieft. O
Beweis von (b). Ubung. O
Bemerkung 1.8.6. Der eben bewiesene Satz gilt auch fiir n Summanden: sind Xy, ..., X, :

2 — R integrierbare Zufallsvariablen, so ist auch die Summe X; + ...+ X, integrierbar und
es gilt
EX:+...+ X,] =E[Xi] +... + E[X,].

Beispiel 1.8.7. Wir wiirfeln n-mal mit einem fairen Wiirfel. Sei X; die Augenzahl bei
Wurtf 7, wobei ¢ = 1,...,n. Essei § = X; + ...+ X,, die Augensumme. Dann gilt fiir den
Erwartungswert von S:

ES=EX;+...+EX,, =n-EX; =35 n.

Aufgabe 1.8.8. Betrachten Sie das folgende Wiirfelspiel: Man darf sich aus einem groften
Vorrat an fairen Wiirfeln beliebig viele herausgreifen, um sie dann zu werfen. Ist eine Sechs
unter den geworfenen Augenzahlen, so gewinnen Sie nichts, andernfalls bekommen Sie die
geworfene Augensumme in Euro ausgezahlt. Es sei X die Zufallsvariable, die Thren zufélligen
Gewinn in diesem Spiel beschreibt.

(1) Bestimmen Sie den erwarteten Gewinn a,, = EX in Abhéngigkeit von der Anzahl
n der herausgegriffenen Wiirfel.
(2) Wieviele Wiirfel wiirden Sie nehmen, um den erwarteten Gewinn zu maximieren?

KKKk ok ok ok ok sk sk ok sk kokokoskokoskoskoskoskoskokokokok Verschieben”'
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Beispiel 1.8.9 (Lotto). In einer Urne liegen 49 nummerierte Kugeln, es werden 6 Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen. Wir tippen auf 6 verschiedene Kugeln. Es sei S die Anzahl der

Richtigen. Bestimme den Erwartungswert von S.

Losung. Wir tippen oBdA auf die Kombination {1,...,6}.
variablen

X 1, falls Kugel i gezogen wurde,
e 0, sonst,

Fiir den Erwartungswert von X; gilt:

EX; =PIX; =1] = 5557 = %=1

Dann definieren wir die Zufalls-

i=1,...,6.

_6
497

Die Anzahl der Richtigen ist dann S = X; + ... + Xg. Mit Satz 1.8.5 gilt fiir den Erwar-

tungswert von S:

6
ES=EX;+...+EX; =6

1.9. Unabhéangigkeit???

Zwei Gegenstdnde werden geworfen...
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KAPITEL 2

Kombinatorik und diskrete Verteilungen

Kombinatorik ist die Kunst des Abzéhlens von Kombinationen von Objekten. Wir beginnen
mit einem Beispiel.

2.1. Geburtstagsproblem

Beispiel 2.1.1 (Geburtstagsproblem). In einem Raum befinden sich £ = 200 Studenten.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass es eine “Kollision” der Geburtstage gibt, d.h. dass
es im Raum mindestens 2 Studenten gibt, die am gleichen Tag Geburtstag feiern?

Losung. Zuerst beschreiben wir die Grundmenge. Es gibt n = 365 Tage im Jahr (Schalt-
jahre werden vernachléssigt), die wir mit 1,...,n nummerieren. Das uns interessierende
Zufallsexperiment besteht darin, dass k = 200 Personen ihre Geburtstage auf einen Zettel
schreiben. Die Ausgénge dieses Experiments sind Listen (ay, ..., ax), wobei die Komponente
a; € {1,...,n} den Geburtstag der i-ten Person angibt. Die Grundmenge ist die Menge aller
moglichen Listen, also

Q={1,....n} ={(a1,...,a) :a; € {1,...,365} fiir alle i = 1,... k}.

Die Anzahl der Elemente in Q ist # = n*. Es sei bemerkt, dass die Geburtstage der ver-
schiedenen Personen unabhéngig voneinander sind, so dass es sich um ein Produktexperiment

handelt.

Wir gehen in dieser Losung davon aus, dass alle Tage im Jahr als Geburtstage gleichwahr-
scheinlich sind, so dass es sich um ein Laplace-Experiment handelt und alle n* Ausginge
gleichwahrscheinlich sind.

Nun definieren wir das uns interessierende Ereignis
A = “mindestens zwei Studenten haben am selben Tag Geburtstag”.

Das direkte Abzéhlen der Elemente in A ist schwierig, deshalb betrachten wir das Gegener-
eignis
A€ = “keine zwei Studenten haben am selben Tag Geburtstag”.

Aquivalent kann man A° auch so beschreiben:
A° = “alle Studenten haben Geburtstage an verschiedenen Tagen”.

Um die Anzahl der Ausgénge im Ereignis A° zu berechnen, gehen wir wie folgt vor. Wir
mochten die Anzahl der Moglichkeiten bestimmen, fiir alle Studenten Geburtstage auszu-
wahlen, so dass keine zwei Geburtstage gleich sind. Der erste Student hat fiir seinen Ge-
burtstag n Moglichkeiten, der zweite hat n — 1 Moglichkeiten, usw. Der letzte, k-te Student,
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hat (n — k + 1) Moglichkeiten. Diese Moglichkeiten kénnen beliebig miteinander kombiniert
werden, also

#A=n-(n—1)-...-(n—k+1).
Somit gilt fiir das Gegenereignis
#A° nn—-1)-...-(n—k+1)

PlA7 = #Q - nk

Fiir das Ereignis A erhalten wir

nn—1)-...-(n—k+1)

PA]=1-P[A]=1— : (2.1.1)
Fir k£ = 23 Studenten gilt iiberraschenderweise P[A4] = 0.507297... > 0.5. Fiir £ = 200
Studenten gilt

P[A] = 0.9999999999999999999999999999983898744815 . . . U

Aufgabe 2.1.2. Wieviele verschiedene Funktionen f : {1,...,k} — {1,...,n} gibt es?
Wieviele Funktionen sind injektiv?

Bemerkung 2.1.3. In Wirklichkeit zeigen die empirischen Daten, dass die Geburtstage
iiber das ganze Jahr nicht uniform verteilt sind und dass nicht einmal die verschiedenen
Wochentage gleichwahrscheinlich sind. Man kann allerdings zeigen, dass bei nicht uniform
verteilten Geburtstagen die Kollisionswahrscheinlichkeit noch grofer als der oben berechnete
Wert ist, siche z.B. A. G. Munford “A Note on the Uniformity Assumption in the Birthday
Problem”, The American Statistician, Volume 31(1977), No. 3 und G. C. Berresford, “The
Uniformity Assumption in the Birthday Problem”, Mathematics Magazine, Vol. 53 (1980),
No. 5, pp. 286-288.

Aufgabe 2.1.4 (Asymptotische Version des Geburtstagsproblems). Es sei

nn—1)-...-(n—k+1)

n
die Kollisionswahrscheinlichkeit im Geburtstagsproblem mit beliebigen n und k. Sei k =
[ay/n] mit einem konstanten a > 0. Zeigen Sie, dass

lim p(n,k)=1-— e 9’/2,

n—oo
Abschweifung. Das Geburtstagsproblem hat eine gewisse Bedeutung in der Kryptogra-
phie, denn es beschreibt die Wahrscheinlichkeit einer erfolgreichen “birthday attack” auf eine
Hashfunktion. Eine Hashfunktion H : {1,...,M} — {0,1}¢ ordnet jeder der M mogli-
chen “Nachrichten” einen “Hash” zu. Dabei ist M typischerweise viel groRer als 2¢, so dass
die Funktion nicht injektiv ist. Eine der Anforderungen, die man an eine gute Hashfunk-
tion stellt, ist, dass es rechnerisch “schwierig” sein sollte, zwei Argumente m’ und m” mit
H(m') = H(m") zu finden (obwohl solche Argumente, wie gerade erwédhnt wurde, existieren).
Beim “birthday-attack” versucht ein Hacker, zwei solche Argumente zu finden, indem er &
zuféllige Nachrichten m;q, ..., my erzeugt und die entsprechenden Werte der Hashfunktion
berechnen lasst. Die Attacke ist erfolgreich, wenn es dabei eine Kollision gibt, d.h. wenn
H(m;) = H(m;) fiir mindestens ein Paar ¢ # j gilt. Geht man davon aus, alle Werte der
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Hashfunktion gleichwahrscheinlich sind, so zeigt die obige Aufgabe, dass fiir k& = 2¢/2 die At-
tacke mit einer Wahrscheinlichkeit von ~ 1 — e~'/2 ~ 0.39 erfolgreich ist. Bei nicht uniform
verteilten Werten der Hashfunktion ist die Erfolgswahrscheinlichkeit noch grofier, s. Bemer-
kung 2.1.3. Der Wert von £ sollte so grof sein, das eine solche Attacke in einer verniinftigen
Rechenzeit nicht mdglich ist.

2.2. Vier Urnenmodelle

Viele Probleme der Wahrscheinlichkeitstheorie lassen sich auf sogenannte Urnenmodelle zu-
riickfiihren. Es sei eine Urne mit n Béllen gegeben. Die Bélle seien mit 1,...,n beschriftet.
Wir betrachten ein Zufallsexperiment, bei dem k& Mal jeweils ein Ball aus der Urne gezogen
und seine Nummer notiert wird. Beim Ziehen der Bélle gibt es 2 Mo6glichkeiten:

e die Bille werden mit/ohne Zuriicklegen gezogen.
Beim Ziehen mit Zuriicklegen wird nach jeder Ziehung der gezogene Ball zuriick in die Urne

gelegt. Dabei kann also ein Ball mehrmals aus der Urne gezogen werden. Beim Ziehen ohne
Zuriicklegen wird jeder Ball h6chstens einmal gezogen.

Beim Notieren der Nummern der Bille gibt es ebenfalls 2 Moglichkeiten:
e die Nummern werden mit/ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge notiert.

Dabei bedeutet “Notieren mit Reihenfolge”, dass zwei Ausgéinge des Experiments auch dann
als unterschiedlich angesehen werden, wenn sie sich nur durch die Reihenfolge der gezogenen
Balle unterscheiden.

Insgesamt ergeben sich 2 x 2 = 4 Urnenmodelle, die wir nun einzeln betrachten werden.

Modell 1: Ziehen mit Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge.
Bei diesem Modell ziehen wir k-Mal aus einer Urne mit n Béllen. Nach jeder Ziehung wird
der gezogene Ball zuriick in die Urne gelegt. Die Nummern der gezogenen Bélle werden als
eine Liste (aq, ..., a) notiert, wobei a; fiir die Nummer des bei der i-ten Ziehung gezogenen
Balls steht. Die Grundmenge kann somit wie folgt dargestellt werden:

Q={(ar,....ax) 1 a1,...,a, € {1,...,n}}.
Es gilt also # = n*. Man beachte:

e In der Liste sind Wiederholungen mdglich, d.h. es ist moglich, dass a; = a; (wir
Ziehen nédmlich mit Zuriicklegen).
e Zwei Listen, die sich durch die Reihenfolge unterscheiden, entsprechen verschiedenen
Ausgéngen, etwa (5,6,2) # (2,5,6) (wir notieren mit Reihenfolge).
Alternativ konnen wir den Ausgang des Experiments durch eine Funktion f: {1,...,k} —
{1,...,n} kodieren, wobei f(7) fiir die Nummer des bei der i-ten Ziehung gezogenen Balls
steht. Die Grundmenge ist die Menge aller Funktionen:

Q={f:{1,... k} = {1,...,n}}.
Bei diesem Modell handelt es sich um ein Produktexperiment: das Ziehen eines Balls aus
einer Urne mit n Ballen wird & Mal unter gleichen Bedingungen wiederholt.

Beispiel 2.2.1. k-maliges Wiirfeln. Man stelle sich eine Urne mit 6 Béllen 1,...,6 vor.
Anstatt einmal zu wiirfeln kann man auch einen Ball aus dieser Urne ziehen. Anstatt k-mal
zu wiirfeln, kann man das Ziehen k-mal wiederholen. Da eine Augenzahl mehrmals gewtirfelt
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werden kann, miissen die Bélle zuriick in die Urne gelegt werden. Beim Wiirfeln miissen die
Ausgénge “zuerst 1 gewiirfelt, dann 2” und “zuerst 2 gewiirfelt, dann 1”7 als unterschiedlich
angesehen werden. Also wird die Reihenfolge beriicksichtigt.

Beispiel 2.2.2. Ebenso kann das k-malige Werfen einer fairen Miinze als ein Urnenmodell
mit 2 Béllen angesehen werden.

Beispiel 2.2.3. k£ Personen nennen ihre Geburtstage. Die moglichen Geburtstage kénnen
als n = 365 Bille dargestellt werden.

Modell 2: Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge.
“Ziehen ohne Zuriicklegen” heifit, dass ein aus der Urne gezogener Ball nicht mehr in die Urne
gelegt wird. Insbesondere kann jeder Ball héchstens einmal gezogen werden. Die Ausgénge
sind also Listen (ay,...,ax), in denen es keine Wiederholungen gibt. Die Grundmenge kann
wie folgt dargestellt werden:

Q={(a1,...,ar) 1 a; € {1,...,n}, und a; # a; fiir ¢ # j}.

Alternativ konnen wir die Ausgénge durch Funktionen f: {1,...,k} — {1,...,n} kodieren,
die jeden Wert hochstens einmal annehmen. Die Grundmenge ist also

Q={f:{1,...,k} = {1,...,n} : f is injektiv}.

Die Anzahl der Ausgidnge kann wie folgt bestimmt werden. Fiir den ersten gezogenen Ball
gibt es n Moglichkeiten, fiir den zweiten n — 1, fiir den dritten n — 2, usw. Fiir die letzte
Ziehung gibt es n — k + 1 Moglichkeiten. Somit gilt

#Q=nn—1)...-(n—k+1) % (n),.
Diese Uberlegung funktioniert nur fiir & < n. Fiir k > n ist das Experiment nicht moglich:
wir konnen nicht mehr Bélle ziehen, als es in der Urne gibt.

Definition 2.2.4. Die Zahl n(n—1)-... - (n—k+ 1) heift die fallende Faktorielle und
wird mit (n); bezeichnet.

Permutationen. Im Spezialfall wenn £ = n wird jeder Ball aus der Urne genau einmal
gezogen, es geht nur darum, in welcher Reihenfolge das geschieht. Die Ausginge sind somit
Mogliche Permutationen von n Béllen. Zum Beispiel gibt es fiir n = 3 Bille folgende 6
Moglichkeiten:

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1).

Die Anzahl der Permutationen von n unterscheidbaren Objekten ist
n=1-2-3-4...-n.
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Das kann man wie folgt begriinden: an die erste Stelle kann man n mdogliche Objekte stellen,
fiir die zweite Stelle kann man aus (n — 1) moglichen Objekten auswéhlen, usw.

Modell 3: Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfol-
ge. Am Einfachsten stellt man sich vor, dass man k Balle aus einer Urne mit n Béllen mit
einem Griff zieht. Das Ergebnis ist dann eine k-elementige Teilmenge A = {ay,...,a;} von
{1,...,n}. Man beachte, dass die Elemente a; paarweise verschieden sind (da wir ohne Zu-
riicklegen ziehen) und dass zwei Ausgénge, die sich nur durch die Reihenfolge unterscheiden,
als gleich gelten (da wir die Reihenfolge der Ziehungen nicht beriicksichtigen). Zum Beispiel
sind folgende Ausgénge gleich:

{5,6,3} =1{5,3,6} ={6,3,5} = {6,5,3} = {3,5,6} = {3,6,5}.
Die Grundmenge kann wie folgt dargestellt werden:
Q={AcC{l,....,n}: #A=k}.

Die Anzahl der Elemente in 2 kann wie folgt bestimmt werden. Zuerst konnen wir wie in
Modell 2, also mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen ziehen. Es gédbe dann (n); Ausgénge.
Nun miissen wir aber die Reihenfolge vergessen. Das heifst, wir miissen Ausgénge, die sich
nur durch Permutationen unterscheiden, identifizieren (z.B. miissen die 6 Permutationen von
(5,6,3) zu einem Ausgang identifiziert werden). Da man k! Permutationen von k Elementen
hat, werden jeweils k! Ausgénge zu einem Ausgang zusammengefasst. Es gilt also

(n)k:n(n—l)-...-(n—k—i—l)
k! k!

#Q =

4 N
Definition 2.2.5. Der Binomialkoeffizient (’]:) ist die Anzahl der k-elementigen Teil-
mengen einer n-elementigen Menge:

n\ dfnn—1)-...-(n—k+1) n!
k) k! ~ kl(n—k)!

Beispiel 2.2.6. Aus einer Klasse mit 20 Schiilern sollen 10 Schiiler fiir die Teilnahme an

einer Reise ausgewihlt werden. Dafiir gibt es (fg) Moéglichkeiten.

Beispiel 2.2.7 (Lotto). Aus eine Urne mit 49 Kugeln mit den Nummern 1,2, ..., 49 werden
6 Kugeln ohne Zurticklegen gezogen. Um zu gewinnen, muss man die Nummern der gezogenen
Kugeln erraten. Man tippt auf eine Kombination, etwa auf (1,2, ...,6). Wie wahrscheinlich
ist das Ereignis

A =“man hat die richtige Kombination getippt”.
Die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, muss beim Lotto nicht erraten werden.
Losung 1. Stellen wir uns vor, dass alle 6 Kugeln gleichzeitig, mit einem Griff, aus der

Urne gezogen werden. Es wird also eine 6-elementige Teilmenge von {1,2,...,49} zufillig
ausgewahlt.

2 = Menge aller 6-elementigen Teilmengen von {1,...,49}.
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Es gilt somit #Q = (469). Nur eine Kombination (némlich, {1,2,...,6}) fiihrt dazu, dass man
gewinnt. Somit gilt #4 = 1 und
C#A 1 1

C#Q (V) 13983816

=17,15-107%.

P[A]

Losung 2. Stellen wir uns vor, dass die Kugeln nacheinander gezogen werden und die
Nummern der Kugeln mit Beriicksichtigung der Reihenfolge notiert werden. Es gilt dann

) = Menge aller geordneten 6-elementigen Teilmengen von {1, ...,49}.

Es gilt #Q = (49) = 49-48-...-44. Nun fithrt aber nicht nur die Kombination (1,2, 3,4, 5, 6)
zum Gewinn, sondern zum Beispiel auch die Kombination (2,1, 3,4,5,6), genauso wie jede
andere Permutation von (1,...,6). Es gibt 6! solche Permutationen, also #A4 = 6!. Wir
erhalten

#A 6! 1 1 _g
P[A] = = = = =7,15-107°.
4] #Q  49-48-...-44 (469) 13983816 ’
Beide Losungen liefern also das gleiche Ergebnis. 0

Beispiel 2.2.8 (Fortsetzung). Im Jahre 1995 wurde beim Lotto “6 aus 49” nach 40 Jahren
und 3016 Ziehungen eine Gewinnreihe zum zweiten Mal gezogen. Handelt es sich um eine
Sensation?

Losung. Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir das folgende Experiment: es wird
3016 Mal eine 6-elementige Teilmenge (Gewinnreihe) aus einer 49-elementigen Menge zufillig
gezogen. Uns interessiert die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

A := “Bei mindestens 2 der 3016 Ziehungen wurde die gleiche 6-elementige Menge gezogen”.

Nun kann man kann genauso wie beim Geburtstagsproblem vorgehen. Das Komplement von
A lautet

A° :="“Bei den 3016 Ziechungen wurden verschiedene 6-elementige Mengen gezogen”.

Die Wahrscheinlichkeit von A€ ist
n—1)...(n—k+1)
nk

IED[AC] — n( ,
wobei k = 3016 die Anzahl der Ziehungen und n = (469) die Anzahl der Gewinnreihen ist. Es
folgt, dass
nn—1)...(n—k+1)
nk
Diese Wahrscheinlichkeit ist ziemlich grof. Es handelt sich also um keine grofe Sensation.
O

P[A] =1 — ~ 0.278.

Beispiel 2.2.9. In einem Raum gibt es n Platze. Der Raum wird von k& Studenten be-
treten, die die Platze besetzen. Auf einem Platz kann maximal 1 Student sitzen. Wieviele
Sitzmoglichkeiten gibt es?
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Losung. Das Problem ist nicht eindeutig gestellt. Sind die Studenten unterscheidbar, so
handelt es sich um das Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Reihenfolge. Jeder Student “zieht”
sich einen Platz. Ohne Zuriicklegen, denn kein Platz kann zweimal gezogen werden. Mit
Reihenfolge, denn die Studenten sind unterscheidbar: “Student A setzt sich auf Platz 1 und
Student B auf Platz 2”7 ist ein anderer Ausgang, als “Student A setzt sich auf Platz 2 und
Student B auf Platz 17. Es gibt (n); Kombinationen.

Sind die Studenten ununterscheidbar, so handelt es sich um das Ziehen ohne Zuriicklegen und
ohne Reihenfolge. Mit anderen Worten, es wird eine k-elementige Teilmenge von {1,...,n}
ausgewahlt. Das sind dann die Platze, die besetzt werden. Welcher Platz von wem besetzt
wird, spielt keine Rolle, denn die Studenten sind ununterscheidbar. In diesem Fall gibt es

(’;) Kombinationen. O

Aufgabe 2.2.10. Aus einem Kartenspiel mit 52 Karten (darunter 4 Asse) werden 4 Kar-
ten ohne Zuriicklegen zufillig gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle 4
gezogenen Karten Asse sind?

Aufgabe 2.2.11. Aus einem Kartenspiel mit 52 Karten (darunter jeweils 13 in jeder der 4
Farben) werden 4 Karten ohne Zuriicklegen zufillig gezogen. Wie grof ist die Wahrschein-
lichkeit, dass alle 4 Karten die gleiche Farbe haben?

Modell 4: Ziehen ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen. Muss iiberarbeitet wer-
den... Da wir mit Zuriicklegen ziehen, kann ein Ball mehrmals gezogen werden. Da wir ohne
Reihenfolge ziehen, achten wir nur darauf, wie oft jeder Ball gezogen wurde, nicht aber in
welcher Reihenfolge das geschah. Fiir n = 4 Bille und k& = 2 Ziehungen ergeben sich folgende
Moglichkeiten:

(L,1) | (1,2) | (1,3) | (1,4)
(2.2) | (2,3) | (24)
(3:3) | (3:4)
(4,4)
Beachte: Elemente (1,1),...,(4,4) sind présent, denn es wird mit Zuriicklegen gezogen.

Elemente (1,2) und (2, 1) gelten als identisch, denn die Reihenfolge wird nicht beriicksichtigt.
Deshalb haben wir nur (1,2) in der Tabelle aufgefiihrt. Die Grundmenge ist gegeben durch:

Q=A{(ar,...,ax) a1 <ay <...<aga €{1,...,n}}.

Elemente von 2 kénnen als ungeordnete k-elementige Teilmengen von {1,...,n} angesehen
werden, wobei Wiederholungen der Elemente in der Teilmenge erlaubt sind. Im néchsten

Beispiel zeigen wir, dass
n+k—1 n+k—1
Q= = .
o= () =05

Beispiel 2.2.12. k Vogel setzen sich auf n Baume. Mehrfachbesetzungen sind moglich. Die
Vogel sind ununterscheidbar. Wie viele Besetzungen gibt es?
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Losung. Wir werden Vogel als Kreuze darstellen. Vogel, die auf verschiedenen Baumen
sitzen, trennen wir durch eine Trennwand. Gibt es zum Beispiel n = 4 Baume und sitzen auf
diesen Baumen 2, 3,0,1 Vogel, so stellen wir das wie folgt dar:

X X | x x x| x.

Im Allgemeinen haben wir n — 1 Trennwénde (da n Bédume), und k Kreuze (=Vogel). Ins-
gesamt haben wir n + k£ — 1 Elemente. Aus diesen n + k£ — 1 Elementen miissen diejenigen k
Elemente ausgewahlt werden, die Kreuze sind. Die Anzahl der Konfigurationen ist somit

()=

Beispiel 2.2.13. Wieviele Moglichkeiten gibt es, eine Zahl k£ als Summe von n Summan-
den zu schreiben? Reihenfolge der Summanden wird beriicksichtigt, Nullen sind erlaubt.
Beispielsweise kann man k = 4 wie folgt als Summe von n = 2 Summanden darstellen:

4=44+0=3+1=2+2=1+3=0+4.

Losung. Jede Darstellung von k als Summe von n Summanden entspricht genau einer Be-
setzung von n Baumen durch k£ ununterscheidbare Vogel. Dabei entspricht der i-te Summand
der Anzahl der Vogel auf dem i-ten Baum. Somit gibt es ("+I’j_1) Moéglichkeiten. O

Aufgabe 2.2.14. Ein Topf enthalte drei 1-Euro-Miinzen und drei 2-Euro-Miinzen. Es
werden genau drei Miinzen ohne Zuriicklegen gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass in der Summe genau 4 Euro gezogen werden?

Aufgabe 2.2.15. Fiinf Studierende fahren mit einem Auto in den Urlaub. Nur zwei von
ihnen haben einen Fiihrerschein. Wie viele legale Sitzmoglichkeiten gibt es, wenn der Wagen
genau 5 Platze hat? (Plétze sind unterscheidbar).

Aufgabe 2.2.16. Sie wiirfeln 6-mal mit einem fairen Wiirfel. Wie grofs ist die Wahrschein-
lichkeit, dass alle 6 Augenzahlen paarweise verschieden sind?

Aufgabe 2.2.17. Sie wiirfeln 18-mal mit einem fairen Wiirfel. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit kommt jede mdogliche Augenzahl genau dreimal vor?

Aufgabe 2.2.18. In einer Reihe stehen 50 Stiihle. Es sollen 10 Stiihle so ausgewéhlt wer-
den, dass keine zwei davon nebeneinander stehen. Wieviele Moglichkeiten gibt es, solch eine
Auswahl zu treffen?

Aufgabe 2.2.19. Was ist wahrscheinlicher: in 4 Wiirfen mit einem fairen Wiirfel mindes-
tens eine 6 zu erzielen, oder in 24 Wiirfen mit jeweils 2 fairen Wiirfeln mindestens eine
Doppelsechs (d.h. einen Sechserpasch) zu erzielen?

Aufgabe 2.2.20. Zwolf Politiker, darunter auch Frau X und Herr Y, nehmen an einem
runden Tisch vollig zuféllig Platz. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass Frau X und
Herr Y nebeneinander sitzen?

Aufgabe 2.2.21. In einem Topf liegen gut vermischt n Lose, darunter 1 Gewinnlos und
n — 1 Nieten. In einer Warteschlange stehen n Personen, darunter auch Sie, die eine nach
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der anderen die Lose (ohne Zuriicklegen) aus dem Topf ziehen. Sie wollen das Gewinnlos
ziehen. Was ist besser: als erste oder als letzte Person in der Warteschlange zu stehen?

Eigenschaften der Binomialkoeffizienten. Wir erinnern, dass der Binomialkoeffizient

(1) = m

die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge angibt. Die Binomial-
koeffizienten lassen sich im sogenannten Pascal’schen Dreieck darstellen:

n=>0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=23 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=2>9 1 5) 10 10 5) 1
n==~0 1 6 15 20 15 6 1
In der n-ten Reihe stehen die Zahlen (’11), (;‘), - (nﬁl), (Z) Man merkt, dass das Pascal’sche

Dreieck symmetrisch beziiglich der vertikalen Achse ist:

BEWEIS. Jeder k-elementigen Teilmenge von {1,...,n} ihr Komplement zugeordnet werden
kann, das n — k Elemente besitzt. Dies stellt eine Bijektion zwischen der Menge der k-
elementigen Teilmengen und der Menge der (n — k)-elementigen Teilmengen, woraus folgt,
dass die beiden Mengen gleich viele Elemente haben. 0

Aufserdem merkt man, dass im Pascal’schen Dreieck jede Zahl mit der Summe der zwei
dariiberstehenden Zahlen iibereinstimmt:

()= ()= G)

BEWEIS. Einerseits ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} gleich (7).
Andererseits kann diese Anzahl wie folgt bestimmt werden. Die k-elementigen Teilmengen
teilen sich in zwei disjunkte Klassen auf:

e Teilmengen, die das Element n beinhalten. Aufserdem muss eine solche Teilmenge

k — 1 Elemente aus {1,...,n — 1} beinhalten, also gibt es insgesamt (Zj) solche
Teilmengen.

e Teilmengen, die das Element n nicht beinhalten. Eine solche Teilmenge muss k Ele-

mente aus der Menge {1, ...,n—1} beinhalten. Also gibt es (";1) solche Teilmengen.

Insgesamt gibt es also (Zj) + (";1) k-elementige Teilmengen von {1,...,n}. Diese Zahl muss

mit (Z) iibereinstimmen. O

Die Binomialkoeffizienten tauchen im binomischen Lehrsatz auf:

(z+y)" = i (Z) o T

k=0
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Aufgabe 2.2.22. Zeigen Sie: Die n-te Zeilensumme im Pascal’schen Dreieck ist 27, d.h.

" /n
= 2"
> (1)
k=0
Zeigen Sie, dass sie entsprechende alternierende Summe verschwindet:

- n
Z(—l)k< ) = 0.
k=0 k
Aufgabe 2.2.23. Es sei f( die n-te Ableitung der Funktion f. Zeigen Sie, dass
n n -
(f9)™ =" <k> ARN
k=0

Aufgabe 2.2.24. Zeigen Sie, dass

sin(nz) = <T> (cosz)" L sinz — <§> (cos )" 3(sinz) + (Z) (cosz)"P(sinz)® — ...,

n

cos(nz) = cos™ x — (Z) (cosz)" 2(sinz)? + ( 4> (cos )" 4(sinz)t — . ...

2.3. Hypergeometrische Verteilung

Beispiel 2.3.1 (Hypergeometrische Verteilung). Betrachte einen Teich, in dem n Fische
schwimmen. Von den Fischen seien n; rot und ns gelb, mit n; + ny, = n. Ein Fischer fingt
k verschiedene Fische (ohne Zuriicklegen). Betrachte das Ereignis

A = “es wurden genau k; rote Fische gefangen (und somit ky := k — ky gelbe)”.

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit von A?

Losung. Die Grundmenge (2 ist die Menge aller k-elementigen Teilengen von {1,...,n}.

Somit gilt
n
Q= :

Nun bestimmen wir die Anzahl der Elemente in A. Damit A eintritt, muss der Fischer k;
rote und ks gelbe Fische fangen. Er kann sich aus der Menge der roten Fische k; Fische
aussuchen, dafiir gibt es (Zi) Moglichkeiten. Dann kann er sich aus der Menge der gelben

Fische ks Fische aussuchen, dafiir gibt es (Z;) Moglichkeiten. Da man jede Auswahl der roten
Fische mit jeder Auswahl der gelben Fische beliebig kombinieren kann, ergibt sich fiir die

Anzahl der Elemente in A:
nq N9
A= . .
# <k> (k)

Fir die Wahrscheinlichkeit von A erhalten wir dann
A (@)@
#4 ()
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Diese Formel nennt man die hypergeometrische Verteilung. Genauer: man sagt, dass die
Anzahl der roten Fische, die der Fischer gefangen hat, eine hypergeometrische Verteilung
hat.

Beispiel 2.3.2 (Lotto). Es werden 6 Kugeln aus einem Topf mit 49 nummerierten Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen. Man darf auf 6 verschiedene Nummern tippen. Bestimme die
Wahrscheinlichkeit von

A =“man hat genau 3 Nummern richtig getippt”.

Auf die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, wird beim Lotto nicht getippt.

Losung. Kugeln = Fische. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit tippen wir auf die Kugeln
1,2,...,6. Das sind die roten Fische. Alle anderen Kugeln, ndmlich 7, ..., 49, sind die gelben
Fische. Die Kugeln liegen in der Urne (= die Fische schwimmen im Teich). Es werden 6
Kugeln zufillig ohne Zuriicklegen gezogen (= 6 Fische gefangen). Wir interessieren uns fiir
die Wahrscheinlichkeit, dass unter diesen 6 Fischen genau 3 rot sind. Es ergibt sich

() - (5)
P[A] = W ~ 0.01765.
Wir kénnen das Beispiel mit den Fischen verallgemeinern.

Beispiel 2.3.3 (Eine allgemeinere Form der hypergeometrischen Verteilung). Wir betrach-
ten einen Teich mit n Fischen. Jeder Fisch habe eine der » > 2 Farben. Es gebe im Teich
ny Fische von Farbe 1, ny Fische von Farbe 2, ..., n, von Farbe r, wobei n; + ... 4+ n, = n.
Ein Fischer fangt ohne Zuriicklegen k& Fische. Man bestimme die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses

A = “es wurden k; Fische von Farbe 1,

ks Fische von Farbe 2,

k, Fische von Farbe r gefangen”.

Dabei seien ki, ..., k. gegeben und es gelte k1 + ... + k., = k.

- () o= () - ()

A () ()
#Q2 (;)

Beispiel 2.3.4. Ein Kartenspiel aus 52 Karten wird auf 2 Spieler verteilt, jeder erhilt 26

Karten. Bestimme die Wahrscheinlichkeit von

Losung. Es gilt

Somit erhalten wir

P[A]

A = “Erster Spieler erhélt genau 3 Asse, genau 2 Konige und genau 1 Dame”.

Losung. Die Grundmenge besteht aus allen 26-elementigen Teilmengen einer 52-elementigen
Menge. Diese Teilmenge ist die Menge der Karten, die der erste Spieler bekommt, der zweite
bekommt dann automatisch den Rest. Es gilt somit #€) = (32) Damit A eintritt, muss der
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erste Spieler 3 der 4 Asse, 2 der 4 Konige, 1 der 4 Damen, und 20 der 40 restlichen Karten
bekommen. Somit erhalten wir

y. 4 4 4 40
- \3) \2) \1) \20)°
Die Wahrscheinlichkeit von A ist
4\ 4\ (4 (40
INNCRCHNG)
(6)

Aufgabe 2.3.5. Beim Lotto werden in einer Ziehung 6 Zahlen aus der Menge {1,2,...,49}
ohne Zuriicklegen gezogen. Jemand behauptet: bei der néchsten Ziehung der Lottozahlen

ist es wahrscheinlicher, mindestens eine Zahl aus der letzten Ziehung zu erhalten als aus-
schliefslich neue Zahlen. Stimmt die Behauptung?

2.4. Binomialverteilung und Multinomialverteilung

Beispiel 2.4.1. In einem Teich schwimmen n Fische, davon seien n; rot und ns gelb, mit
ny+ny = n. Es werden k Fische mit Zuricklegen gefangen. Bestimme die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses

A = “Es wurde genau k;-mal ein roter Fisch aus dem Teich gezogen”.

Bemerkung 2.4.2. Definiert man ky = k& — kq, so kann man das Ereignis A auch so be-
schreiben:

A =“Es wurde genau ks-mal ein gelber Fisch aus dem Teich gezogen”.

L6sung. Es handelt sich um eine k-fache Wiederholung (unter gleichen Bedingungen) des
Experiments “ein Fisch wird gezogen, Farbe notiert, Fisch freigelassen”. Somit gilt

Q=1{1,....n}"

Die Anzahl der Ausginge ist #Q = n*. Um die Anzahl der Elemente in A zu bestimmen,
schauen wir uns zuerst ein anderes Ereignis an:

B = “Bei den ersten k; Versuchen wurden rote Fische gefangen

und bei den restlichen ky Versuchen wurden gelbe Fische gefangen”.

Der Unterschied zwischen den Ereignissen A und B besteht darin, dass bei B die Nummern
der Versuche, bei denen rote (bzw. gelbe) Fische gefangen werden sollen, explizit angegeben
sind. Bei A hingegen diirfen diese Nummern beliebig sein. Es gilt

#anl-nl-...~n1-n2-...n2:n’f1 -nSQ.
Somit errechnet sich die Wahrscheinlichkeit von B zu
ki ko
nyt-n
PIB] = L "2
B ="1]
Bei A kann man sich zusétzlich die Versuche, bei denen ein roter Fisch gefangen werden soll,

frei aussuchen. Es gibt dafiir (kkl) = (:2 ) Moglichkeiten. Somit besteht A aus (,fl ) disjunkten
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“Kopien” von B und wir erhalten

k k
pam (1) e () oot

Fiir die Wahrscheinlichkleit von A erhalten wir

pla — (K)ot _ (k ()" ()"
k1 n¥ ky n n
Man sagt, dass die Anzahl der Versuche, bei denen ein roter Fisch gefangen wurde, binomi-
alverteilt ist.

Nun werden wir das obige Beispiel erweitern, indem wir eine beliebige Anzahl an Farben
zulassen. Dafiir brauchen wir eine Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten.

Beispiel 2.4.3 (Multinomialkoeffizienten). Es seien k unterscheidbare (z.B. nummerierte)
Gegenstiande gegeben. Diese will man auf r unterscheidbare (z.B. nummerierte) Schubladen
verteilen. In eine Schublade kénnen mehrere Gegenstiande gelegt werden. Leere Schubladen
sind zugelassen. Zwei Verteilungen, die sich nur durch die Reihenfolge der Gegensténde in-
nerhalb der Schubladen unterscheiden, gelten als identisch. Wie viele Moglichkeiten gibt es,
die Gegensténde auf die Schubladen zu verteilen, so dass die erste Schublade k; Gegenstén-
de, die zweite ko, ..., die r-te Schublade k, Gegenstdnde enthélt? Dabei seien kq, ..., k.,
vorgegeben mit &y + ...+ k. = k.

Losung. Die gesuchte Anzahl N ist gegeben durch

S ()

Der Faktor (kk1 ) ist die Anzahl der Moglichkeiten, die k; Gegenstédnde auszusuchen, die in
die erste Schublade gelegt werden sollen. Danach stehen uns nur noch k& — k; Gegenstéande

zu Verfiigung. Der Faktor (k;fl) ist die Anzahl der Moglichkeiten, die ks Gegenstande aus-

zuwéhlen, die in die zweite Schublade gelegt werden sollen. Und so weiter. Ubrigens ist der
letzte Faktor, ndmlich (k_kl_'”_k“l), gleich 1, da wir bei der letzten Schublade keine Wahl

k.
mehr haben. Dies kann man schreiben als
N k! (k— ki) (k—ki—...— k1)
okl — k) Rl(k =k — k) T k10! ’
oder, nachdem Terme gekiirzt wurden,
k!
N=——
kql- ookl
( )

Definition 2.4.4. Die Multinomialkoeffizienten sind definiert durch

k R
iy k) ekl

Dabei wird ki + ... + k. = k vorausgesetzt.

(. J
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Bemerkung 2.4.5. Im Spezialfall » = 2 haben wir ( F ) = (k) = (k), mit £y + ko = k.

k1,k2 k1 ko
e M
Satz 2.4.6 (Eigenschaften der Multinomialkoeffizienten). Es gelten folgende Formeln:
k k—1 k—1 k—1
(1) (kl ,,,,, kT) = (klfl,kg ,,,,, kr) + (kl,kzq ..... kr) +..F (k1 ..... krfl)‘
(2) (k k kT) andert sich nicht, wenn man die Zahlen k1, ..., k, permutiert.
k
@) @+ ... +z) =3 ek (k1 ..... kr)ﬂcllCl Ty
& J
e I
Korollar 2.4.7. Es gilt (klkkT) =7k,
key+..thp=k
& J

Beispiel 2.4.8. 33 Schiiler sollen auf 3 Fukballmannschaften (mit jeweils 11 Schiilern) ver-
teilt werden. Wieviele Moglichkeiten gibt es?

Losung. Das Problem kann auf zwei verschiedene Weisen verstanden werden. Wenn die 3
Mannschaften (= Schubladen) unterscheidbar sind, gibt es

33 33!
- — 136526995463040
(11,11,11) (111)3

Moglichkeiten. Unterscheidbarkeit konnte z.B. dadurch entstehen, dass die erste Mannschaft
in der ersten Liga Spielen soll, die zweite in der zweiten, und die dritte in der dritten.
In diesem Fall miissen zwei mogliche Verteilungen der Schiiler auch dann als verschieden
angesehen werden, wenn sie sich nur durch das Permutieren der Mannschaften unterscheiden.

Sind die 3 Mannschaften ununterscheidbar (z.B. wenn sie alle in derselben Liga spielen
sollen), so gibt es weniger Moglichkeiten. Es miissen ndmlich jeweils 3! = 6 Moglichkeiten,
die sich nur durch das Permutieren der Mannschaften unterscheiden, als gleich angesehen
werden. Die Anzahl der Moglichkeiten ist dann gegeben durch

1 33
— = 22754499243840.
3! (11, 11, 11) 754499243840

Beispiel 2.4.9 (Multinomialverteilung). In einem Teich schwimmen n Fische. Jeder dieser
Fische hat eine der r moglichen Farben. Die Anzahl der Fische von Farbe i sei mit n;
bezeichnet, wobei ¢ = 1,...,r. Dabei gelte ny 4+ ...+ n, = n. Ein Fischer fangt k Fische mait
Zuriicklegen. Bestimme die Wahrscheinlichkeit von

A = “es wurden k; Fische von Farbe 1,
ko Fische von Farbe 2,

k, Fische von Farbe r gefangen”.
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Losung. Es handelt sich um ein Produktexperiment und somit gilt #Q = n*. Fiir die Anzahl

der Elemente in A gilt
k
#A - (kl’ L] k:T) ' nl:fl o nfr.

P, ) G ()

Beispiel 2.4.10. Es werde 12-mal mit einem fairen Wiirfel gewiirfelt. Bestimme die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses

Somit erhalten wir

A =*“Jede der 6 moglichen Augenzahlen wurde genau 2-mal gewtrfelt”.
Losung. Mit n =6, r =6, ky = ... = kg = 2, k = 12 erhalten wir
12 1
P[A] = —.
4] (2,2,2,2,2,2) 612
Nun werden wir verschiedene Beispiele von diskreten Zufallsvariablen betrachten.

2.5. Uniformverteilung

Definition 2.5.1. Eine Zufallsvariable X : Q@ — R heifst gleichverteilt (oder uniform-
verteilt, oder Laplace-verteilt) auf einer endlichen Menge {1, ...,y,} C R, wenn

1
IP’[X:y,-]:Efﬂralleizl,...,n.

Eine Zufallsvariable ist also gleichverteilt, wenn sie n Werte annehmen kann und die Wahr-
scheinlichkeiten dieser n Werte gleich sind. Fiir den Erwartungswert dieser Zufallsvariable
gilt

n
Dies ist das arithmetische Mittel von vy, ..., y,.

Bemerkung 2.5.2. Definition 2.5.1 funktioniert nur fiir endliches n. Eine Zufallsvariable
kann nicht unendlich viele Werte mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen. Héatte jeder
Wert die gleiche, strikt positive Wahrscheinlichkeit p > 0, so wéire die Summe aller Wahr-
scheinlichkeiten unendlich. Hétte jeder Wert Wahrscheinlichkeit 0, so wéire die Summe aller
Wahrscheinlichkeiten 0. Die Summe sollte aber 1 sein. In beiden Féllen ergibt sich ein Wi-
derspruch. Eine Gleichverteilung (im obigen Sinne) auf einer unendlichen Menge gibt es also
nicht.

2.6. Bernoulli-Experimente und die Binomialverteilung

Definition 2.6.1. Ein Bernoulli-Experiment ist ein Zufallsexperiment mit zwei Aus-
gangen:

0 (“Misserfolg”) und 1 (“Erfolg”).
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Die Wahrscheinlichkeit von “Erfolg” bezeichnen wir mit p € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeit
von “Misserfolg” ist dann ¢ := 1 — p.
(. J

s R\
Definition 2.6.2. Eine Zufallsvariable X heiflt Bernoulli-verteilt mit Parameter p €
[0, 1], falls

PX=1=p, PX=0=1-p.
Wir schreiben dann X ~ Bern(p).

(. J

e B\
Definition 2.6.3. Ein n-faches Bernoulli- Experiment ist ein Bernoulli-Experiment, das

n-mal unabhéngig voneinander ausgefiihrt wurde.
. J

Beispiel 2.6.4. Wir kénnen eine (faire oder unfaire) Miinze n-mal werfen und zum Beispiel
“Kopt” als “Erfolg” auffassen.

Beispiel 2.6.5. Wir konnen einen Wiirfel n-mal werfen. Fassen wir eine 6 als einen “Erfolg”
auf, so erhalten wir ein n-faches Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = %.

Beispiel 2.6.6. Wir stellen n zufilligen Personen jeweils eine Frage, die man mit “Ja” oder
“Nein” beantworten kann.

Die Grundmenge eines n-fachen Bernoulli-Experiments ist 0 = {0, 1}". Wegen der Unabhén-
gikeit der einzelnen Experimente ist die Wahrscheinlichkeit eines Ausgangs (ay, ..., a,) € Q
gegeben durch

p(ah ceey an) = pk<1 - p)nik7
wobei k = >""" | a; die Anzahl der Einsen unter a4, ..., a, ist. Fiir p # 1/2 sind die Ausgénge
nicht gleichwahrscheinlich.

( N
Satz 2.6.7. Sei X die Anzahl der “Erfolge” in einem n-fachen Bernoulli-Experiment mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt:

PX =k = (Z)pk(l —p)"* fiiralle k =0,1,...,n. (2.6.1)

. J

Beweis. Sei k € {0,...,n}. Wir betrachten das Ereignis {X = k}. Es besteht aus allen Aus-
gingen (ay,...,a,) € {0,1}" mit genau k Einsen. Es gibt genau (}) solche Ausgénge. Jeder
dieser Ausgiinge hat Wahrscheinlichkeit von jeweils p*(1 — p)*~*. Fiir die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses {X = k} ergibt sich somit Formel (2.6.1). O

Definition 2.6.8. Eine Zufallsvariable X, die (2.6.1) erfiillt, heilt binomialverteilt mit
Parametern n € N und p € [0, 1]. Wir schreiben dann X ~ Bin(n, p).
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Bemerkung 2.6.9. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Werte einer diskreten Zu-
fallsvariable sollte 1 ergeben. Dies ist bei der Binomialverteilung der Fall, denn

i (Z)Pk(l )" =+ 1-p) =1

k=0
Dabei haben wir die binomische Formel benutzt, daher die Bezeichnung “Binomialverteilung”.
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ABBILDUNG 1. Zahldichten der Binomialverteilungen mit n = 100 und ver-
schiedenen Werten von p.

Satz 2.6.10. Fir X ~ Bin(n,p) gilt EX = np. In Worten: Die erwartete Anzahl von
“Erfolgen” in einem n-fachen Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist
gleich np.

Beweis. Wir definieren die Zufallsvariablen Xi,..., X, : {0,1}" — R wie folgt:
Xi(ay,...,a,) = a;, wobei (ay,...,a,) € {0,1}".
In Worten:
o {1, falls Experiment ¢ ein “Erfolg” ist,
’ 0, falls Experiment i ein “Misserfolg” ist.
Da die Erfolgswahrscheinlichkeit in jedem Experiment gleich p ist, gilt
PX;,=1=p, PX,=0=1-pfirallei=1,...,n.
Fiir den Erwartungswert von X; gilt somit:
EX;,=p-1+(1—p)-0=pfirallei=1,...,n.
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Die Anzahl der “Erfolge” im n-fachen Bernoulli-Experiment ist gegeben durch
X=X;1+...+X,.

Aus der Additivitdt des Erwartungswerts folgt, dass EX = EX; + ... + EX,, = np. O
Aufgabe 2.6.11. Bestimmen Sie >;_o k(})p*(1 — p)"7".

Aufgabe 2.6.12. Man wiirfelt mit einem fairen Wiirfel. Was ist wahrscheinlicher: min-
destens 2 Sechsen in 12 Wiirfen zu erzielen, oder mindestens 3 Sechsen in 18 Wiirfen zu
erzielen?

Aufgabe 2.6.13. Das Blut einer sehr groffen Anzahl von Personen soll auf einen Krank-
heitserreger untersucht werden, wobei man annimmt, dass die Personen unabhéngig von-
einander mit jeweils der gleichen Wahrscheinlichkeit p € (0,1) infiziert sind. Fiir die Un-
tersuchung stehen zwei Methoden zur Auswahl:

(M1) Jede Probe wird einzeln untersucht.

(M2) Die Hélften von je k Proben werden zusammengeschiittet und dann untersucht.
Ein negatives Ergebnis bedeutet, dass der Erreger in keiner der Proben vorhanden
ist. Bei einem positiven Testergebnis muss jede Probe einzeln iiberpriift werden.

Es soll nun der optimale Wert von k bestimmt werden.

(a) Bestimmen Sie die erwartete Anzahl der notigen Untersuchungen fiir jede der
beiden Methoden.

(b) Wann ist die Methode M2 vorzuziehen (Ungleichung fiir k)?

(¢) Bestimmen Sie fiir p = 0.001 den optimalen Wert von &k und die in diesem Fall
erwartete Anzahl von Untersuchungen pro Person.

Bemerkung. Die Methode wurde wahrend des zweiten Weltkrieges tatséchlich verwendet.

2.7. Poisson-Verteilung
e N
Definition 2.7.1. Eine Zufallsvariable X hat Poisson- Verteilung mit Parameter (oder
Intensitat) A\ > 0, wenn

)\k
P[X = k| = e_Ag fir alle k =0,1,2,.... (2.7.1)
Wir schreiben dann X ~ Poi(\).

& J

Bemerkung 2.7.2. Die Wahrscheinlichkeiten in (2.7.1) summieren sich zu 1, denn

Y RSN S W W
g e i e E i e et =1.
k=0 k=0

E Satz 2.7.3. Fiir X ~ Poi()) gilt EX = A. }
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BEWEIS. Wir verwenden die Definition des Erwartungswertes:

= = )\ A )\ k=1 =A™
EX = . = A A 2
Tl M == B v
k=0 k=0
Dabei haben wir die Indexverschiebung m := k — 1 durchgefiihrt. U

Die Poisson-Verteilung entsteht als Grenzwert der Binomialverteilung. Das wird im folgenden
Satz beschrieben.

( )
Satz 2.7.4 (Poisson-Grenzwertsatz). Sei p, € (0, 1) eine Folge mit
lim np, = A € (0,00). (2.7.2)
n—oo
Sei S,, eine Zufallsvariable mit S,, ~ Bin(n, p,). Fiir jedes £k = 0,1,2, ... gilt dann
)\k
. o _ AR
nlggo P[S, = k] = 1 (2.7.3)
. J

Beispiel 2.7.5. Man stelle sich S, vor, als die Anzahl der “Erfolge” in einem n-fachen
Bernoulli-Experiment mit einem sehr grofsen n und einer sehr kleinen Erfolgswahrscheinlich-
keit

Pn = —.
n

Der Poisson-Grenzwertsatz besagt, dass die Anzahl der “Erfolge” in einem solchen Expe-
riment approximativ Poisson-verteilt ist. Beispiele von Zufallsvariablen, die approximativ
Poisson-verteilt sind:

(1) Anzahl der Schéden, die einer Versicherung gemeldet werden (viele Versicherungs-
vertrige, jeder Vertrag erzeugt mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit einen Scha-
den).

(2) Anzahl der Druckfehler in einem Buch (viele Buchstaben, jeder Buchstabe kann mit
einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit ein Druckfehler sein).

(3) Anzahl der Zugriffe auf einen Webserver (viele User, jeder User greift mit einer sehr
kleinen Wahrscheinlichkeit zu).

Beweis von Satz 2.7.4. Sei k € Ny fest. Da S,, binomialverteilt ist, gilt:

P[S, = k] = (Z) (1= p

n-(n—1)-...-(n—k+1 e
=l k!( )-pﬁ-(l—pn) g
_n (n_l) (n_k+1) (npn)k npn\" k
= ]y i () e
1 A—k 21
A
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Dabei haben wir benutzt, dass lim,,_,, p, = 0. Dies folgt aus der Annahme (2.7.2). Auferdem
haben wir die folgende Formel benutzt:

A\
lim <1 — —) =,
n—00 n

fir jede Folge A\, mit lim, ., A\, = A € (0,00). In unserem Fall war A\, = np,. O
Beispiel 2.7.6. Im Horsaal befinden sich n = 100 Personen. Betrachte das Ereignis
A = “mindestens eine Person im Horsaal hat heute Geburtstag”.
Bestimme die Wahrscheinlichkeit von A.
Wir werden zwei Losungen préasentieren. Die erste Losung ist exakt, die zweite approximativ.

Losung 1 (exakt). Wir nummerieren die Personen mit 1, ..., n. Wir betrachten das Ereig-
nis “Person ¢ hat heute Geburtstag” als “Erfolg” im i-ten Bernoulli-Experiment. Die Wahr-
scheinlichkeit von “Erfolg” ist fiir jede Person i gegeben durch

p := P[Person i hat heute Geburtstag] = 365"
Dabei kénnen wir die Geburtstage der verschiedenen Personen als unabhéngig betrachten. Es
handelt sich also um ein n = 100-faches Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit

p= %. Die Anzahl der Personen im Hoérsaal, die heute Geburtstag haben, ist Bin(100, 3%5)—
verteilt.
Fiir die Wahrscheinlichkeit von A€ erhalten wir:
P[A°] = P[keine Person im Horsaal hat heute Geburtstag] = (1 — p)™.
Es folgt, dass
1\ 100
PA=1-(1-p)"=1—(1—— ~ 0.239933.
A =1- -y =1- (1 )
[

Losung 2 (approximativ). Die Anzahl der Personen im Hoérsaal, die heute Geburtstag
haben, ist binomialverteilt mit n = 100 und p = %. Die Wahrscheinlichkeit p ist sehr klein,
die Anzahl der Personen n ist sehr grof. Deshalb benutzen wir die Poisson-Approximation:

1 100
Bin ( 100, — | = Poi | — | .
in < 00, 365) ol (365)

Somit ist die Anzahl der Personen, die heute Geburtstag haben, approximativ Poisson-
verteilt mit Parameter A = np = %. Fiir die Wahrscheinlichkeit von A€ erhalten wir aus
der Formel (2.7.1) mit k = 0:

20
P[A¢] = P[keine Person im Horsaal hat heute Geburtstag] ~ e - o= e
Es folgt, dass

PlAj~1—e? =1—c 35 ~ 0.239647.
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Aufgabe 2.7.7. 107 Personen spielen Lotto (6 aus 49). Jede Person tippt zufillig auf genau
eine Kombination aus 6 Zahlen, wobei alle Kombinationen gleich wahrscheinlich seien.
Die Tipps der verschiedenen Personen seien stochastisch unabhéngig voneinander und es
gebe keine Lieblingsnummern. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine
Person 6 Richtige hat

(1) exakt.

(2) mit Hilfe der Poisson-Approximation.

Beispiel 2.7.8. Wie ist die Anzahl der Tore in einem Fussballspiel verteilt? Um diese Fra-
ge zu beantworten, stellen wir uns vor, dass ein Fussballspiel in eine grofse Zahl n kleiner
Zeitabschnitte aufgeteilt ist. In jedem Zeitabschnitt kann ein Tor mit einer kleinen Wahr-
scheinlichkeit p fallen. Nehmen wir an, dass verschiedene Zeitabschnitte stochastisch unab-
héngig sind, so suggeriert der Poisson-Grenzwertsatz, dass die Anzahl der Tore im ganzen
Spiel Poisson-verteilt sein muss. Der Parameter A kann dabei als mittlere Anzahl der Tore
pro Spiel interpretiert werden. Eine solche theoretische Uberlegung muss natiirlich an den
realen Daten getestet werden. In der Saison 2018/2019 wurden 7" = 973 Tore in N = 306
Spielen geschossen. Die mittlere Anzahl der Tore pro Spiel betrug A = T/N = 3.17. Kénnen
wir anhand dieser Daten die Anzahl der torlosen Spiele in dieser Saison schéitzen? Dazu neh-
men wir an, dass die Anzahl der Tore Poisson-verteilt mit Parameter A = 3.17 ist. Dann ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spiel torlos ausgeht, e ™. Die erwartete Anzahl der torlosen
Spiele ist dann Ne ™ = 12.72. In Wirklichkeit gingen 17 Spiele torlos aus. Unser Ergebnis
war also gar nicht so schlecht.

Nun beweisen wir eine verbesserte Version des Poisson-Grenzwertsatzes, in der wir Bernoulli-
Variablen mit verschiedenen Erfolgswahrscheinlichkeiten py,...,p, zulassen und eine Ab-
schitzung an die Konvergenzgeschwindigkeit geben.

4 N
Satz 2.7.9 (Quantitativer Poisson-Satz). Seien Xj,..., X, unabhéngige Zufallsvaria-
blen mit X; ~ Bern(p;), d. h. P[X; = 1] = p; und P[X; = 0] = 1 — p;. Dann gilt fiir
S=X;+...+X,und X\ :=p; + ...+ p, die Abschétzung

(e o]

)\k
. 2
PIS = k] — ey <2) p;
k=0 i=1
. J
Beispiel 2.7.10. Firpy =...=p, = A/ngilt 2>  p? = 2n- ;\L—i = 27)‘2 und wir erhalten

die Abschétzung

Es sei bemerkt, dass die rechte Seite gegen 0 fiir n — oo konvergiert.
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BEWEIS VON SATZ 2.7.9. In diesem Beweis werden wir die sogenannte Coupling-Methode
verwenden, bei der sowohl die Bernoulli-Variablen als auch die approximierende Poisson-
Variable auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum definiert werden, wodurch ein
“Coupling” zwischen den Variablen hergestellt wird.

Zuerst halten wir ein 7 € {1,...,n} fest und stellen ein “Coupling” zwischen X; ~ Bern(p;)
und einer Poisson-Variable Y; ~ Poi(p;) her. Dabei wollen wir erreichen, dass X; = Y; mit
“grofser” Wahrscheinlichkeit gilt. Der wohl einfachste Wahscheinlichkeitsraum, auf dem man
eine Poi(\;)-verteilte Zufallsvariable definieren kann, ist die Grundmenge {0, 1, ...} mit der

Wahrscheinlichkeitsfunktion
k

%%%sz%g k=01,....

Damit wir auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum auch eine Bern(p;)-verteilte Zufallsvaria-
ble definieren konnen, brauchen wir zwei Ereignisse mit Wahrscheinlichkeiten p; und 1 — p;.
Deshalb werden wir den Ausgang 0 (der eine Wahrscheinlichkeit von e™? hat) in zwei ver-
schiedene Ausgénge aufspalten, die wir mit 0/ und 0” bezeichnen und denen wir Wahr-

scheinlichkeiten 1 — p; und e P — (1 — p;) zuordnen.! Wir betrachten also die Grundmenge
0, :={0,0",1,2,...} versehen mit der folgenden Wahrscheinlichkeitsfunktion p; : Q — [0, 1]:

e
pi(0)=1—p;;, pi(0")=eP —(1—p), pi(k)= e_pi%, ke{l,2,...,}.
Es sei bemerkt, dass sich die Wahrscheinlichkeiten tatséchlich zu 1 summieren.

Damit wir nun diese Konstruktion fiir alle + = 1, ..., n auf einem gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum durchfithren konnen, betrachten wir den Produktraum 2 = €2y x ... x €2, mit
der o-Algebra F := P(2) und der Wahrscheinlichkeitsfunktion

plat, ... a,) :==pi(ay) - ... pplay), (a1,...,a,) € Q.
Nun definieren wir die Zufallsvariablen Xy,..., X, : 2 — R wie folgt:

O fll i:()la
Xi(al,...,an)::{ ’ ans a

1, sonst.
Da X; nur von der Koordinate a; abhidngt und wegen der Produktstruktur der Funktion p
sind X1, ..., X, unabhéngig. Es gilt aulerdem

PX; =0l =pi(0)=1—p;, PX;=1=1-(1-p)=pi

Somit ist X; Bernoulli-verteilt mit Parameter p;. Die approximierenden Zufallsvariablen
Yi,..., Y, : Q — R werden wie folgt definiert:

yi( ) a;, fallsa; € {1,2,...},
a1, ...,0n) =
! 0, falls a; =0 oder a; = 0".

Die Zufallsvariablen Y; sind unabhéngig und es gilt Y; ~ Poi(p;), denn
k

PY; = 0] = pi(0) +pi(0") = e, PYi=k=p(k)=eP 5 keN.

IDie zweite Wahrscheinlichkeit ist grofer als 0, denn es gilt die Ungleichung e* > 1 + z fiir alle x € R
(Ubung).

47



Somit haben wir die Zufallsvariablen Xi,..., X,,,Y7,...,Y,, auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F,P) konstruiert, was man als ein Coupling der beiden Familien
bezeichnet.

Nun behaupten wir, dass Y; eine Approximation von X; ist in dem Sinne, dass das Ereignis
{X; = Y.} eine “grofe” Wahrscheinlichkeit hat. Dieses Ereignis tritt genau dann ein, wenn
a; € {0/, 1} ist. Es gilt somit

PX; # Y] =1 —=pi(0) = pi(1) =1 = (1 = pi) — e Pip; = pi(1 — ™) <},
wobei wir wieder die Ungleichung 1 — e < x benutzt haben. Fiir die Zufallsvariablen
S=Xi+...+X,undY =Y, +...+Y, ~Poi(p1 + ...+ pn) gilt

iﬂP[S:k]—P[Y:kH:§:|P[S:k,Y7ék]—P[Y:k,S%kH

Damit das Ereignis {S # Y} eintritt, muss mindestens eines der Ereignisse {X; # Y1}, ..., {X, #
Y, } eintreten. Indem wir die Subadditivitdt der Wahrscheinlichkeit benutzen, erhalten wir

iﬂP’[S: k] —PY = k]| < 2P[S # Y] < 2%1@[}4} £Y] < Qip?.
k=0 =1 =1

Der Satz ist bewiesen. O

2.8. Geometrische Verteilung

Wir betrachten ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0, 1], das un-
endlich oft und unabhéngig wiederholt wird. Die Grundmenge ist dann die Menge aller
unendlichen Folgen aus Nullen und Einsen:

Q=1{0,13% {(a1,as,...) s a; € {0,1} fiir alle i € N} .

Diese Menge ist iiberabzahlbar. Solche Experimente werden wir spater genauer betrachten.
Nun legen wir eine Zufallsvariable 7" : 2 — R fest:

T(ay,as,...) =) min{n € N:q, = 1}.
Die Zufallsvariable T' ist somit die Wartezeit auf den ersten “Erfolg”.
Beispiel 2.8.1. Gehen die Experimente wie folgt aus:
0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,...,
so erhalten wir 7" = 4.

Was fiir eine Verteilung hat nun 77
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Satz 2.8.2. Die Wartezeit auf T" auf den ersten “Erfolg” in einem unendlich oft wieder-
holten Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist wie folgt verteilt:

P[T =kl=(1—p)''pfirallek=1,2,.... (2.8.1)

Bemerkung 2.8.3. Eine Zufallsvariable 7', die (2.8.1) mit einem p € (0, 1] erfiillt, heift
geometrisch verteilt mit Parameter p.

[ Notation 2.8.4. T ~ Geo(p). }

Bemerkung 2.8.5. Die Wahrscheinlichkeiten in (2.8.1) summieren sich zu 1, denn

. k—1 . k—1 1
;(1_29) p:p~;(1—p) :p'mzl-

Dabei haben wir eine geometrische Reihe summiert, daher die Bezeichnung “geometrische
Verteilung”.

Beweis von Satz 2.8.2. Wir benutzen die Notation 0 = “Misserfolg” und 1 = “Erfolg”.
Sei k € N fest. Damit das Ereignis {T" = k} eintritt, miissen die ersten k& Experimente so
ausgehen:

0,0,...,0,1.
Dabei ist es egal, wie alle anderen Experimente ausgehen. Wegen der Unabhéngigkeit der
einzelnen Bernoulli-Experimente gilt fiir die Wahrscheinlichkeit davon:

PT=k=0-p)-...-(0=p)-p=(1-p)""'p.
O

Satz 2.8.6. Fiir T ~ Geo(p) gilt ET = 117' In Worten: Die durchschnittliche Wartezeit
auf den ersten Erfolg in einem unendlich oft wiederholten Bernoulli-Experiment mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p ist gleich %.

Beweis. Wiederum wird die Definition des Erwartungswerts benutzt:
ET =Y k-PT=k=>Y kp(l—p)"=p> k¢"",
k=1 k=1 k=1

wobei ¢ = 1 — p. Die Summe auf der rechten Seite kénnen wir wie folgt berechnen:

S (50) < (50) - () - ot

1 1
(1—-q)? p?
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Beispiel 2.8.7. Wir wiirfeln mit einem fairen Wiirfel so lange, bis eine 1 kommt. Wie lange
miissen wir im Durchschnitt warten?

Losung. Die Wartezeit T ist Geo(%)-verteﬂt. Der Erwartungswert von 7' ist:
1

ET'=— =6.
1/6
Dieses Ergebnis steht im Einklang mit der Intuition: Im Durchschnitt ist jeder sechste Wurf
eine 1, deshalb brauchen wir im Durchschnitt 6 Wiirfe, um eine 1 zu wiirfeln. 0

Bemerkung 2.8.8 (zum folgenden Satz). Angenommen, wir haben 100 Mal gewiirfelt ohne
auch ein einziges Mal eine 1 zu erzielen. Dies ist zwar sehr unwahrscheinlich, jedoch nicht
unmoglich. Die Frage ist nun, wie lange miissen wir jetzt noch warten, bis eine 1 kommt?
Man konnte meinen, dass aufgrund dessen, dass die 1 schon sehr lange tiberfillig ist, diese
nun sehr bald kommen muss. Das ist jedoch nicht der Fall, da der Wiirfel kein Gedéchtnis hat
und von der Geschichte der bereits ausgefithrten Wiirfe nichts weifs. Die Anzahl der Wiirfe,
die nun noch bendétigt werden, bis eine 1 kommt, ist nach wie vor geometrisch verteilt mit
Parameter é. Diese Eigenschaft wird nun im folgenden Satz beschrieben.

Satz 2.8.9 (Gedéchtnislosigkeit der geometrischen Verteilung). Sei T' ~ Geo(p), dann
gilt:
P[T —n > k|T > n| =P[T > k] fiir alle n,k € N.

Beweis. Sei m € N. Zuerst berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass T' > m. Dieses Ereig-
nis tritt genau dann ein, wenn die ersten m Experimente “Misserfolge” sind. Die Ausgénge der
anderen Experimente sind dabei egal. Wegen der Unabhéngigkeit der einzelnen Experimente
hat dieses Ereignis Wahrscheinlichkeit (1 — p)™. Man kann auch direkt vorgehen:

PIT>m)= 3 BT =d= > pl-p)~ =0-p)") p(l=p)~ =(1-p"

Nun erhalten wir mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit, dass

P[T > k, T > P[T > k 1 —p)ntk
PIT —n > KT >n] = >0+ n_PTo>nt k] (d=p"™
P[T > n| P[T > n| (1—p)"
Dies stimmt mit P[T" > k] iiberein. O
Aufgabe 2.8.10. Man wiirfelt mit einem fairen Wiirfel und stoppt nach der ersten 6. Wie
groft ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Wiirfe gerade ist?

Aufgabe 2.8.11. Man wiirfelt mit einem fairen Wiirfel bis man jede der 6 Augenzahlen
mindestens einmal gewiirfelt hat. Sei T' die Anzahl der Wiirfe. Bestimmen Sie ET'.

Aufgabe 2.8.12. Zwei Personen werfen gleichzeitig je eine faire Miinze und wiederholen
dies, bis jemand zum ersten Mal “Kopf” geworfen hat. Hat der Gegner gleichzeitig ‘“Zahl”
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geworfen, so hat derjenige gewonnen, der “Kopf” geworfen hat, sonst gibt es Unentschieden.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt ein Unentschieden auf?

Aufgabe 2.8.13. Bestimmen Sie fiir || < 1 die Summe Y32, k3¢

2.9. Negative Binomialverteilung

Wir betrachten wieder ein unendlich oft wiederholtes Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p € (0, 1]. Fiir r € N bezeichnen wir mit 7, die Wartezeit auf den r-ten “Erfolg”.

Beispiel 2.9.1. Gehen die Experimente wie folgt aus:
0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,...,

so erhalten wir 77 = 4, T, = 7, T3 = 9, Ty, = 10. Dabei steht 0 fiir “Misserfolg” und 1 fiir
“Erfolg”.

Wir haben bereits gezeigt, dass 77 ~ Geo(p). Wie ist nun T, fiir ein allgemeines r € N
verteilt?

s R
Satz 2.9.2. Fiir jedes r € N ist die Wartezeit T, auf den r-ten “Erfolg” in einem un-
endlich oft wiederholten Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p wie folgt
verteilt:

kE—1

r—1

P[T, = k| = ( )pr(l — p)*" fiir alle kin{r,r +1,...}. (2.9.1)

Bemerkung 2.9.3. Die Mindestanzahl an Experimenten, die man benétigt, um r “Erfolge”
zu erzielen, ist r. Daher ist der kleinste mogliche Wert von T,. gleich r.

Definition 2.9.4. Eine Zufallsvariable 7., die (2.9.1) mit einem r € N und einem p €

(0, 1] erfiillt, heifst negativ binomialverteilt mit Parametern r und p. Wir benutzen die
Notation T, ~ NB(r, p).

Beispiel 2.9.5. Die geometrische Verteilung ist ein Spezialfall der negativen Binomialver-
teilung: Geo(p) = NB(1, p).

Bemerkung 2.9.6. Negative Binomialverteilung wird auch Pascal- oder Polya-Verteilung
genannt.

Beweis von Satz 2.9.2. Seien r € N und k > r fest. Das Ereignis {7, = k} tritt genau
dann ein, wenn die beiden folgenden Ereignisse eintreten:

A =*“Das k-te Experiment ist ein “Erfolg””,

B =“In den Experimenten 1,...,k — 1 werden genau r — 1 “Erfolge” erzielt”.
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Die Geschichte der Bernoulli-Experimente muss also wie folgt aussehen:

27 71,
123 k-1 k
r—1 “Erfolge”

wobei das Fragezeichen fiir 0 oder 1 steht und genau r — 1 Fragezeichen Einsen sein sollen.
Die Wahrscheinlichkeit von A ist p. Die Wahrscheinlichkeit von B berechnen wir mit Hilfe
der Binomialverteilung:
k—1 k—1
PIB] = r—1 1— (k=1)—(r—-1) _ r—1 1 — k—r'
[B] (T_1>p (1-p) .1 )P =P
Dabei sind A und B unabhéngig. Es folgt:

P[T. = k] = P[A] - P[B] = p- <I: B i)pr‘l(l -t = (l; - i)p’"(l -p).

O

Bemerkung 2.9.7. Wir zeigen noch, dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten in (2.9.1)
gleich 1 ist:

(k-1
"(1—p)T =1
S (31w
Eigentlich folgt das aus Satz 2.9.2. Wir geben aber einen direkten Beweis. Wir nehmen uns

die Binomische Formel zur Hilfe:

«
L+z)* =) < ):pk 2| < 1.
k=0 k
Diese Formel gilt fiir alle & € R. Dabei muss « nicht unbedingt ganz und nicht unbedingt
positiv sein. Der Binomialkoeffizient (z) ist definiert durch

(&>:a(g_1)__.(a—k+1)’ a €R,k € N,.

k k!
Wir setzen @ = —r und —x anstatt von z in die Formel ein:
e N
(1—=x) :Z<k)(—x)k
k=0
(=) (=r—=1)-...-(—r—k+1
:Z(T)(T ) (—r +)_<_1)kk
k!
k=0
ir(r+1)-...-(r+k‘—1) A
= 'I
k!
k=0
i 7‘+k—1> .
= T
(s



Somit erhalten wir schlieflich mit x =1 — p:
(k-1 = (m—1
(] — k—r _ 7 m=r _ or(1 _ - _— 1.
;(T_l)p( p) p;<r_1)w pr(1—x)

Die Verteilung heifst “negative Binomialverteilung”, da wir in der Binomischen Formel fiir o
einen negativen Wert eingesetzt haben.

{ Satz 2.9.8. Fiir T, ~ NB(r,p) gilt ET, = z. }

Beweisidee. Auf einen “Erfolg” muss man im Durchschnitt % Experimente warten. Auf r
“Erfolge” wartet man dementsprechend im Durchschnitt % Experimente. 0
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KAPITEL 3

Geometrische Wahrscheinlichkeiten

In diesem Kapitel werden wir eine Reihe von Beispielen betrachten, in denen Punkte, Stre-
cken, Dreiecke oder andere geometrische Objekte in der Ebene oder im Raum zuféllig kon-
struiert werden. Die Grundmengen in diesen Experimenten sind liberabzahlbar, d.h. man
kann die Ausgénge nicht als eine Folge aufschreiben.

3.1. Uniforme Verteilung

Stellen wir uns zwei Dartspieler vor, die den Mittelpunkt jeweils einer Dartscheibe treffen
wollen. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass beide Spieler so gut seien, dass sie die Dart-
scheibe immer treffen. Nach jeweils 1000 Wiirfen sehen die beiden Dartscheiben wie folgt
aus:

Die Ergebnisse des ersten Spielers (links) entsprechen dem, was man intuitiv als “unifor-
me Verteilung” oder “Gleichverteilung” der Punkte auf dem Kreis bezeichnen wiirde. Beim
zweiten Spieler (der offenbar besser wirft) sind die Punkte nicht uniform verteilt.

Nun versuchen wir, ein stochastisches Modell fiir einen Wurf des ersten Spielers aufzustellen.
Die Grundmenge (2 ist offenbar die Dartscheibe, also ein Kreis in der Ebene. Fiir jeden Punkt
im Kreis ist die Wahrscheinlichkeit, diesen Punkt exakt zu treffen, gleich 0. Also gilt fiir jeden
Ausgang w

Plw] = 0.
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Die gleiche Formel gilt aber auch fiir den zweiten Werfer, auch wenn seine Wiirfe vollig
anders verteilt sind! Wir stellen also fest, dass die Angabe der Wahrscheinlichkeiten aller
Ausgdnge eines Experiments im Allgemeinen noch keine zufriedenstellende Beschreibung des
Experiments darstellt. Der Ausweg besteht darin, die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse,
also aller Teilmengen des Kreises, anzugeben. Beim ersten Werfer gehen wir davon aus, dass
die Wahrscheinlichkeit, eine Teilmenge A zu treffen, proportional zum Flécheninhalt von A
sein muss. Es gilt also

4] = 2
A(©)’
wobei A(A) den Flécheninhalt von A bezeichnet. Es sei bemerkt, dass wir durch A(£2) tei-
len, um sicherzustellen, dass P[] = 1 ist. Diese Formel ist die Definition der uniformen
Verteilung. Sie ist offenbar analog zum Laplace-Ansatz, bei dem wir gefordert haben, dass
#A
PlA] = —
[ ] #QJ

wobei #A fiir die Anzahl der Elemente in A steht. Im Beispiel mit der Dartscheibe ergibt
der Laplace-Ansatz allerdings keinen Sinn, denn #{)2 = oo und #A kann ebenfalls unendlich
sein, wodurch sich die Unbestimmtheit co/oco ergeben wiirde.

Beispiel 3.1.1. Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Wurf des ersten Spie-
lers der Abstand vom Pfeil zum Mittelpunkt der Dartscheibe kleiner ist, als der Abstand
zwischen dem Pfeil und dem Rand.

Losung. Es sei R der Radius der Dartscheibe. Damit das besagte Ereignis eintritt, muss
der Werfer einen Kreis vom Radius R/2 treffen, der also das uns interessierende Ereignis A
darstellt. Gehen wir nun von der Annahme der Gleichverteilung aus, so muss

AMA)  w(R/2)? 1

=Ya " e "1

gelten. 0

Im Folgenden werden wir noch einige Beispiele betrachten, bei denen wir von der Gleichver-
teilungsannahme ausgehen. Ob eine solche Annahme gerechtfertigt ist, muss natiirlich jedes
Mal hinterfragt werden.

Beispiel 3.1.2. Zwei Freunde wollen sich an einem bestimmten Ort treffen. Jeder der bei-
den Freunde kommt zu einem zufilligen Zeitpunkt zwischen 10:00 und 11:00 Uhr an und
wartet 20 Minuten lang auf die Ankunft des anderen Freundes. Wenn der andere Freund
innerhalb dieser 20 Minuten nicht erscheint, findet das Treffen nicht statt. Bestimme die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

A = “Freunde treffen sich”.

Losung. Die Ankunftszeit des ersten Freundes bezeichnen wir mit 10 + z (in Stunden),
wobei z € [0, 1]. Analog sei die Ankunftszeit des zweiten Freundes 10+ y, mit y € [0, 1]. Das
Paar (x,y) stellt den Ausgang des uns interessierenden Experiments dar. Als Grundmenge
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ABBILDUNG 1. Links: Skizze zu Beispiel 3.1.2. Die schattierte Fléache stellt
das Ereignis A = “Freunde treffen sich” dar. Rechts: Skizze zu Beispiel 3.1.3.
Die schattierte Flache stellt das Ereignis A = {x +y < 1} dar.

konnen wir somit das Einheitsquadrat betrachten:
Q=1[0,17 = {(z,y) € R : 2 € [0,1], € [0, 1]}.

Nun beschreiben wir das uns interessierende Ereignis. Die Freunde treffen sich genau dann,
wenn der Abstand zwischen x und y nicht grofer als % ist, wobei % einer Stunde gleich 20
Minuten ist. Das Ereignis A ist also die Menge

A:{(:c,y)e [0,1)%: |z — v s%}

welche auf Abbildung 1 (links) zu sehen ist. Gehen wir nun davon aus, dass der Punkt (z,y)
gleichverteilt auf [0, 1]? ist, so kénnen wir die Wahrscheinlichkeit von A wie folgt ausrechnen:

A(A) 4 5

=——=XNA)=1—-=—.
Dabei haben wir benutzt, dass das Komplement von A aus zwei rechtwinkligen Dreicken mit
Flacheninhalt von jeweils 2/9 besteht. O

Beispiel 3.1.3. Ein Zufallsgenerator erzeugt zwei zufillige reelle Zahlen x, y zwischen 0 und
1 unabhéngig voneinander. Bestimme die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, dass

r+y <Ll

Losung. Der Wahrscheinlichkeitsraum ist das Einheitsquadrat:
Q=101 ={(2,y) eR*: 2 €[0,1],y € [0,1]}.
Das Ereignis A konnen wir wie folgt darstellen:
A={(z,y)€[0,1)? :x+y<1}.

Es handelt sich um ein Dreick, das auf Abbildung 1 (rechts) zu sehen ist. Von einem idealen
Zufallsgenerator erwartet man, dass der Punkt (z,y) uniformverteilt auf [0, 1)? ist. Gehen
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wir von dieser Annahme aus, so erhalten wir

AA) 1/2 1
PA =S =T =3

Aufgabe 3.1.4. Ein Zufallsgenerator erzeugt zwei Zufallszahlen X und Y, die auf dem
Intervall [0, 1] uniformverteilt und unabhéngig voneinander sind. Fiir ein vorgegebenes a €
[0, 2] bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass X +Y < a.

Aufgabe 3.1.5. Ein Zufallsgenerator erzeugt zwei Zufallszahlen X und Y, die auf dem
Intervall [0, 1] uniformverteilt und unabhéngig voneinander sind. Bestimmen Sie die Wahr-
scheinlichkeit, dass X > Y?2.

Aufgabe 3.1.6. An einem Stab der Lénge 1 werden zuféllig, unabhéngig voneinander und
uniformverteilt zwei Stellen X und Y markiert. An diesen Stellen wird der Stab durchge-
ségt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit 1dsst sich aus den so gewonnenen Stiicken ein Dreieck
bilden? Hinweis: Damit man aus drei Strecken der Léngen a, b, ¢ ein Dreieck bilden kann,
ist es notwendig, dass a + b > c. Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend.

Aufgabe 3.1.7. An einem Stab der Lange 1 wird zuerst eine Stelle X zuféllig und uniform
verteilt markiert. Der Stab wird dann an dieser Stelle durchgeséigt. Danach wird das linke
Teilstiick (das Lange X hat) an einer zufélligen und uniform verteilten Stelle markiert und
noch einmal durchgeségt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ldsst sich aus den so gewonnenen
Stiicken ein Dreieck bilden?

Aufgabe 3.1.8. In einer Wand befindet sich ein &ufserlich nicht sichtbares Drahtgeflecht
aus 4 mm starkem Draht, das Rechtecke mit den Seitenlédngen 50 mm und 80 mm (gemessen
von Drahtmitte zu Drahtmitte) bildet. An einer rein zuféllig ausgewédhlten Stelle wird
mit einem Bohrer ein Loch mit 10 mm Durchmesser in die Wand gebohrt. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit wird dabei das Drahtgeflecht getroffen?

Aufgabe 3.1.9. In einem Quadrat ABCD wird zufillig und uniform verteilt ein Punkt
X ausgewéhlt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass das Dreieck ABX spitzwinklig
ist.

3.2. Das Buffon’sche Nadelproblem

Das folgende Problem wurde 1777 von Comte de Buffon, einem franzosischen Naturforscher,
vorgeschlagen. Auf ein liniertes Papier wird “vollig zuféllig” eine Nadel geworfen. Der Abstand
zwischen aufeinanderfolgenden parallelen Geraden sei 0.E.d.A. gleich 1. Die Lange der Nadel
bezeichnen wir mit ¢ und nehmen an, dass ¢ < 1, so dass die Nadel héchstens eine Gerade
kreuzen kann. Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

A :=“Die Nadel kreuzt eine Gerade”.
Wir behaupten, dass
2
P[A] = —¢.
T
Abschweifung. Uberraschenderweise enthlt diese Formel die Kreiszahl 7. Dadurch kann

sie als Methode zur approximativen Berechnung von 7 verwendet werden. Dazu lassen wir
N Nadeln auf das Papier zufillig fallen, s. Abbildung 2. Die Anzahl der Nadeln, die eine
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ABBILDUNG 2. Buffon’sches Problem mit 5000 Nadeln. Nadeln, die eine Gera-
de kreuzen, werden in rot gezeigt. Alle anderen Nadeln werden in blau gezeigt.

Gerade kreuzen, sei mit n bezeichnet. Bei einem grofsen NV sollte wegen der frequentistischen
Interpretation der Wahrscheinlichkeit

n 2
— =~/
N T

gelten, woraus sich eine approximative Formel fiir die Zahl 7 ergibt:

TR E - 20.
n
In einer Komputersimulation lieRen wir N = 107 Nadeln der Linge ¢ = 1/2 auf das Pa-
pier fallen, davon kreuzten & = 3182613 eine Gerade. Das entspricht der Approximation
m =~ 3.14207. Die Konvergenzgeschwindigkeit dieser Methode kann mit dem zentralen Grenz-
wertsatz (der spater behandelt wird) abgeschétzt werden und ist sehr langsam im Vergleich
zu anderen, deutlich effizienteren Methoden zur Berechnung von 7.

Losung des Buffon’schen Problems. Beim Nadelroblem ist die Wahl der Grundmen-
ge nicht ganz trivial. Ausginge des Experiments sind mogliche Positionen der Nadel. Die
Position der Nadel kann z.B. durch die Angabe ihres Mittelpunktes und ihrer Richtung an-
gegeben werden. Jeder Punkt in der Ebene kommt als ein moglicher Mittelpunkt in Frage.
Eine Uniformverteilung auf der Ebene existiert allerdings nicht, da der Fliacheninhalt der
Ebene unendlich ist, was die Definition der uniformen Verteilung absurd macht.

Wir werden deshalb anders vorgehen. Wir betrachten den “Korridor” zwischen zwei aufeinan-
derfolgenden Geraden L; und Lo, in dem der Mittelpunkt der Nadel landet, und beschreiben
die Position des Mittelpunktes der Nadel durch die Angabe des vertikalen Abstandes y zu
L4, sieche Abbildung 3. Dabei denken wir uns die Geraden L; und L, als horizontal, so dass
Ly unter L, liegt. Die horizontale Koordinate des Mittelpunktes der Nadel spielt fiir das
Kreuzen oder Nichtkreuzen keine Rolle, weshalb wir sie in der Modellierung gar nicht be-
riicksichtigen. Die moglichen Werte von y liegen zwischen 0 und 1. Auferdem bezeichnen
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ABBILDUNG 3. Modellierung im Buffon’schen Problem.

ABBILDUNG 4. Grundmenge im Buffon’schen Problem.

wir mit ¢ den Winkel zwischen der vertikalen Richtung und der Nadel. Die méglichen Werte
von ¢ liegen zwischen —7 und 7.
Die Grundmenge des Experiments ist also das Rechteck

0= (55 %00 {e - pe (5 wewn)

Wir werden in dieser Losung davon ausgehen, dass der Punkt (¢, y) uniformverteilt auf
ist. Wiirde man die Nadel aus einer kleinen Hohe fallen lassen, so wére diese Annahme
sicherlich falsch. Bei einer Hohe, die sehr grof im Vergleich zum Abstand zwischen den
aufeinanderfolgenden Linien ist, erscheint die Annahme der Uniformverteilung plausibel.

Wir beschreiben nun das uns interessierende Ereignis A := “die Nadel kreuzt eine Gerade”
als Teilmenge von (2. Dazu stellen wir fest, dass die Nadel die untere Gerade L; genau dann
kreuzt, wenn

! Cos p >
2 ¢ y'
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Analog iiberzeugt man Sich, dass die obere Gerade Lo genau dann gekreuzt Wird, wenn
—6 >1-—
CcOoS .
9 ¥ )

Das Ereignis A entspricht also der folgenden Teilmenge von :

T 14 l
A= {<—§,§> x (0,1) : 5 08 > y oder 5 o8P > 1—y}.
Die Menge A ist auf Abbildung 4 zu sehen. Sie besteht aus zwei Komponenten, die sich
wegen der Annahme ¢ < 1 nicht schneiden. Die Flache von A ist

w/2 /¢ w/2
/\(A):2/ —cospdp =1 cospdp = 2/.
—7/2 2 —7/2

Fir die Wahrscheinlichkeit von A erhalten wir die Formel

PlAI = i) = =

wobei wir A(2) = 7 benutzt haben. O

Abschweifung. Wir werden nun eine zweite Losung des Buffon-Problems vorstellen. Diese
ist deutlich eleganter! als die erste, benutzt jedoch den Begriff des Erwartungswerts, der erst
spéter eingefiihrt werden soll. Fiir eine Nadel der Lange ¢ > 0 bezeichnen wir mit E(¢) die
erwartete Anzahl der Geraden, die diese kreuzt. Im Spezialfall wenn ¢ < 1 kann hochstens
eine Gerade gekreuzt werden, so dass E(¢) mit der Wahrscheinlichkeit iibereinstimmt, dass
eine Gerade gekreuzt wird. Zerlegen wir eine Nadel der Lénge ¢ = x + y in zwei Teilnadeln
der Langen x und y, so entspricht die erwartete Anzahl der Kreuzungen der Gesamtnadel
der Summe der erwarteten Kreuzungszahlen der beiden Teilnadeln:

E(x+y)=E(z) + E(y).

Das gilt fiir beliebige > 0 und y > 0. Somit erfiillt die Funktion E(¢) die Cauchy-
Funktionalgleichung. Auferdem ist die Funktion E(x) monoton nichtfallend. Aus der Be-
schreibung der Losungen der Cauchy-Funktionalgleichung folgt, dass F/(¢) eine lineare Funk-
tion sein muss, d.h.

E(¢)=(E(1)
fir alle ¢ > 0.

Es bleibt nur noch, den Koeffizienten ¢ := E(1) zu bestimmen. Zu diesem Zweck betrachten
wir zuerst eine polygonale Nadel, die aus Teilen der Langen /4, ..., ¢, besteht. Fiir diese ist
die erwartete Anzahl an Kreuzungen offenbar ¢l + ... 4 ¢f,, also ¢ multipliziert mit der
Lange der Nadel. Indem wir nun eine beliebig gekriimmte Nadel durch polygonale Nadeln
approximieren, kommen wir zum Schluss, dass die erwartete Anzahl an Kreuzungen fiir eine
solche Nadel der Lénge ¢ gleich ¢/ ist. Nun betrachten wir eine Nadel, die die Form eines
Kreises vom Radius 1/2 hat. Fiir diese ist die erwartete Anzahl der Kreuzungen besonders
einfach zu bestimmen, denn eine solche Nadel kreuzt mit Wahrscheinlichkeit 1 genau eine

IDiese Losung stammt aus “Das Buch der Beweise” von Martin Aigner und Giinter Ziegler, Kapitel 26
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Gerade. Auf der anderen Seite ist diese Anzahl c7/2, denn die Lénge des Kreises ist 7/2. Es
gilt also ¢ /2 = 1, woraus sich ¢ = 2/7 ergibt! Wir haben somit gezeigt, dass

E(t) = %e.

Dieses Ergebnis gilt fiir eine beliebig gekriimmte Nadel der Lénge /. Fiir eine Nadel der
Liange ¢ < 1 ist hochstens eine Kreuzung moglich und das Ergebnis bedeutet, dass die
Wahrscheinlichkeit einer Kreuzung %E ist.

Bemerkung 3.2.1. Fiir eine Nadel der Lénge ¢ > 1 schneiden sich die beiden Komponenten
von A. Die Formel fiir P[A] ist nicht mehr so einfach und kann im Buch der Beweise, Kapitel
26, gefunden werden.

3.3. Das Bertrand’sche Paradoxon

In einem Kreis mit Radius 1 wahlen wir zuféllig eine Sehne und fragen nach der Wahrschein-
lichkeit, dass die Sehne mindestens so lang wie die Seite des einbeschriebenen gleichseitigen
Dreiecks ist. Bezeichnen wir die Lange der Sehne mit L, so interessiert uns das Ereignis
A = {L > /3/2}. Es stellt sich heraus, dass dieses harmlos klingende Problem keine
eindeutige Losung besitzt, weshalb es als “Paradoxon” bezeichnet wird. Die entscheiden-
de Schwierigkeit besteht darin, dass es unklar ist, was man unter einer “zufalligen Sehne”
verstehen soll. Es kénnen mehrere natiirliche Modelle fiir die Wahl der zufalligen Sehne vor-
geschlagen werden, die zu verschiedenen Wahrscheinlichkeiten fiir das uns interessierende
Ereignis fiihren.

ABBILDUNG 5. Zum Paradoxon von Bertrand: Eine zuféllige Sehne und ein
einbeschriebenes gleichseitiges Dreieck.

Modell 1. Wir konstruieren eine Sehne indem wir ihren Mittelpunkt konstruieren. Wir
wéhlen ndmlich einen Punkt P = (z,y) zufillig und uniform verteilt im Einheitskreis und
betrachten dann die Sehne, deren Mittelpunkt P ist. Eine solche Sehne ist eindeutig definiert,
es sei denn P stimmt mit dem Mittelpunkt des Kreises iiberein, was allerdings Wahrschein-
lichkeit 0 hat und vernachlassigt werden kann. Die Grundmenge ist also der Einheitskreis

Q={(z,y):2” +y* < 1}.
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ABBILDUNG 6. Die drei Modelle fiir die zufillige Sehne aus dem Paradoxon
von Bertrand.

ABBILDUNG 7. Die drei Modelle aus dem Paradoxon von Bertrand. Jedes Bild
zeigt 500 Sehnen, die geméfs dem entsprechenden Modell erzeugt wurden.

Da jedes einbeschriebene gleichseitige Dreieck die senkrecht auf den Seiten stehenden Radien
halbiert, tritt das Ereignis L > 1/3/2 genau dann ein, wenn P innerhalb des Kreises vom
Radius 1/2 un den Ursprung liegt, d.h.
A={(z,y): 2 +y* < 1/2}.
Fiir die Wahrscheinlichkeit von A erhalten wir
_MA) w41

[]—m— =7

Modell 2. Wir konstruieren die Sehne indem wir den Radius, der sie senkrecht in ihrem
Mittelpunkt schneidet, sowie den Abstand R dieses Schnittpunktes vom Kreismittelpunkt
angeben. Der Radius kann eindeutig durch den Winkel ¢ € [0,27) parametrisiert werden,
und der Abstand zum Schnittpunkt durch die Zahl r € (0,1). Wir werden sowohl den
Abstand als auch den Winkel uniform verteilt auf dem entsprechenden Intervall auswéhlen.
Der Wahrscheinlichkeitsraum ist also das “Rechteck”

Q =[0,27) x (0,1).
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Das gesuchte Ereignis A tritt genau dann ein, wenn r < 1/2; also
A=10,2m) x (0,1/2).
Fiir die Wahrscheinlichkeit von A folgt, dass
AA) © 1

[ ]:m:%:?

Modell 3. Hier parametrisieren wir die Sehne durch den Radius zum ersten (gegen den
Uhrzeigersinn) Punkt der Sehne, sowie durch den Offnungswinkel. Der Radius wird durch
einen Winkel ¢ € [0,27) parametrisiert, wihrend der Offnungswinkel Winkel ¢ Werte im
Intervall (0, 7) annehmen kann. Das Paar (¢, ) soll uniform verteilt auf dem Rechteck

Q:=[0,27) x (0,7)

ausgewdhlt werden. Die Sehne ist ldnger als die Seite des einbeschriebenen gleichseitigen
Dreiecks genau dann, wenn der Offnungswinkel grofer als 27 /3 ist. Somit gilt

1= (Zr).

Fiir die Wahrscheinlichkeit von A erhalten wir diesmal den Wert
AMA)  2m-% 1
P[A] = = 8 =2,
4] Q) 27w 3
Die obigen Losungen unterscheiden sich dadurch, dass wir drei verschiedene Definitionen der
zufélligen Sehne (bzw. drei verschiedene “Verteilungen” auf der Menge aller Sehnen) benutzt
haben. Alle drei Modelle scheinen mehr oder weniger natiirlich. Das Fazit von Bertrand
lautet: “Keine der drei Losungen ist falsch, allerdings ist auch keine ganz richtig. Die Frage
ist schlecht gestellt”.

Ahnliche Schwierigkeiten treten beim sogenannten Sylvester-Vierpunkteproblem auf. Die-
ses fragt nach der Wahrscheinlichkeit, dass 4 zuféllige Punkte in einer Ebene ein Viereck
bilden (eine andere Moglichkeit wére es, dass einer der Punkte innerhalb des von den drei
anderen Punkten aufgespannten Dreiecks liegt). Auch hier ist es nicht klar, was man unter
einer zufilligen Wahl von 4 Punkten verstehen soll. Man konnte die Punkte uniform verteilt
in einem Quadrat, einem Dreieck oder einem Kreis auswahlen. Man kann zeigen, dass die
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten 22, 2 und 1 — 22, sind. Es sollte aber hervorgehoben

367 3 1272
werden, dass es keine Uniformverteilung in der ganzen Ebene gibt.
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KAPITEL 4

Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie und Mafstheorie

Dieses Kapitel bedarf einer Uberarbeitung. Es kann in zwei Kapitel aufgespalten werden: “Das
Volumenproblem” und “Axiome der Wtheorie”. Gute Referenz zu Lebesgue-Integralen (mit
der Erkldrung der Caratheodory-Konstruktion) ist Kurtz, Swartz: Theories of Integration:
Integrals of Riemann, Lebesgue,...

4.1. Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie

Auf dem zweiten internationalen Mathematikerkongress, das im Jahre 1900 in Paris statt-
fand, stellte der deutsche Mathematiker David Hilbert eine Liste aus 23 Problemen, die die
Entwicklung der Mathematik im 20. Jahrhundert bestimmen sollten. Das sechste Problem
aus seiner Liste lautete “Mathematische Behandlung der Axiome der Physik” und fragte
insbesondere nach der axiomatischen Behandlung der Mechanik und der Wahrscheinlich-
keitstheorie. Eine Axiomatisierung der gesamten Physik ist bis heute nicht in Sicht. Hier
werden wir uns mit der Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung befassen, die im
Jahre 1933 dem russischen Mathematiker Andrei Kolmogorov gelang.

Unter einer axiomatischen Behandlung der Wahrscheinlichkeitsrechnung versteht man Fol-
gendes. Wir wollen eine méglichst knappe Liste einfacher Eigenschaften (oder Axiome) auf-
stellen, die fiir jedes Zufallsexperiment gelten. Diese Eigenschaften sollen “offensichtlich” sein.
Alle weiteren Eigenschaften des Zufalls sollen dann als logische Konsequenzen der Axiome
hergeleitet werden konnen.

Zuallererst miissen wir festlegen, welche Daten fiir eine eindeutige Beschreibung eines Zufalls-
experiments notig sind. Auf jeden Fall wird die Grundmenge {2 benoétigt, die eine beliebige
nichtleere Menge sein darf.

Schritt 1: Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume. Ist {2 hochstens abzéhlbar, so konnen
wir jedem Ausgang w € (2 seine Wahrscheinlichkeit p(w) zuordnen. Dabei ist p : Q — [0, 1]
eine Funktion mit

> plw)=1.

we
Das Paar (2, p) beschreibt das Zufallsexperiment eindeutig in dem Sinne, dass wir die Wahr-
scheinlichkeiten aller Ereignisse A C €2 ausrechnen kénnen, nédmlich

PA] =) " p(w).
weA
Experimente mit hochstens abzéhlbarer Grundmenge heiften diskret.

Schritt 2: Naive Axiome. Ist allerdings 2 tiberabzdhlbar, so gilt typischerweise p(w) = 0
fiir alle w € Q. Das haben wir z.B. im Kapitel iiber geometrische Wahrscheinlichkeiten gese-
hen. Durch die Angabe von p(w) wird das Experiment nicht eindeutig beschrieben und wir
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brauchen mehr Daten. Der Ausweg besteht darin, die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse
(und nicht nur aller Ausgénge) anzugeben.

Mit P(£2) bezeichnen wir die Potenzmenge von €2, also die Menge aller Teilmengen von
Q.

Wir bezeichnen mit P[A] die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

Beispiel 4.1.1. Ist Q endlich mit n Elementen, so besteht die Potenzmenge P(2) aus 2"
Elementen.

Aufgabe 4.1.2. Benennen Sie alle Elemente von P(2).

( )
Naive Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie. Jedes Zufallsexperiment wird durch
ein Paar (€2, P) beschrieben, wobei €2 eine beliebige nichtleere Menge ist und P : P(§2) —
[0, 1] eine Funktion, die den folgenden Anforderungen geniigt:

(a) Normiertheit: P[] = 1.
(b) o-Additivitét: Fiir beliebige paarweise disjunkte Mengen Aj, As, ... C Q gilt

Pl[A; UAyU ... =P[A] + P[As] + ...

Leider konnen diese Axiome nicht als Grundlage fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie dienen,

Schritt 3: Axiome von Kolmogorov.

s )
Axiome von Kolmogorov. Jedes Zufallsexperiment wird durch ein Tripel (€2, F,P)
beschrieben. Dabei haben die einzelnen Komponenten des Tripels die folgenden Eigen-
schaften:

e () ist eine beliebige nichtleere Menge.
o F C P(Q) ist eine o-Algebra, d.h. ein System von Teilmengen von  mit
folgenden Eigenschaften:
- QeF;
— Fiir jedes A € F gilt auch A° € F;
— Fiir beliebige Mengen Ay, A, ... € F gilt auch |-, A, € F.
Gehort eine Menge A zu F, so nennen wir A ein Ereignis oder eine messbare
Menge.
e P ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, F), d.h. P : F — [0,1] ist eine
Funktion mit den folgenden Eigenschaften:
(a) Normiertheit: P[Q] = 1.
(b) o-Additivitét: Fiir beliebige paarweise disjunkte Ereignisse A;, As, ... €
F gilt

Pl[A; UAyU...] =P[A;]] + P[As] +....
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4.2. Existenz nichtmessbarer Mengen

Wir betrachten dazu ein Zufallsexperiment, bei dem ein Gliicksrad gedreht wird. Nach meh-
reren Runden stoppt der Zeiger und zeigt in eine zufallige Richtung. Wir mdchten ein ma-
thematisches Modell fiir dieses Experiment aufstellen.

Als Grundmenge konnen wir den Einheitskreis in der Ebene wihlen:
Q= {(v,y) e R*: 2” + 9> = 1}.

Jeder Menge A C Q ordnen wir die Wahrscheinlichkeit P[A] zu, dass der Zeiger auf einen
Punkt aus dieser Menge zeigt. Es erscheint plausibel, dass die Funktion P : P(2) — [0, 1]
die folgenden Eigenschaften haben muss:

(a) Normiertheit: P[] = 1.

(b) o-Additivitét: Fiir beliebige paarweise disjunkte Mengen A;, As, ... C Q gilt

P[A; UA U .. ] =P[A] + P[As] + ...

(c) Rotationsinvarianz: Die Wahrscheinlichkeit einer beliebigen Menge A C 2 &ndert
sich nicht, wenn man die Menge um einen beliebigen Winkel dreht.

Der néchste Satz kommt wie ein Donnerschlag aus heiterem Himmel.

Satz 4.2.1 (Vitali, 1905). Eine Funktion P : P(£2) — [0, 1], die den Anforderungen (a),
(b), (c) geniigt, existiert nicht.

BEWEIS. Wir sagen, dass zwei Punkte x und y auf dem Einheitskreis dquivalent sind, wenn
der Offnungswinkel zwischen diesen Punkten ein rationales Vielfaches von 2 ist. Das heift,
wir definieren = ~ y, falls es ein ¢ € Q gibt mit = Th,y, wobei Ty, : 2 — €2 eine Rotation
um den Winkel 27¢ bezeichnet. Man rechnet leicht nach, dass ~ eine Aquivalenzrelation
ist. Somit zerfallt der Kreis © in eine Vereinigung von disjunkten Aquivalenzklassen. Dabei
besteht die Aquivalenzklasse von z aus allen Punkten der Form Torqz, ¢ € Q. Nun benutzen
wir das Auswahlaxiom: Aus jeder Aquivalenzklasse withlen wir genau einen Reprisentanten
aus. Sei V' die aus diesen Représentanten gebildete Menge V. Der Schnitt von V' mit jeder
Aquivalenzklasse besteht aus exakt einem Punkt. Rotieren wir die Menge V um alle belie-
bigen Winkel 27q mit ¢ € Q, so erhalten wir disjunkte Mengen, die wir mit V5., bezeichnen
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und die eine disjunkte Zerlegung von 2 bilden:

Q0= UVQW, Varg N Vargr = 0 fiir alle ¢, € Q mit ¢ # 7.
qeQ

Wegen Eigenschaft (c) haben all diese Mengen die gleiche Wahrscheinlichkeit, die wir mit
p := P[Va,,] bezeichnen. Wegen Eigenschaften (a) und (b) gilt dann

= ZP[V%W] = Zp-

qeQ q€Q
Nun betrachten wir zwei Féalle:

FALL 1: p > 0. Dann gilt qu(@p = 00, ein Widerspruch.
FALL 2: p = 0. Dann gilt qu@p = 0, wieder ein Widerspruch. U

Das obige Gegenbeispiel von Vitali ist der Anfang einer Reihe von paradoxen Ergebnissen, die
in der ersten Halfte des 20. Jahrhunderts entdeckt wurden. Das wohl iiberraschendste dieser
Resultate ist das Banach-Tarski-Paradoxon (1924). Dieses behauptet, dass man eine Kugel
in 6 disjunkte Teilmengen zerlegen und aus diesen dann mithilfe von starren Rotationen 2
Kugeln zusammensetzen kann, die genauso grof wie die urspriingliche Kugel sind. Fiir mehr
Einzelheiten und weitere tiberraschende Ergebnisse verweisen wir auf das Buch von Stan
Wagon “The Banach-Tarski Paradox”.

4.3. Voriiberlegungen zur Mafitheorie

Die folgenden drei Beispiele sind Spezialfille des Oberbegriffs Mafs.

Beispiel 4.3.1 (Verteilung der Ladung oder der Masse). Man stelle sich eine positive elektri-
sche Ladung, die sich iiber eine Menge €2 verteilt hat. Dabei kann (2 zum Beispiel ein Gebiet
im drei- oder zweidimensionalen Raum sein. Ist A eine Teilmenge von €2, so kann man mit
1(A) die Gesamtladung bezeichnen, die sich in der Menge A aufhélt. Da wir nur positive
Ladungen betrachten, kann p(A) nur Werte im Bereich [0, +00] annehmen. Dabei ist der
Wert +o00 zugelassen. Auflerdem kann man davon ausgehen, dass die folgende Eigenschaft,
genannt o-Additivitdt, gilt: Fiir beliebige paarweise disjunkte Teilmengen Aq, A, ... C Q gilt

n(UZ1A; ZM

Das bedeutet, dass sich die Gesamtladung einer dlsJunkten Vereinigung U, A; als die Summe
der Ladungen der einzelnen Mengen A; ausrechnen lésst. Analog kann man sich anstatt einer
Verteilung der Ladung auch eine Massenverteilung im Gebiet €2 vorstellen. In diesem Fall ist
w(A) die Masse der Menge A.

Beispiel 4.3.2 (Wahrscheinlichkeit). Man stelle sich ein Zufallsexperiment mit Grundmenge
2 vor. In diesem Fall kann man mit P[A] die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A C Q
bezeichnen. Wir werden als Axiom annehmen, dass die o-Additivitat gilt: Fiir beliebige
paarweise disjunkte Teilmengen A;, Ay,... C Q gilt

PlUZ, A; Z]P’
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Auferdem gilt noch eine Eigenschaft, die Normiertheit genannt wird: P[] = 1.

Beispiel 4.3.3 (Volumen, Fliacheninhalt, Lange). Fiir eine Menge A im dreidimensionalen
Raum kann man mit A\(A) das Volumen von A bezeichnen. Das Volumen A(A) nimmt Werte
in [0, +00] an. Man kann hoffen, dass die o-Additivitét gilt: Fiir beliebige paarweise disjunkte
Teilmengen A;, Ay, ... C R3 gilt

AU A) = 3 A

Analog kann man im zweidimensionalen Raum den Flacheninhalt, im eindimensionalen
Raum die Lange, und allgemeiner im d-dimensionalen Raum das d-dimensionale Volumen
betrachten.

Die oben genannten Begriffe werden in der Maftheorie als Spezialfille des Begriffs Maf ex-
akt definiert. Erstaunlicherweise stellt es sich heraus, dass sich der Begriff “Volumen” nicht
fiir alle Teilmengen von R? verniinftig erkliren lisst, sondern nur fiir sogenannte Borel-
Mengen. Diese werden im Folgenden definiert. Analog kann man in einigen Situationen die
Wahrscheinlichkeit nicht fiir alle Ereignisse erkldren, sondern nur fiir sogenannte messbare
Ereignisse. Bislang haben wir nur Experimente mit einer endlichen oder abzéhlbaren Grund-
menge betrachtet. Die Frage der Messbarkeit spielt fiir solche Experimente keine Rolle. Es
gibt aber auch Experimente mit einer iiberabzéhlbaren Grundmenge, Beispiele werden im
Folgenden gegeben.

4.4. Algebren

Definition 4.4.1. Eine Teilmenge der Potenzmenge P(2) (d.h. eine Menge, deren Ele-
mente Teilmengen von € sind) werden wir als eine Mengenfamilie oder ein Mengensystem
bezeichnen.

Beispiel 4.4.2. Ist Q = R? die Ebene, so kénnen wir z.B. das Mengensystem aller Kreise
oder das Mengensystem aller Quadrate betrachten. Bezeichnen wir mit @ das Mengensystem
aller Quadrate und mit R das Mengensystem aller Rechtecke, so gilt Q C R.

Eine Algebra ist ein Mengensystem mit der Eigenschaft, dass man dieses Mengensystem nicht
verldsst, wenn man beliebige mengentheoretischen Operationen auf endlich viele Mengen aus
diesem Mengensystem anwendet.

e )

Definition 4.4.3. Eine Mengenfamilie F C P(2) heifst Algebra (oder Boolsche Alge-
bra), wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

(1) Qe F.

(2) Ae F = A € F. (Komplementstabilitét).

(3) A,B € F = AU B € F. (Vereinigungstabilitét).

Beispiel 4.4.4. Folgende Mengenfamilien sind Algebren:
o F={2, 0}
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o F=P(Q).
Beispiel 4.4.5. Sei Q2 = {1, 2, 3}. Folgende Mengenfamilie ist eine Algebra:
F=1{2,{1,2,3},{1},{2,3}}.
Beispiel 4.4.6. Sei Q2 = [0, 1). Betrachte die Familie aller halbabgeschlossenen Teilintervalle
von [0, 1):
F=A{[a,b):0<a<b<1}.
Diese Mengenfamilie ist keine Algebra, denn F ist weder komplementstabil noch vereini-

gungsstabil. Betrachte nun die Familie aller endlichen Vereinigungen von halbabgeschlosse-
nen Teilintervallen von [0, 1):

G =A{Ui_lag,bx) :mneN0<a; <b<1,...,0<a, <b, <1}.
Diese Mengenfamilie ist eine Algebra.
Beispiel 4.4.7. Sei Q = [0, 1)¢. Ein (halbabgeschlossenes) Quader ist eine Menge der Form
Q = [a1,b1) x ... X [aq,bg) C RY,

wobei a1 < by, ...,aq < by. Die folgende Familie ist keine Algebra:

F={Q:Q c[0,1] und Q ist Quader}.
Allerdings ist die folgende Familie aller endlichen Vereinigungen von Quadern eine Algebra:

G={Q=0Q,U...UQ,:neNund Q1,...,Q, C [0,1)% sind Quader}.
Man kann diese Familie auch so beschreiben:
G={Q=0Q,U...UQ,:neN, und Q1,...,Q, C [0,1)* sind disjunkte Quader}.

Nimmt man eine endliche Anzahl von Elementen einer Algebra und wendet man auf diese
Elemente beliebige mengentheoretische Operationen (wie z. B. U,N, A\, ¢) in einer belie-
bigen Reihenfolge an, so erhélt man wieder ein Element aus der Algebra. Einige Spezialfélle
dieser Aussage werden im folgenden Satz bewiesen.

e R

Satz 4.4.8. Sei F C P(2) eine Algebra. Dann gilt:

A Be F=ANBeF.

A Be F=A\Be€ Fund AAB € F.
A,..., A, e F=ANn...NA, e F.
Ay, ..., A e F=AU...UA, € F.

Beweis.

(1) F ist komplementstabil und 2 € F nach Definition. Es folgt, dass @ = Q° € F.

(2) ABeEF=A€cF,B°e F=AUB‘e F= (AUB)YeF=ANBeF.Im
letzten Schritt haben wir die Regel von de Morgan benutzt.

(3) ABe F=Aec F,B°e€ F= A\B=ANDB°e F. Analog gilt auch B\A € F. Es
folgt, dass AAB = (A\B) U (B\A) € F.

(4) Induktion.
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(5) Induktion.

4.5. o-Algebren
( M)
Definition 4.5.1. Eine Mengenfamilie 7 C P(2) heift o-Algebra, wenn folgende drei
Bedingungen erfiillt sind:
(1) Qe F.
(2) Ae F = A° e F. (Komplementstabilitét).
(3) A1, Ay,...€e F= A UAyU... € F. (0-Vereinigungsstabilitét).

(. J

Beispiel 4.5.2. Folgende Mengenfamilien sind o-Algebren:

(1) F ={2,0}.
(2) F=P(Q).
{ Satz 4.5.3. Ist F eine o-Algebra, so ist F auch eine Algebra. }

Beweis. Sei F eine o-Algebra. Da F nach Definition komplementstabil ist und 2 € F,
bleibt es nur noch zu zeigen, dass F vereinigungsstabil ist. Seien dazu A, B € F. Wir zeigen,
dass AU B € F. Zunéchst gilt 2 € F. Wegen Komplementstabilitit von o-Algebren gilt
auch @ = Q° € F. Aus Eigenschaft (3) der o-Algebren folgt nun, dass

AUB=AUBUQUQU... € F.
Dies beweist die Vereinigungsstabilitat von F. O
Beispiel 4.5.4. Die Umkehrung von Satz 4.5.3 gilt nicht. Sei {2 = N. Die Mengenfamilie
F ={A C N: A endlich oder A° endlich}
ist eine Algebra, aber keine o-Algebra.

Beispiel 4.5.5. Die Mengenfamilie G aus Beispiel 4.4.7 ist eine Algebra, aber keine o-
Algebra.

Beispiel 4.5.6. Sei 2 = R. Die folgende Mengenfamilie ist eine o-Algebra (und somit auch

eine Algebra):
F ={A C R : A abzihlbar oder A° abzéhlbar}.

Satz 4.5.7. Sei F eine o-Algebra. Fiir beliebige Ay, As, ... € F gilt auch A;NA;N... €
F. In Worten: Eine o-Algebra ist o-schnittstabil.

Beweis. Folgt aus der Regel von de Morgan: Ay N A;N ... = (AJUASU...)° € F. O

Der néchste Satz zeigt, wie man eine o-Algebra auf eine Teilmenge einschrinken kann.
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Satz 4.5.8. Sei F C P(Q2) eine o-Algebra. Sei A C 2 nichtleer. Definiere die folgende
Mengenfamilie:

Fa:={ANB:BeF}CPA.
Dann ist F4 eine o-Algebra.

Beweis. Wir beweisen nur die o-Vereinigungsstabilitat der Mengenfamilie F4. (Andere Ei-
genschaften sind Ubung). Seien dazu C7,Cs, ... € F4. Aus der Definition von F, folgt: es
existieren By, Bo,... € F mit C,, = AN B, fiir alle n € N. Wir haben die Darstellung

UX  Ch=Ur (AN B,) =AN (U, B,).

Da By, Bs,... € F und F eine o-Algebra ist, erhalten wir, dass U2, B,, € F. Es folgt aus
der Definition von Fu, dass AN (U2 B,) € Fa. Somit gilt U2 ,C,, € Fa. O

4.6. Die von einem Mengensystem erzeugte o-Algebra

Der néchste Satz besagt, dass der Schnitt von o-Algebren wieder eine o-Algebra ist.

( N
Satz 4.6.1. Sei I eine beliebige nichtleere Menge. Fiir jedes i € I sei F; C P(R2) eine
o-Algebra. Dann ist auch die Mengenfamilie

F=(\Fi={AcCQ:A€c FfiraleicI}
el
eine o-Algebra.
~ J

Beweis. Wir zeigen nur, dass F o-vereinigungsstabil ist. Andere Bedingungen werden analog
gezeigt. Seien Ay, As, ... € F. Dann gilt Ay, Ay, ... € F; fiir jedes i € I. Da F; eine o-Algebra
ist, erhalten wir, dass A; U Ay U ... € F; fiir jedes ¢ € I. Nach Definition von F heifst es
aber, dass Ay U A, U... € F. O

( )

Definition 4.6.2. Sei £ C P(f) eine beliebige nichtleere Mengenfamilie. Die Mengen-

familie
(€)= ﬂ F

F:ECFCP(Q)
F ist o-Algebra

heifst die von £ erzeugte o-Algebra. Der Schnitt wird tiber alle o-Algebren F C P(),

die £ enthalten, genommen.
& J

Bemerkung 4.6.3. Aus Satz 4.6.1 folgt, dass o(€) tatséchlich eine o-Algebra ist.

Bemerkung 4.6.4. Eine dquivalente Beschreibung: o(&) ist die kleinste o-Algebra, die alle
Mengen aus & enthélt. Dabei heift “die kleinste” folgendes: ist F C P(€2) irgendeine o-
Algebra, die £ enthilt, so gilt o(£) C F.
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Aufgabe 4.6.5. Sei @ = R und € = {{w} : w € R} das System aller einelementigen
Teilmengen von R. Zeigen Sie: Die von & erzeugte o-Algebra besteht aus allen héchstens
abzahlbaren Teilmengen von R und deren Komplementen.

4.7. Borel-o-Algebra

Definition 4.7.1. Sei 2 = R und £ die Familie aller Intervalle der Form (—oo, a] mit
a € R. Die von & erzeugte o-Algebra B := (&) C P(R) heifst die Borel-o-Algebra auf
R. Elemente von B heifen Borel-Mengen.

Bemerkung 4.7.2. Man kann zeigen, dass die Borel-o-Algebra B von jeder der folgenden
Mengenfamilien erzeugt wird:

(1) Halbabgeschlossene Intervalle (a, b].
(2) Halbabgeschlossene Intervalle [a, b).
(3) Offene Intervalle (a,b).

(4) Abgeschlossene Intervalle [a, b].

(5) Offene Teilmengen von R.

(6) Abgeschlossene Teilmengen von R.

Die obige Definition kann man auf hohere Dimensionen verallgemeinern.

( N

Definition 4.7.3. Sei Q = R? und & die Familie aller “Orthanten” der Form
(—00,a1] X ... x (—00,aq|

mit ai,...,aq € R. Die von &£ erzeugte o-Algebra B¢ := o(€) C P(R?) heifit die Borel-
o-Algebra auf R?. Elemente von B? heifen Borel-Mengen.
. J

Bemerkung 4.7.4. Man kann zeigen, dass die Borel-o-Algebra B? von jeder der folgenden
Mengenfamilien erzeugt wird:

(1) Halbabgeschlossene Quader (a1, b1] X ... X (ag, by).
(2) Halbabgeschlossene Quader [a1,b1) X ... X [ag, bg).
(3) Offene Quader (aj,by) X ... X (agq, bq).

(4) Abgeschlossene Quader [aq, b1] X ... X [ag, bg)-

(5) Offene Teilmengen von R<.

(6) Abgeschlossene Teilmengen von R?.

Bemerkung 4.7.5. Somit ist jede offene Teilmenge und jede abgeschlossene Teilmenge von
R? eine Borel-Menge. Man kann sich dann fragen, ob es iiberhaupt nicht-Borel Mengen gibt.
Man kann zeigen, dass

(1) Die Familie der Borel-Mengen B? ist gleichmichtig mit R.
(2) Die Familie P(R?) aller Teilmengen von R? hat eine strikt grofere Michtigkeit, als
R.
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Somit gibt es Teilmengen von R?, die keine Borel-Mengen sind. Es ist allerdings nicht einfach,
solche Mengen zu konstruieren. Im Weiteren werden wir es nur mit Borel-Mengen zu tun

haben.

Borel-Hierarchie. Muss ergéanzt werden...

4.8. Mafe

e )
Definition 4.8.1. Sei 2 eine nichtleere Menge und F C P(f2) eine o-Algebra. Dann
heifst das Paar (€2, F) ein Messraum. Mengen (oder Ereignisse) A C 2 mit A € F heiflen

messbar.
N\ J

e )

Definition 4.8.2. Sei (2, F) ein Messraum. Ein Maff p auf (2, F) ist eine Funktion
p: F — [0, 400] mit der folgenden Eigenschaft, die o-Additivitit genannt wird: Fiir alle
paarweise disjunkte Mengen Aq, A, ... € F gilt

HUELA) = D (A,

Das Tripel (2, F, u) heift ein Mafraum.

(. J

Beispiel 4.8.3. Sei wy,ws, ... € () eine beliebige Folge und my, ms, ... > 0 beliebige Zahlen.
Man kann dann das folgende Mafs definieren:

pA)= > m, AcF
i€ENiw; €A

Man kann sich vorstellen, dass p eine Verteilung der positiven elektrischen Ladung auf €2
beschreibt, bei der sich die Ladung nur in den Punkten wy, ws, ... sammelt, wobei die Ladung
des Punktes w; gleich m; ist.

Wir geben nun eine Definition des Volumens einer Menge A C R,

e M
Definition 4.8.4. Sei A C R? beliebig. Definiere A\(A), das Lebesgue-Maf§ von A, wie
folgt:
(1) Ist B = [a1,b1] X ... X [aq, by] ein Quader, so sei
)\(B) = (bl — Cll) ° 600 ° (bd — ad).
(2) Ist A C R? beliebig, so sei

A(A) = inf {Z A(B;) : By, By, ... sind Quader mit A C UfilBi} :
i=1

(. J

Allerdings ist die so konstruierte Funktion A kein Maf auf (R¢, P(R%): sie ist nicht o-additiv
und sogar nicht additiv.
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Satz 4.8.5 (Vitali). Es existieren zwei Mengen A;, Ay € R? mit A; N Ay = @, so dass
AA1 U Ay) # A(A7) + A(Ag).

Wenn wir aber die Mengenfunktion A nur auf die o-Algebra der Borel-Mengen einschrénken,
wird sie o-additiv.

E Satz 4.8.6 (Satz von Lebesgue). A ist ein MaR auf (R¢, BY). }

4.9. Wahrscheinlichkeitsmalfie

Die axiomatische Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie auf der Grundlage der Maf-
theorie wurde von A. N. Kolmogorov im Jahr 1929 gegeben.

( N

Definition 4.9.1. Sei (2, F) ein Messraum. Ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (Q, F)
ist eine Funktion P : F — [0, 1] mit folgenden zwei Eigenschaften:

(1) Normiertheit: P[Q] = 1.
(2) o-Additivitét: Fiir alle paarweise disjunkte Mengen A;, Ao, ... € F gilt

P[U2, A,] ZIP’ (4.9.1)

Das Tripel (€2, F,P) heifst ein Wahrschemlzchkeztsmum.

& J

Beispiel 4.9.2 (Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume). Zuerst betrachten wir ein Zufallsexpe-
riment mit einer hdchstens abzdihlbaren Grundmenge €2 = {wy,ws,...}. Die Wahrscheinlich-
keiten der einzelnen Ausgénge bezeichnen wir mit p(wy ), p(ws), . . .. Offenbar ist p : Q — [0, 1]
eine Funktion mit der Eigenschaft

2_plwn) =1

Nun wollen wir unserem Zufallsexperiment einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) zuord-
nen. Wir definieren F := P() und das Wahrscheinlichkeitsmaft P : P(2) — [0,1] wie
folgt:

= Zp(w), fir alle A C Q.
weA

Wahrscheinlichkeitsraume (€2, P(2), P), die auf diese Weise mit einem endlichen oder abzéhl-
baren €2 konstruiert wurden, heifen diskrete Wahrscheinlichkeitsraume.

Beispiel 4.9.3 (Geometrische Wahrscheinlichkeiten). Sei 2 C R¢ eine Borel-Menge mit
Lebesgue-Maf A(€2), das weder 0 noch oo ist. Wir betrachten ein Zufallsexperiment, bei
dem ein zufalliger, “uniformverteilter” Punkt S in der Menge () ausgewahlt wird. Solche
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Experimente haben wir z.B. in Kapitel 3 betrachtet. Der Wahrscheinlichkeitsraum, der dieses
Experiment beschreibt, kann wie folgt konstruiert werden.

Als Grundmenge dieses Experiments kénnen wir ) betrachten. Als o-Algebra auf €2 wihlen
wir die Einschriankung

Bi={CnQ:CeB}={BeB':BcCcQ}
der Borel-o-Algebra B¢ auf Q; siche Satz 4.5.8. Die Wahrscheinlichkeit, dass der zufillige
Punkt S in eine Menge A € BY fillt, ist
4] = A(4)
Q)
was wir als Definition der Uniformverteilung auffassen. Das so konstruierte Tripel (€2, B, P)
ist ein Modell fiir das oben beschriebene Zufallsexperiment.
Es sei hervorgehoben, dass diese Konstruktion fiir A(£2) = 0 oder A(€2) = oo nicht mdglich
ist, weil wir in diesen Féllen durch 0 oder durch oo teilen miissten, was zu Unbestimmtheiten

fiihren konnte. Insbesondere ist die Uniformverteilung auf ganz R? nicht wohldefiniert.
Im obigen Experiment ist die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Punktes gleich 0:

P{w}] =0 fiir alle w € 2.
Uberdies ist sogar die Wahrscheinlichkeit jeder abzihlbaren Menge gleich 0:
P[A] =0 falls A= {w;,wy,...} abzédhlbar.

Bemerkung 4.9.4 (idealer Zufallsgenerator). Im obigen Beispiel sei 2 = [0, 1]. Fiir jeden
einzelnen Punkt w € [0, 1] gilt A\({w}) = 0 und somit

P{w}] = 0.
Sei nun A = {wy,ws, ...} C [0,1] abzéhlbar, z. B. A = Q N[0, 1], wobei Q die Mengen der
rationalen Zahlen ist. Aus der o-Additivitat folgt dann, dass

PlA] = 3 Pl{w)] = 0.

i€N

A€ B, (4.9.2)

Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein idealer Zufallsgenerator eine rationale Zahl erzeugt,
gleich 0.

4.10. Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit

Wir leiten nun einige Formeln, die in jedem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) gelten.

{ Lemma 4.10.1. Unmdgliches Ereignis hat Wahrscheinlichkeit 0. Das heifst, P[@] = 0. }

Beweis. Setze A} = Ay = ... = @ in (4.9.1). Es ergibt sich P[@] = P[@] + P[@] + .... Das
kann nur fir P[@] = 0 gelten. O
Eines der Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie postuliert die o-Additivitdat: Die Wahr-
scheinlichkeit einer abzdhlbar unendlichen Vereinigung ist die Summe der Wahrscheinlich-
keiten der einzelnen Ereignisse. Eine dhnliche Eigenschaft fir endliche Vereinigungen (die
Additivitat genannt wird) ergibt sich daraus als Konsequenz.

75



( N
Lemma 4.10.2 (Additivitat). Fiir beliebiges n € N und beliebige paarweise disjunkte
Ereignisse Aq,..., A, € F gilt

Pl A =D PlAl.
k=1 k=1
(. J
Beweis. Setze A, ;1 = A2 = ... = @ in (4.9.1) und benutze, dass P[@] = 0. O

Nun berechnen wir die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses.

Lemma 4.10.3. Fiir jedes Ereignis A € F gilt:
P[A°] =1 — P[A4].

Beweis. Ereignisse A und A€ sind disjunkt und es gilt AU A® = Q. Mit der Additivitét folgt
1 =P[Q] = P[AU A°] = P[A] + P[A]. Durch Umstellen ergibt sich die Bahauptung. O

Lemma 4.10.4. Fir beliebige Ereignisse A, B € F gilt
P[A\B] = P[A] — P[AN B].

Beweis. Das Ereignis A ist eine disjunkte Vereinigug der Ereignisse AN B und A\ B. Mit der
Additivitat folgt P[A] = P[A N B] + P[A\B]. Die Behauptung ergibt sich durch Umstellen.
O

Lemma 4.10.5. Fiir beliebige Ereignisse A, B € F (nicht unbedingt disjunkt) gilt:
P[AU B] =P[A] + P[B] —P[AN B].

Beweis. Ereignisse A\ B und B sind disjunkt und (A\B) U B = AU B. Mit der Additivitét
folgt P[A\B] + P[B] = P[AU B]. Mit Lemma 4.10.4 folgt P[A] —P[AN B]+P[B] = P[AU B]
und die Behauptung ergibt sich durch Umstellen. 0

{ Lemma 4.10.6 (Monotonie). Fiir beliebige Ereignisse A C B gilt P[A] < P[B]. }

Beweis. Ereignisse A und B\ A sind disjunkt und es gilt AU(B\A) = B. Mit der Additivitét
folgt P[A] + P[B\ A] = P[B]. Das Lemma folgt, denn P[B\A] > 0. O

Lemma 4.10.7 (Subadditivitéit). Fiir beliebige Ereignisse A, B € F gilt
P[AU B] < P[A] + P[B].
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Beweis. Folgt aus Lemma 4.10.5, denn P[A N B] > 0. O

Lemma 4.10.8 (Subadditivitat). Fir beliebige Ereignisse A4, ..., A, € F gilt:
PlA; U...UA,] <P[A1]+... + P[4,].

Beweis. Folgt aus Lemma 4.10.7 mit Induktion. U

Satz 4.10.9 (o-Subadditivitit). Fiir beliebige Ereignisse A, As, ... € F gilt

] < 01
i=1 =l

Beweis. Definiere:
By =A, By=A\By, B3=A3\(A1UAy), ..., By=A4,\(AU...UA,_1),

Da A, Ay,... € F und F eine o-Algebra ist, sind die Mengen Bj, Bs, ... messbar. Die
Mengen By, B, ... sind disjunkt und es gilt U2, B; = U°, A;. Aus der o-Additivitdt von P

folgt, dass
P[UX, A = P[UX, B]] ZIP’ J<) PA
i=1

Dabei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass BZ- C A; und somit P[B;] < P[A

e Ein Ereignis A € F mit P[A] = 0 heift ein Nullereignis.

U
Definition 4.10.10. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
e Ein Ereignis A € F mit P[A] = 1 heift ein fast sicheres Ereignis.

Satz 4.10.11. Eine Vereinigung von abzdhlbar vielen Nullereignissen ist wieder ein
Nullereignis. Der Schnitt von abzéhlbar vielen fast sicheren Ereignissen ist wieder ein
fast sicheres Ereignis.

Beweis. Ubung. Die erste Aussage folgt aus der o-Subadditivitit. Die zweite Aussage: de
Morgan’sche Regel. U

Beispiel 4.10.12. Wir betrachten das Experiment, bei dem eine zuféllige, uniform verteilte
Zahl im Intervall [0, 1] ausgewédhlt wird. Die Grundmenge ist Q = [0, 1], die o-Algebra F
besteht aus allen Borel-Teilmengen von [0, 1], und P ist das Lebesgue-Mak. Dann ist z.B. jedes
Ereignis der Form {w} ein Nullereignis. Auch jede abzdhlbare Menge ist ein Nullereignis, z.B.
die Menge der rationalen Zahlen. Eine iiberabzahlbare Vereinigung von Nullereignissen muss
allerdings kein Nullereignis sein, denn wir kénnen [0, 1] als Vereinigung der einzelnen Punkte
darstellen.
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Satz 4.10.13 (Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit). Seien Aj, As,... € F Ereignisse.
Dann gelten die folgenden zwei Aussagen.
(a) Ist die Folge Ay C Ay C ... aufsteigend, so gilt P[|J;2; 4;] = lim,_, P[A,].
(b) Ist die Folge A; D Ay D ... fallend, so gilt P2, A;] = lim,, . P[A,].

Beweis von (a). Es gelte Ay C Ay C .... Definiere Ay = @ und
BIZAh B2:A2\A1; ceey Bn:An\An—la

Dann sind die Mengen By, Bs, ... messbar, disjunkt und es gilt

i=1 i=1

Aus der o-Additivitdt der Wahrscheinlichkeit folgt, dass

i=1 i=1 1=1 i=1

Da nun P[B;] = P[A;] — P[A;_4] fiir jedes i € N gilt, erhalten wir

P =P

n—oo n—oo

nlgg(} ZIP’[Bi] = lim (P[Ay] + P[Ay] — P[A;] + ... + P[A,] — P[A,,_1]) = lim P[A4,].
i=1
Beweis von (b). Es gelte Ay D A D .... Mit den Regeln von de Morgan erhalten wir

) -r((0)

Allerdings gilt A C A§ C ... und somit konnen wir die bereits bewiesene Aussage von Teil 1
auf die Folge Af, A, ... anwenden:

o0

U

=1

P —1-P —1-P

1-P [ J(49)| =1~ lim PA7] =1 — lim (1~ P[A4,]) = lim P[4,].
i=1

4.11. Die Siebformel

Wie wir bereits wissen, gilt fiir beliebige Ereignisse A und B die Formel

P[AU B] = P[A] + P[B] — P[A N B].
Gibt es eine analoge Formel zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit von A U B U C' fiir
drei Ereignisse A, B,C € F? Bei disjunkten Ereignissen wiirden wir einfach die Summe
P[A] + P[A] + P[B] bilden. Bei sich {iberschneidenden Ereignissen wiirden in dieser Summe
einige Ausginge mehrfach gezihlt. Also konnen wir versuchen, P[ANB]+P[BNC]+P[ANC]
abzuziehen. Dies ist allerdings nicht das Ende der Losung, denn alle Ausgénge in AN BN C

wurden zuerst dreiman gezéhlt und dann dreimal abgezogen. Wir miissen also noch P[A N
B N (] dazuaddieren und erhalten die Formel

P[AUBUC] =P[A]+P[B]+P[C] —-P[ANB] -PBNC]-P[CNA+P[ANBNC].
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Fiir vier Ereignisse A, B, C, D kann man ebenfalls eine dhnliche Formel zur Berechnung von
P[A U B U C U D] aufstellen. Zuerst bildet man die Summe der Wahrscheinlichkeiten der
einzelnen Ereignisse, dann subtrahiert man Wahrscheinlichkeiten aller Zweierschnitte, dann
addiert man die Wahrscheinlichkeiten aller Dreierschnitte und schlieflich subtrahiert man
die Wahrscheinlichkeit des Viererschnitts:

P[AU BUC U D] =P[A] + P|B] + P|C] + P[D]
—P[ANB]-P[ANC]-P[ANnD]-P[BNC]—P[BND]—P[CN D]
+PANBNC|+PANCND|+PANBND|+PBNCND|
—P[ANnBNCND.

Nun formulieren wir die allgemeine Identitét fiir eine beliebige Anzahl n von Ereignissen.

( )
Satz 4.11.1 (Siebformel oder Einschluss-Ausschluss-Identitdt). Fiir beliebige n Ereig-
nisse Ay, Ay, ..., A, € F gilt

]P)[A1UUAn]:Sl—SQ+S3_+(_1)n—15n’

wobei 97, ..., S, wie folgt definiert werden:
Se= Y PlA,N...NA
1<ir <...<ir<n
& J

Vollstandig ausgeschrieben, sieht die Siebformel wie folgt aus:

PlA U UA] =Y PIA] =) PIANA]+ > PlANA;NA
i i<j i<j<k
— > PANANANA]+... +()""PAN...NA,].
i<j<k<t
Es ist moglich, die Siebformel per Induktion zu beweisen, was allerdings langwierig und nicht

besonders elegant ist. Ein kurzer Beweis der Siebformel wird spéter gegeben, nachdem wir
den Begriff des Erwartungswertes eingefiihrt haben. 7777

Beispiel 4.11.2. Es werden n Briefe rein zuféllig in n dafiir vorgesehene, adressierte Um-
schlége gesteckt. Dabei wird darauf geachtet, dass in jeden Umschlag genau ein Brief gesteckt
wird. Wir bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

C, = “mindestens ein Brief gelangt in den richtigen Umschlag”.

Losung. Die Ausginge des Experiments sind alle moglichen bijektiven Funktionen f
{1,...,n} = {1,...,n} (d.h. Permutationen). Dabei beschreibt f(k) den Umschlag, in den
der k-te Brief gesteckt wurde. Fiir die Anzahl der Elemente in §2 gilt also

#Q =n!
Da die Briefe “rein zufillig” in die Umschlége gesteckt werden, gehen wir von der Laplace-
Annahme aus:
#B

P[B] = 40 fiir jedes B C (L.
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Fiir jedes k € {1,...,n} definieren wir das Ereignis

Ay ={f € Q: f(k) =k} = “der k-te Brief gelangt in den richtigen Umschlag”.
Uns interessiert das Ereignis

C, = “mindestens ein Brief gelangt in den richtigen Umschlag” = A, U ... U A,,.

Leider sind die Ereignisse Aqp,..., A, nicht disjunkt, denn es konnen mehrere Briefe in
den jeweils richtigen Umschlag gelangen. Also benutzen wir zur Bestimmung von P[A] die
Siebformel. Fiir diese bendtigen wir die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Schnitte von
A, A,

Zuerst bestimmen wir exemplarisch die Anzahl der Ausgénge in A;. Fiir f € A; gilt f(1) = 1,
wihrend die Werte f(2),..., f(n) eine beliebige Permutation von 2, ..., n bilden diirfen. Es
gilt also

#A,=1-n—-1)-n—2)-...-1=(n—1)!
Fiir die Wahrscheinlichkeit von A; folgt, dass

PlA,] = (n—1)! _ l

n! n

Diese Formel ist nicht iiberraschend: Fiir den ersten Brief gibt es n gleichwahrscheinliche Um-
schliage, in die er gesteckt werden kann, und nur einer dieser Umschlége fiihrt zum Eintreten
von A;. Analog zeigt man, dass

1
P[Ay] = — firallek=1,... n.
n

Nun bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4;, N...NA; mit 1 <y < ... <
1, < n. Diese kommen in der Siebformel vor. Wir betrachten exemplarisch das Ereignis

ANn...NA={feQ: f()=1,...,f(r)=r}
= “Briefe 1,...,r werden in den jeweils richtigen Umschlag gesteckt”.
Da die Zuordnung der Briefe 1,...,r eindeutig festgelegt ist, wihrend die restlichen Briefe
r+ 1,...,n vollig frei auf die Umschlage r + 1,...,n verteilt werden diirfen, was einer

Permutation von n—r Elementen entspricht, gilt fiir die Anzahl der Elemente in A;N...N A,
die Formel

#(A1N...NA)=(n—r)l
Fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses erhalten wir
—r)!
P[A,N...N A, :W_'?”)-.
n!
Analoge Uberlegungen zeigen, dass fiir beliebige Indizes 1 < iy < ... < i, <n
(n—r)!

n!

PlA;, N...NA;] =

Nun konnen wir die Siebformel anwenden:

n

P[C,] =Y (~1)"7'S,.

r=1
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Dabei ist S, gegeben durch
n n—r) 1
S, = | Z’ PlA, N...NA4;] = (T) -uz—.
1< <..<ir<n

wobei wir benutzt haben, dass alle Ereignisse P[A
Wahrscheinlichkeit haben. Somit ergibt sich, dass

N...NA;,] (bei fixem r) die gleiche

11

N G ) R SRR w1 1
]P’[Cn]—ZT—1—§+§—Z+...+(—1) — (4.11.1)
was die Losung abschliefit. O

Bemerkung 4.11.3. Was passiert mit der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses C,, bei einer
sehr grofsen Anzahl an Briefen, also fiir n — oo? Fiir jeden konkreten Brief wird die Wahr-
scheinlichkeit, in den richtigen Umschlag gesteckt zu werden, klein, die Anzahl der Briefe
wird aber grof. Inwieweit gleichen sich diese Effekte aus? Wir konnen diese Frage beantwor-
ten, indem wir den Grenzwert von P[C,,] fiir n — oo ausrechnen. Durch Grenzwertbildung
in (4.11.1) ergibt sich

lim PC,]=1— =+ =——+...,
n—o0 H .

wobei die Reihe nun unendlich viele Terme enthélt. Um die Summe der Reihe zu bestimmen,
benutzen wir die Taylor-Reihe
2 .3

Mit x = —1 ergibt sich die Formel

Es folgt, dass

1 ~ 0.632121.

e

Aufgabe 4.11.4 (Anzahl der Fixpunkte in einer zufilligen Permutation). In der Situation
von Beispiel 4.11.2 bestimmen Sie fiir ein vorgegebenes k € {0,...,n} die Wahrscheinlich-
keit, dass genau k Briefe in den jeweils richtigen Umschlag gelangen. Bestimmen Sie den
Grenzwert dieser Wahrscheinlichkeit fiir ein festes £k € N und n — oo.

Aufgabe 4.11.5 (Anzahl der Fixpunkte in einer zufalligen Abbildung). Es werden n Briefe
unabhéngig voneinander zufillig auf n Briefkésten verteilt. Alle Briefkdsten seien dabei
gleichwahrscheinlich und ein Briefkasten kann mehrere Briefe bekommen.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Briefkasten leer bleibt?
(b) Verwenden Sie Aufgabenteil (a) um die folgende Identitét zu beweisen:

n! = zi:(—nk (Z) (n— k)™
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Aufgabe 4.11.6. 1000 Personen schreiben Ihre Geburtstage auf einen Zettel. Es sei X die
Anzahl der Tage im Jahr, die nicht in der Liste vorkommen. Bestimmen Sie P[X = m)] fiir
alle m € {0,1,...,364}.

Aufgabe 4.11.7. Auf dem Nachhauseweg aus dem Kindergarten zieht jedes der n Kinder
ein zufalliges linkes und ein zufélliges rechtes Schuh an.

(a) Zeigen Sie: Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, dass bei keinem der Kinder
beide Schuhe richtig sind, ist

E”:(_l)k(n —k)!
— kn!
(b) Zeigen Sie: Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, dass bei allen Kindern beide

Schuhe falsch sind, ist
2
2": (—1)*
k!

k=2

Aufgabe 4.11.8. Die Mébius-Funktion p: N — {0,+1, —1} ist definiert durch die Vor-
schrift

(n) 0, falls n durch eine Quadratzahl teilbar ist,
n)=
a (=1)%,  falls n = p;...py mit verschiedenen Primzahlen p1,...,py.

(a) Zeigen Sie: Fiir jede Zahl n € N gilt

1, fallsn =1,
Z uld) = {0 sonst
d:d|n ’ ’

wobei die Summe iiber alle Teiler d von n gebildet wird.
(b) Die Riemann’sche Zeta-Funktion ist definiert durch ¢(s) = Yo% =& fiir s > 1.

Zeigen Sie, dass
1 i p(n)
() & w

4.12. Eindeutigkeit der Malfsfortsetzung

Das Lebesgue-Maf wurde definiert indem es zuerst fiir alle Rechtecke definiert und dann auf
Borel-Mengen fortgesetzt wurde. Ist diese Fortsetzung eindeutig? In diesem Kapitel werden
wir uns die folgende allgemeine Frage der Eindeutigkeit der Mafsfortsetzung stellen. Sei (2
eine Grundmenge und € C P(2) ein Mengensystem auf 2. Wir bezeichnen mit F = o(&)
die von & erzeugte o-Algebra.

4 N
Frage: Es seien p und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf (€2, F), die auf dem Mengen-
system & iibereinstimmen, d.h. es gelte

u(A) =v(A) fiir alle A € €.

Gilt dann p(A) = v(A) sogar fir alle A € F?

(. J
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Die Antwort ist im Allgemeinen negativ, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.12.1. Sei Q2 = {1,2, 3,4} und betrachte das Mengensystem £ = {{1,2},{2,3}}.
Man tiberzeugt sich leicht, dass o(€) = P(£2). Nun betrachten wir die durch die folgende
Vorschrift eindeutig festgelegten Wahrscheinlichkeitsmafe p und v auf (2, P(Q)):

p({1)) = (2}) = p(§3)) = p{a}) = .
A =v((8) =5 ({2 = ({4} =0.

Somit ist p die Gleichverteilung auf €, wihrend v die Gleichverteilung auf {1, 3} ist. Man
sieht leicht, dass

p({1,2}) = p({2,3}) = % =v({1,2}) =v({2,3}).

Somit stimmen die beiden Wahrscheinlichkeitsmafe auf dem Erzeuger £ {iberein. Dabei folgt
aus der Definition von g und v, dass es sich um unterschiedliche Make handelt.

Damit die Frage nach der Eindeutigkeit der Malsfortsetzung positiv beantwortet werden
kann, muss man eine zusétzliche Bedingung an das Mengensystem & stellen.

Definition 4.12.2. Das Mengensystem & C P(£2) heift schnittstabil oder N-stabil,
wenn es mit beliebigen zwei Teilmengen auch deren Schnitt enthélt:

VA,BEE = ANBEcE.

Beispiel 4.12.3. Sei Q = R% Die Familie der Orthanten der Form (—o00,a;] X ... X (=00, a ]

mit aq, ..., aq € R ist schnittstabil. Ebenso schnittstabil ist die Familie der Quader [ay, b1] X
.. X [ag, bg], wenn man sie um die leere Menge @ erweitert. Beide Mengensysteme erzeugen

die Borel-o-Algebra B? und werden deshalb als schnittstabile Erzeuger von B? bezeichnet.

Der néchste Satz behauptet, dass zwei auf einem schnittstabilen Erzeuger iibereinstimmende
Wahrscheinlichkeitsmafe gleich sein miissen.

e )
Satz 4.12.4 (Satz iiber die Eindeutigkeit der Maffortsetzung). Seien p,v zwei Wahr-
scheinlichkeitsmafe auf (2, F), wobei F = ¢(€) und £ C F ein schnittstabiles Mengen-
system sei. Es gelte auflerdem

w(A) =v(A) fur alle A € €.
Dann gilt sogar u(A) = v(A) fiir alle A € F, d.h. p=v.

(. J

Beispiel 4.12.5. Seien p und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, B) mit u([a,b]) =
v([a, b]) fiir jedes Intervall [a, b]. Da das System der Intervalle der Form [a, b] (erweitert um die
leere Menge @) schnittstabil ist und die Borel-o-Algebra B erzeugt, folgt, dass u(A) = v(A)
fiir jede Borel-Menge A C R.
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Fiir den Beweis von Satz 4.12.4 werden einige Voriiberlegungen bendtigt. Wir werden ver-
suchen, das Mengensystem, auf dem die Wahrscheinlichkeitsmafe g und v bereinstimmen,
um weitere Mengen zu erweitern. Gilt z.B. u(A,) = v(A,) fir alle n € N und disjunkte
Mengen Aq, As ..., so konnen wir wegen der o-Additivitat schliefsen, dass

T (U AZ-> = Zu(Ai) => v(A)=v (U Ai> :

=1

Diese Uberlegung schligt allerdings fehl, wenn Ay, As, ... nicht disjunkt sind. Das motiviert
die néchste Definition.

( N
Definition 4.12.6. Ein Mengensystem D C P () heifst ein Dynkin-System (oder ein
A-System, falls

(1) Qe D;

(2) Ae D= A° e D.

(3) Fiir jede Folge A, As, ... € D von paarweise disjunkten Mengen aus D gilt
auch U, A, € D.

& J

Diese Definition unterscheidet sich von der Definition einer o-Algebra nur dadurch, dass die
Abgeschlossenheit beziiglich abzéhlbaren Vereinigungen abgeschwécht wird, indem sie nur fiir
disjunkte Vereinigungen gefordert wird. Eine o-Algebra ist somit auch ein Dynkin-System.
Die Umkehrung gilt aber nicht, wie die folgende Aufgabe zeigt.
Aufgabe 4.12.7. Sei Q) = {1,2,3,4}. Zeigen Sie, dass D := {@,Q,{1, 2}, {3,4},{2,3},{1,4}}
ein Dynkin-System, aber keine o-Algebra definiert.

Genauso wie fiir o-Algebren zeigt man, dass der Schnitt von beliebig vielen Dynkin-Systemen
wieder ein Dynkin-System ist:

e )

Satz 4.12.8. Sei [ eine beliebige nichtleere Menge. Fiir jedes i € I sei D; C P(f2) ein
Dynkin-System. Dann ist auch die Mengenfamilie

D:=(\Di={ACQ:AcD;firaleicI}
iel
ein Dynkin-System.

& J

BewEIs. Ubung. O

Dieser Satz ermoglicht es uns, das von einem Mengensystem & erzeugte Dynkin-System als
den Schnitt aller Dynkin-Systeme, die £ enthalten, zu definieren.
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Definition 4.12.9. Sei &€ C P(f2) eine beliebige nichtleere Mengenfamilie. Die Mengen-

familie
D(E) = N D

D:ECDCP(Q)
D ist Dynkin-System
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L heikt das von & erzeugte Dynkin-System. J

Mit anderen Worten ist D(€) das minimale Dynkin-System, das £ enthélt. Den wichtigsten
Schritt im Beweis von Satz 4.12.4 bildet das folgende

Lemma 4.12.10 (Dynkin-Lemma). Sei £ C P(2) ein schnittstabiles Mengensystem.
Dann ist das von & erzeugte Dynkin-System D(&) sogar eine o-Algebra.

BEWEIS VON LEMMA 4.12.10. SCHRITT 1. Wir zeigen, dass D := D(&) schnittstabil ist.
Sei dazu B € D. Definiere das Mengensystem

Dp:={Ae€D:ANB € D}.

Unser Ziel ist zu zeigen, dass Dp = D. Zuerst bemerken wir, dass D ein Dynkin-System
ist. Dies kann wie folgt begriindet werden.

(1) Q€ Dg,denn QN B =Be€D.
(2) Sei A € Dp. Wir zeigen, dass A° € Dpg. Gegeben ist, dass AN B € D. Daraus folgt,
dass

A°NB=(ANB)UB" € D.

Somit gilt A° € Dp.
(3) Seien Ay, Ag, ... € Dp disjunkt. Wir zeigen, dass U2, A; € Dp. Gegeben ist, dass
A; N B € D fiir alle : € N. Daraus ergibt sich

(G&)ﬂB:GMmBWD,

denn A,NB, A;NB, ... sind disjunkt und in D. Wir haben gezeigt, dass U2, A; € Dp.

Also ist Dpg ein Dynkin-System fiir jedes B € D. Sei nun £ C £. Dann gilt £ C Dg, denn £
ist schnittstabil. Somit ist Dy ein Dynkin-System, das £ enthélt. Auf der anderen Seite ist D
das minimale Dynkin-System, das £ enthélt. Es folgt, dass Dg D D, und zwar fiir alle ¥ € £.
Fiir beliebige F € £ und A € D gilt also AN E € D. Um die gewiinschte Schnittstabilitit
von D zu beweisen, miissen wir noch zeigen, dass die Bedingung E' € £ durch die schwéchere
Bedingung E € D ersetzt werden kann.

Indem wir A in B umbenennen, konnen wir das Obige wie folgt formulieren: Fiir alle £ € £
und B € D gilt BN E € D. Mit anderen Worten, gilt £ C Dg. Somit ist Dg ein Dynkin-
System, das £ enthélt. Auf der anderen Seite ist D das minimale Dynkin-System, das £
enthélt. Es folgt, dass Dg D D. Auf der anderen Seite gilt definitionsgeméf D C D. Es
ergibt sich, dass Dg = D, und zwar fiir alle B € D. Somit ist D schnittstabil.

SCHRITT 2. Wir zeigen, dass D eine o-Algebra ist. Seien dazu A;, As, ... € D nicht unbedingt
disjunkte Mengen. Wir wollen zeigen, dass U°; A; € D. Dazu schreiben wir
UAi=Au(AnA)uAsnasnau... = A nATn...nA; ).
i=1 n=1
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Die Vereinigung auf der rechten Seite ist disjunkt. Auferdem gilt A, NA{N...NAS_, € D,
denn D ist schnittstabil (was wir in Schritt 1 gezeigt haben) und komplementstabil (als
Dynkin-System). Aus der Dynkin-Eigenschaft von D folgt nun, dass U2, A; € D. Wir haben
gezeigt, dass D eine o-Algebra ist. 0

BEWEIS VON SATZ 4.12.4. Seien p, v zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf (€2, F), wobei F =
o(€) und der Erzeuger £ schnittstabil sei. Betrachte das Mengensystem

Dy:={AeF:ulAd)=vA)}
Zu zeigen ist, dass Dy = F.
Zuerst zeigen wir, dass Dy ist Dynkin-System ist.
(1) Q € Dy, denn p(2) =v(Q2) = 1.
(2) Aus pu(A) =v(A) folgt, dass u(A°) =1—pu(A) =1—v(A) = v(A°). Somit gilt auch
A€ € Dy.
(3) Seien Ajp, A, ... disjunkte Mengen mit u(A;) = v(4;) fir alle i € N. Aus der
o-Additivitdat von p und v folgt, dass

i=1 i=1 i=1 i=1

Also gilt auch U2 A; € Dy.
Wir haben gezeigt, dass Dy ein Dynkin-System ist, das zudem nach Voraussetzung £ enthalt.
Auf der anderen Seite ist D = D(E) das minimale Dynkin-System, dass £ enthilt. Es folgt,
dass D(£) C Dy. Das Dynkin-Lemma behauptet aber, das D(E) sogar eine o-Algebra ist,
woraus folgt, dass F = () C D(E) C Dy. Wir haben gezeigt, dass D = F, also stimmen
die Wahrscheinlichkeitsmafe p und v auf F iiberein. O

Zum Schluss erwédhnen wir eine Erweiterung von Satz 4.12.4 auf unendliche Mafe.

Aufgabe 4.12.11. Seien p,v zwei unendliche Mafe auf einem Messraum (2, F), wobei
F =0(€) und £ C F ein schnittstabiles Mengensystem sei. Es gelte p(A) = v(A) fur alle
A € £. Auberdem gebe es eine Darstellung Q = U2, E; mit E; € € und p(E;) < oo fiir alle
1 € N. Zeigen Sie, dass dann p = v.

Aufgabe 4.12.12. Seien p ein Maf auf (R, B) mit pu([a,b]) = b—a fiir jedes Intervall [a, b].
Zeigen Sie: p ist das Lebesgue-Mak.

Aufgabe 4.12.13. Konstruieren Sie zwei verschiedene o-endliche Mafe y und v auf (R, ),
so dass u([a,b]) = v([a,b]) fir jedes Intervall [a,b]. Somit kann man in der vorherigen
Aufgabe auf die Bedingung FE; € £ nicht verzichten.

4.13. Limes superior und Limes inferior fiir Folgen von Mengen

Es wird in diesem Abschnitt gezeigt, dass o-Algebren beziiglich der Limesbildung von Folgen
von Mengen abgeschlossen sind.

87



( N
Definition 4.13.1. Seien A, As,... C Q. Dann ist limsup,,_,. A4, eine Teilmenge von
), die wie folgt definiert wird:

limsup A,, = ﬂ UA" = {w € Q: fiir jedes k € N existiert ein i > k mit w € A;}.
oo k=1i=k
In Worten kann man das Ereignis lim sup A,, wie folgt beschreiben:

limsup A,, = “Das Ereignis A; tritt fir unendliche viele i € N ein”.

' N
Definition 4.13.2. Seien Ay, As,... C Q. Dann ist liminf, ,,, A, eine Teilmenge von
Q, die wie folgt definiert wird:

liminf A,, = UﬂAi:{weQ:es gibt ein k € N mit w € A; fiir alle i > k}.

n—00
k=1i=k

In Worten lést sich liminf,,_.., A, wie folgt beschreiben:

liminf A,, = “Das Ereignis A; tritt fiir alle bis auf endlich viele Werte von 7 € N ein”.

Beispiel 4.13.3. Eine Miinze werde unendlich oft geworfen. Die Grundmenge ist
Q={K,Z}>* ={(a1,a9,...): a, € {K, Z} fiir alle n € N}.
Definiere Ereignisse Aq, As, ... wie folgt:
A,, = “Minze zeigt Kopf bei Wurf Nummer n” = {(a;,as,...) € {K,Z}* 1 a, = K}.

Dann gilt:
limsup A,, = “Miinze zeigt unendlich oft Kopf”,
n—oo
liminf A,, = “Ab irgendwann zeigt Miinze nur noch Kopf”
n—oo

= “Miinze zeigt nur endlich oft Zahl”.

Bemerkung 4.13.4. Es gilt:

(1) liminf A,, C limsup A,,.

(2) (liminf A,,)¢ = limsup(A¢) und (limsup A,,)¢ = lim inf(AS).
Bemerkung 4.13.5. Sind Ay, Ay, ... € F und ist F eine o-Algebra, so gilt auch limsup 4,, €
F und liminf A,, € F.
Bemerkung 4.13.6. Die Indikatorfunktion von limsup A,, ist limsup von Indikatorfunk-
tionen:

Tiimsup 4, = limsup 1 4,,.
n—oo

Analog fiir lim inf:
:H.]imiann = lim inf ]]‘An .

n—o0
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Aufgabe 4.13.7. Seien B und C zwei Ereignisse und betrachte die Folge

A = B, falls n gerade ist,
" lC, falls n ungerade ist.

Zeigen Sie, dass limsup,,_,., A, = BUC und liminf, . A, = BNC.

4.14. Das Lemma von Borel-Cantelli

Es seien Aj, Ag, ... Ereignisse. Das Lemma von Borel-Cantelli beantwortet die Frage nach
der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

limsup A,, = “Es treten unendlich viele A,, ein”.

e R

Lemma 4.14.1 (Borel-Cantelli). Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und be-
trachte Ereignisse A, As,... € F.

(1) Ist > 2 P[A;] < oo, so gilt P[limsup A,] = 0. Mit anderen Worten gilt
P[“Es treten unendlich viele A,, ein”] = 0.

(2) Ist > ;2 P[4;] = oo und sind die Ereignisse A;, As,... unabhéngig, so gilt
Pllimsup A,,| = 1. Mit anderen Worten gilt

P[“Es treten unendlich viele A, ein”] = 1.

Beweis des Lemmas von Borel-Cantelli, Teil 1. Definiere fiir jedes k£ € N die Men-
ge By = U,>rA,. Dann sind By, By, ... messbar als abzéhlbare Vereinigungen messbarer
Mengen und es gilt By D By D .... Mit der Definition von lim sup und mit dem Stetigkeits-
satz 4.10.13 erhalten wir

Pllimsup 4,,| = P [Ny, Bx] = klim P[By].
— 00
Nun benutzen wir die o-Subadditivitét (Satz 4.10.9):

lim P[By| < lim P[A,] = 0.

k—o0 k—o0
n>k
Der letzte Schritt folgt aus der Konvergenz der Reihe >~ 7 | P[A,]. O
Beweis des Lemmas von Borel-Cantelli, Teil 2. Seien nun A;, A,,... unabhéngige
Ereignisse mit p, = P[A,] und p; + ps + ... = co. Fiir k&, m € N definiere das Ereignis

1 ktm
By = UMM A,

Die Mengen By ,, sind messbar als endliche Vereinigungen messbarer Mengen. Sein nun £ € N
fest. Es gilt dann

d
Br1 C Bro C ... und Uy By = Ul A, lef By,
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Im Folgenden wollen wir zeigen, dass P[By] = 1. Aus dem Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit
(Satz 4.10.13) folgt, dass

P[By] = lim P[By,] = lim (1-P[(U7PA,)]) = lim (1-P[nEr(A49)]).

m—o0 m—r0o0 m—r o0

Ereignisse Ay, A,, ... sind unabhéngig nach Voraussetzung. Also sind auch Ereignisse A7, AS, ...
unabhéngig. Es folgt, dass

v (1 ) - (1 )

n=~k

k+m
P[By] > lim inf <1 - H eP") = liminf(1 — e*(Pk+Pk+1+~~+pk+m)) =1,

m—00 m—00
n==k

wobei der letzte Schritt aus pg+pgi1+. .. = 0o folgt. Wir haben somit gezeigt, dass P[By] = 1
fiir alle £ € N. Da der Schnitt von abzédhlbar vielen fast sicheren Ereignissen ebenfalls fast
sicher ist (Satz 4.10.11), erhalten wir

PNy, B = 1.

Die Ereignisse limsup A,, und N2, By, sind aber nach der Definition von limsup gleich. [

Beispiel 4.14.2. Wir betrachten ein unendlich oft wiederholtes Bernoulli-Experiment mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0,1). Betrachte die Ereignisse

A, = “Erfolg bei Experiment n”.
Bestimme P[lim sup A,,] und P[liminf A,,].

Losung. Alle Ereignisse A; haben die gleiche Wahrscheinlichkeit P[A;] = p > 0. Somit gilt

ZP[AJ = ZP = 0O0.

Da die Ereignisse A;, As,... unabhéngig sind, konnen wir den zweiten Teil des Borel-
Cantelli-Lemmas anwenden:

Plimsup 4,,] = 1.

In Worten: Die Wahrscheinlichkeit, dass man in einem unendlich oft wiederholten Bernoulli-
Experiment mit p > 0 unendlich viele Erfolge erzielt, ist 1. Dies ist im Einklang mit der
Intuition: Eine Miinze unendlich oft geworfene Miinze zeigt “Kopf” in unendlich vielen Wiir-
fen mit Wahrscheinlichkeit 1. Analog zeigt man, dass

P[lim sup(A;,)] = 1.
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In Worten: Die Wahrscheinlichkeit, dass man in einem unendlich oft wiederholten Bernoulli-
Experiment mit p < 1 unendlich viele Misserfolge erzielt, ist 1.

Fir die Wahrscheinlichkeit von liminf A,, erhalten wir dann

Plliminf A,] = P[*Ab irgendwann nur noch Erfolge”]
= P[“Nur endlich viele Misserfolge”]
= 1 — P[“Unendlich viele Misserfolge”]
=1 — P[limsup(AY)]
=0.

Dies steht ebenfalls im Einklang mit der Intuition: Die Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze
beim unendlichen Miinzwurf ab irgendwann nur noch “Kopf” zeigt, ist 0. Analog gilt

Pliminf(A; )] = P[“Ab irgendwann nur noch Misserfolge”] = 0.

Das obige Beispiel hat eine interessante Interpretation.

Beispiel 4.14.3 (Affe und Schreibmaschine). Ein Affe bekommt eine Schreibmaschine und
beginnt, zufillig auf Tasten einzuschlagen. Dadurch entsteht ein zuerst sinnlos erscheinender
unendlich langer Text:

5LWjY Z 3v k DQ nqz ux hpH kU r V 9 CjzbB 3J GX8 8i h iE bTaY I133iBp
ABC 4 ke Kl PyY 4u C mK5 NF LM k qnhCwhenry JowJ u4dzDTA O6w
6y t8TO0V fROAKgd jRD H OQo xD Kky Q Kn hYU V ISORU WO Nt K4
a HOGO 36E v LXkgr rbdepri.......

Wir behaupten nun, dass dieser Text mit Wahrscheinlichkeit 1 einen beliebigen zuvor vor-
gegebenen Satz, z.B. “Cogito ergo sum” enthélt, und zwar sogar unendlich oft! Um dies
zu begriinden, nehmen wir an, dass die einzelnen Tastenanschlidge stochastisch unabhéangig
voneinander erfolgen und dass jede Taste eine positive Wahrscheinlichkeit hat, betétigt zu
werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass bereits die ersten 15 Tastenanschldge den erwiinsch-
ten Satz liefern, ergibt sich als Produkt der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Buchstaben
C,0,g,.... Diese Wahrscheinlichkeit p ist zwar klein, aber positiv. Hat es bei den ersten 15
Tastenanschlagen nicht geklappt, so kann der Affe hoffen, in den néchsten 15 Tastenanschlé-
gen einen Erfolg zu erzielen. Insgesamt hat der Affe unendlich viele Versuche, jeder Versuch
besteht aus 15 zufilligen Tastenanschlagen und hat eine positive Erfolgswahrscheinlichkeit.
Es folgt aus dem Lemma von Borel-Cantelli, dass es in dieser Serie mit Wahrscheinlichkeit
1 unendlich viele Erfolge geben wird. Diese Uberlegung kann man auf jeden endlichen Text
anwenden.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der vom Affen produzierte Text jede endliche
Buchstabenfolge unendlich oft enthélt, ist 1.

Wir werden dieses Beispiel noch einmal beim Satz von Borel iiber normale Zahlen aufgreifen.

Beispiel 4.14.4. Es seien A;, A, ... unabhéingige Ereignisse mit



wobei a > 0 ein Parameter ist. Bestimme P[lim sup A,,].

Losung. Es gilt

. =1 unendlich, falls o <1,
ZP[An] = Z E — dli ¢
1 — endlich, alls o« > 1.

Mit dem Lemma von Borel-Cantelli (Teil 2 im Fall & < 1 und Teil 1 im Fall o > 1) erhalten
wir

1, fallsa<1
P[lim sup A,,| = P[“Unendlich viele A, treten ein”] =< als a = 4,
0, fallsa>1.

Da das Lemma von Borel-Cantelli eine Aussage iiber unendlich viele Ereignisse ist, gestaltet
sich eine experimentelle Uberpriifung dieses Lemmas nicht einfach. Wir kénnen z.B. ver-
suchen, unendlich viele unabhéngige Experimente durchzufiihren, so dass die Erfolgswahr-
scheinlichkeit im n-ten Experiment 1/n ist. Das Ergebnis der Computersimulation kann z.B.
wie folgt aussehen:

1011001000000000000000000001000000000000000000000000000000000000000
0001000001000000000000000000001000000000000000001000000000000000000
000000000000000001000000000000000000000000000000000000000000000....

Da die Erfolgswahrscheinlichkeit immer kleiner wird, ist es keine Uberraschung, dass die

Einsen (Erfolge) immer seltener werden. Da allerdings » - % = oo, folgt aus dem Lemma

von Borel-Cantelli, dass die Anzahl der Einsen mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich ist!

ABBILDUNG 1. Ein Versuch, zwei Zufallsgraphen darzustellen.
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KAPITEL 5

Unabhangigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeiten

5.1. Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.1.1. Nehmen wir an, dass 1/6 aller Bewohner von Minster Studenten sind.
Auferdem nehmen wir an, dass 1/7 aller Bewohner von Miinster an einem Dienstag geboren
sind. Definieren wir die Ereignisse

A := “ein zufilliger Bewohner von Miinster ist ein Student”,
B := “ein zufalliger Bewohner von Miinster wurde an einem Dienstag geboren”,
so gilt
1 1
P[A] ==, P[B]=—.
A=< BB=1

Es erscheint plausibel, dass die beiden Eigenschaften “unabhéngig” voneinander sind. Ma-
thematisch bedeutet das, dass der Anteil der am Dienstag geborenen unter allen Bewohnern
von Miinster genauso grofs ist, wie unter allen Miinsteraner Studenten. Somit kénnen wir die
Wahrscheinlichkeit, dass ein zufédlliger Bewohner von Miinster ein am Dienstag geborener
Student ist, wie folgt berechnen:

P[ANB] =

[N
|~
I
[\

Dieses Beispiel fiihrt zur folgenden Definition.

e )

Definition 5.1.2. Seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € F zwei Er-
eignisse. Dann heiffen A und B unabhdngig, wenn

P[AN B] =P[A] - P[B]. (5.1.1)
Ansonsten heifen die Ereignisse A und B abhéngig.

(. J

Beispiel 5.1.3. Wir betrachten das einmalige Werfen eines fairen Wiirfels und legen folgen-
de Ereignisse fest:

A =“Augenzahl ist > 5" = {5,6}, B = ‘“Augenzahl ist gerade” = {2,4,6}.

Es gilt dann
6 3
Sind diese beiden Ereignisse nun unabhéngig oder nicht? Auf den ersten Blick scheint es so
zu sein, dass beide Ereignisse vom Ergebnis der Wurfes abhéngen, was fiir eine Abhéangigkeit
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spricht. Wir werden uns aber von dieser Uberlegung nicht in die Irre fiihren lassen und
einfach nachrecnhen, ob Bedingung (5.1.1) gilt. Es gilt AN B = {6} und somit
1 11
P[ANB]=-=--==P[A]-P[B].
(ANB] =2 =25 =P -PB]

Es folgt, dass A und B per Definition unabhéngig sind.
Betrachte nun zusétzlich das Ereignis

C = “Augenzahl ist > 4" = {4,5,6}.
Man sieht, dass P[B] = P[C] = 3, wihrend P[B N C] = 2 # P[B] - P[C]. Ereignisse B und C
sind somit abhéngig.

Beispiel 5.1.4. Das sichere Ereigniss € ist von jedem Ereignis A unabhéngig, denn P[Q2] = 1
und somit

P[2N A] = P[A] = P[4] - P[Q)].

Das unmégliche Ereignis @ ist ebenfalls von jedem Ereignis A unabhéngig, denn P[@] = 0
und somit

Pz N A] = P[] = P[4] - P[g].

Die beiden Behauptungen sind nicht iiberraschend. Zum Beispiel tritt das sichere Ereignis
2 immer ein, unabhéngig davon, ob irgend ein anderes Ereignis A eintritt oder nicht.

Auch der nachste Satz erscheint natirlich.

Satz 5.1.5. Es seien A, B € F zwei unabhéngige Ereignisse. Dann gilt:
(i) A und B¢ sind unabhéngig.
(ii) A° und B sind unabhéngig.
(iii) A° und B¢ sind unabhéngig.

Beweis. Wir zeigen beispielhaft, dass A und B unabhéngig sind. Wir setzen P[A] = p,
P[B] = ¢q. Da A und B unabhéngig sind, folgt P[A N B] = p - ¢. Somit gilt

P[AN BT =PA\B] =P[A] -P[ANB]=p—p-q=p-(1—q) =P[4]-P[B].
Es folgt, dass A und B¢ unabhéngig sind. Die beiden anderen Aussagen lassen sich analog
beweisen. 0

Bemerkung 5.1.6. Disjunktheit und Unabhéngigkeit sind vollig verschiedene Begriffe. Zwei
Eigenschaften sind disjunkt, wenn sie einander ausschlieffen. Das Ausschliefsen ist aber eine
Art von Abhéngigkeit! Wir werden diese Uberlegung nun bestéitigen indem wir zeigen, dass
disjunkte Ereignisse immer abhangig sind, abgesehen vom degenerierten Fall in dem eines der
Ereignisse Wahrscheinlichkeit 0 besitzt. Seien A und B disjunkte Ereignisse (d.h. ANB = &)
mit P[A] # 0 und P[B] # 0. Aus unseren Annahmen folgt, dass

P[AN B] =P[@] =0 # P[A] - P[B].
Somit sind A und B abhéngig.
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5.2. Unabhingigkeit von mehreren Ereignissen

Wir haben definiert, wann zwe: Ereignisse unabhéngig sind. Nun wollen wir definieren, wann
viele Ereignisse unabhéngig sind.

Definition 5.2.1. Eine Familie Ay, As, ... C 2 von Ereignissen heiflt unabhdngig, falls
PlA;, N...NA;,] =P[A;]-... - P[A;] (5.2.1)
fiir alle £ € N und alle Indizes i; < ... < ip.

Man beachte, dass in der obigen Definition die Giiltigkeit der Produktformel (5.2.1) nicht nur
fiir alle Paare von Ereignissen, sondern auch fiir alle Tripel, Quadrupel, usw. gefordert wird.
Wiirde man die Giiltigkeit der Produktformel nur fiir alle Paare von Ereignissen fordern, so
wiirde man einen den Begriff der paarweisen Unabhdngigkeit erhalten. Wir werden zeigen,
dass die beiden Begriffe nicht dquivalent sind.

Definition 5.2.2. Ereignisse Aj, As, ... C Q heifien paarweise unabhdngig, falls
fiir alle 7,7 € N mit ¢ # j.

Unabhéngige Ereignisse sind paarweise unabhéngig. Das folgt direkt aus den beiden Defini-
tionen. Wir wollen nun an einem Beispiel zeigen, dass die Umkehrung im Allgemeinen falsch
ist.

Beispiel 5.2.3 (Drei Ereignisse, die paarweise unabhéngig aber nicht unabhéngig sind).
Wir betrachten das Wiirfeln mit 3 fairen Wiirfeln. Die Wiirfel muss man sich wie immer
als unterscheidbar vorstellen. Die Grundmenge dieses Experiments ist Q = {1,...,6} mit
#Q = 63. Wir bezeichnen mit X, X5, X3 die Zahlen, die diese drei Wiirfel zeigen. Also sind
X1, X5, X5 : Q2 — R Funktionen mit

Xi(ay,aq,a3) = a; = “Augenzahl, die der i-te Wiirfel zeigt”, i€ {1,2,3},
wobei (ay,as,a3) € {1,...,6}>. Wir betrachten die folgenden drei Ereignisse A, B und C:

A ={X; = Xy} = “die ersten beiden Wiirfel zeigen die gleiche Augenzahl”,
B = {X, = X3} = “der zweite und der dritte Wiirfel zeigen die gleiche Augenzahl”,
C = {X;3 = X1} =“der dritte und der erste Wiirfel zeigen die gleiche Augenzahl”.

Wir behaupten, dass diese drei Ereignisse paarweise unabhéngig aber nicht unabhéngig sind.
Als Teilmengen von €2 kénnen wir diese Ereignisse wie folgt darstellen:

A={(a,a,b) :a,be{l,...,6}},
B ={(a,b,b) :a,b € {1,...,6}},
C={(a,b,a) :a,be{1,...,6}}.
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Somit gilt #A4 = #B = #C = 62 und folglich

Wir zeigen, dass die Ereignisse A, B, C' paarweise unabhéngig sind. Diese Behauptung mag
auf den ersten Blick iiberraschend erscheinen, denn sowohl A als auch B héngen von der
zweiten Augenzahl X5 ab. Nichtsdestotrotz sind die Ereignisse A und B unabhéngig, wie wir
gleich zeigen werden. Es gilt

ANB=BNC=CnNA={X;=X,=X3} ={(a,a,a):a€{l,...,6}}

und somit 6 |

P[ANB] = G @ P[A] - P[B].
Analog iiberzeugt man sich von der Giiltigkeit der Produktformel fiir P[BNC] und P[C'N A].
Somit sind die Ereignisse A, B, C' paarweise unabhéingig.

Wir zeigen nun, dass die Familie A, B, C' nicht unabhéngig ist. Der Schnitt der drei Ereignisse
ist gegeben durch

ANBNC ={X; =Xo = X3} ={(a,a,a) :a e {l,...,6}}.

Somit gilt #(A N BN C) = 6. Fir die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge AN BN C gilt

somit
6 1

PIANBNC] = il P[A] - P[B] - P[C].
Also ist die Familie A, B, C' nicht unabhéngig.
Bemerkung 5.2.4. Von nun an wird nur noch der Begriff der Unabhéngigkeit benutzt. Die

paarweise Unabhéngigkeit spielt keine Rolle in der Zukunft.

Satz 5.2.5. Es seien A, B,C' C € unabhéngige Ereignisse. Dann gilt

(i) A ist unabhéngig von B U C.
(ii) A ist unabhéngig von BN C.

Beweis. Ubung. U
Beispiel 5.2.6. Seien Aj, A, A3 drei unabhéngige Ereignisse mit P[A;] = p1, P[A3] = po
und P[A3] = p3. Wir bestimmen die Wahrscheinlichkeit von A; U Ay U As.

Losung. Mit der Siebformel gilt

P[A1UASUA3] = P[A1]+P[Ay] +P[A3] —P[A; N As] —P[As N A3] —P[A3N Ay | +P[A; N AN As).

Wegen der Unabhéngigkeit der Ereignisse konnen wir die Wahrscheinlichkeiten der Schnitte
als Produkte der Einzelwahrscheinlichkeiten schreiben:

P[A; U Ay U As] = p1 + p2 + p3 — p1p2 — paps — PaP1 + Dip2ps.
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Aufgabe 5.2.7. Seien Aj, As, A3, A4 unabhéngige Ereignisse mit Wahrscheinlichkeiten
P1, P2, P3, P4 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei dieser Ereignisse ein-
treten.

Aufgabe 5.2.8. Seien A, B, C' unabhéngige Ereignisse.

(a) Zeigen Sie, dass A unabhéngig von B\C ist.
(b) Zeigen Sie, dass A unabhéngig von BAC ist.

5.3. Unabhéangigkeit von Familien von Ereignissen und der Blockungssatz

Aus der Unabhéngigkeit der Ereignisse A, B, C' folgt die Unabhéngigkeit von A und BU C.
Wir wollen nun diese Aussage verallgemeinern indem wir grofere Familien von Ereignissen
und beliebige mengentheoretische Operationen zulassen.

Beispiel 5.3.1. Seien Aj,..., A; unabhéngige Ereignisse. Wir konnen diese Ereignisse in
disjunkte “Blocke” zerlegen, z.B. {A;, As, A7} und {As, A3, Ay, Ag}. Danach kénnen wir auf
die Ereignisse in jedem Block beliebige mengentheoretische Operationen anwenden. Z.B.
kénnen wir aus dem ersten “Block” das Ereignis A; N (A5 U AS), und aus dem zweiten Block
das Ereignis Ay U (A3\A4) U (A4 N Ag)° bilden. Die Intuition suggeriert, dass diese Ereignisse
unabhingig sein sollten. Dabei ist die Tatsache entscheidend, dass es keine Uberschneidungen
zwischen den Blocken geben darf. So sind etwa die Ereignisse A; N Ay und A; N Az im
Allgemeinen abhéngig, da sie beide von A; “abhéngen” (obwohl es auch Ausnahmesituationen
geben kann, wo auch diese Ereignisse unabhéngig sind, siehe Beispiel 5.2.3).

Im Folgenden werden wir den sogenannten Blockungssatz beweisen, das die obige Intuition
bestéatigt. Zuerst bedarf es allerdings einiger vorbereitender Definitionen. Wir halten einen
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) fest und erinnern den Leser daran, dass eine Familie von
Ereignissen eine Teilmenge von F ist. Elemente einer solchen Familie sind Ereignisse.

Definition 5.3.2. Ein Ereignis A € F ist unabhéngig von einer Familie B C F, wenn
fiir jedes B € B die Ereignisse A und B unabhéngig sind.

Beispiel 5.3.3. Sie werfen eine Miinze und definieren das Ereignis A := “Miinze zeigt Kopf”.
Eine andere Person wiirfelt mit 20 Wiirfeln und betrachtet alle moglichen Ereignisse, die mit
diesen Wiirfeln zusammenhéngen, z.B.

By :=“der erste Wiirfel zeigt 67, B, := “die Augensumme aller Wiirfe ist < 1007,

Dann ist A von der Familie B := { By, By, ...} unabhéngig. Es sei hervorgehoben, dass dabei
Abhéngigkeiten innerhalb der Familie B zugelassen sind.

Satz 5.3.4. Sei A € F ein von einer N-stabilen Familie B unabhéngiges Ereignis. Dann
ist A sogar von der o-Algebra o(B) unabhéngig.

Beweis. Wir betrachten die Familie D := {D € F : A und D sind unabhéngig}. Laut
Voraussetzung gilt B C D. Auferdem iiberzeugt man sich leicht, dass D ein Dynkin-System
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ist (Ubung). Aus dem Dynkin-Lemma folgt unter Beriicksichtigung der N-Stabilitdt von B,
dass o(B) C D. O

Die néchste Aufgabe zeigt, dass man auf die Bedingung der N-Stabilitdt nicht verzichten
kann.

Aufgabe 5.3.5. Konstruieren Sie drei Ereignisse A, B, C, so dass A von {B, C'} unabhén-

gig ist, allerdings die Ereignisse A und B N C abhéngig sind.

Nun werden wir die vorherige Definition ein Stiick weiter verallgemeinern.

Definition 5.3.6. Seien A C F und B C F zwei Familien von Ereignissen. Wir sagen,
dass A von B unabhéngig ist, wenn jedes Ereignis A € A von jedem Ereignis B € B
unabhéngig ist.

Dabei sind Abhéngigkeiten innerhalb der Familien A und B zugelassen.

Beispiel 5.3.7. Eine Person wirft 20 Miinzen und fasst alle mdglichen Ereignisse, die mit
diesen Miinzen zusammenhéingen, zu einer Familie A zusammen. Eine andere Person wirft
10 Wiirfel und fasst alle moglichen Ereignisse, die mit diesen Wiirfeln zusammenhéngen, zu
einer Familie B zusammen. Dann ist A unabhéngig von B.

Satz 5.3.8. Die Familien 4 und B seien unabhéngig voneinander und N-stabil. Dann
sind auch die von diesen Familien erzeugten o-Algebren o(.A) und o(B) unabhéngig
voneinander.

Beweis. Sei A € A ein Ereignis. Eine Anwendung von Satz 5.3.4 auf dieses Ereignis und
die Familie B ergibt, dass A unabhéngig von o(B) ist. Dies gilt fiir jedes A € A, also ist A
unabhéngig von o(B). Sei nun B € o(B) ein Ereignis. Eine Anwendung von Satz 5.3.4 auf
dieses Ereignis und die Familie A ergibt, dass B von o(.A) unabhéngig ist. Dies gilt fiir jedes
B € o(B). Also sind 0(.A) und o(B) unabhéngig. O

Satz 5.3.9 (Blockungssatz mit zwei Blocken). Es sei A eine Familie von unabhéngigen
Ereignissen und A = B U C eine disjunkte Zerlegung von A in zwei Teilfamilien. Dann
sind die Familien ¢(B) und ¢(C) unabhéngig voneinander.

Beweis. Die Familien B und C miissen nicht N-stabil sein. Wir erweitern sie deshalb zu
folgenden N-stabilen Familien:

BZZ{Bilm...ﬂB%InEN,Bil,...,BZ’RGB},
é::{leﬁ...ﬂij:meN,le,...,CjMEC}.

Dann sind B und C N-stabil. Aukerdem ist B unabhéngig von C (Ublmg). Mit Satz 5.3.8

folgt, dass o(B) unabhéngig von o(C) ist. Da aber o(B) = o(B) und ¢(C) = o(C), ergibt sich
die Behauptung des Satzes. 0
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Beispiel 5.3.10. Es sei Aj, Ag, ... eine Folge unabhéngiger Ereignisse. Dann sind die o-
Algebren o(Ay, Az, As,...) und o(As, Ay, Ag, . ..) unabhéngig voneinander. Z.B. sind die Er-
eignisse Ay N Az3NAsN ... und Ay N Ay N Ag N ... unabhéngig.

Man kann den Blockungssatz auf Zerlegungen in mehr als zwei Teilfamilien erweitern. Zuerst
miissen wir definieren, was es heiftt, dass mehrere Familien von Ereignissen unabhéngig
voneinander sind.

s R\
Definition 5.3.11. Familien von Ereignissen A;, A,, ... heifen unabhéngig voneinan-
der, wenn fiir jedes n € N und jede beliebige Auswahl A; € A;,..., A, € A, die
Ereignisse Ay, ..., A, unabhéngig sind.

(. J

e N
Satz 5.3.12 (Blockungssatz). Es sei A eine Familie von unabhéngigen Ereignissen und
A= AUAU. .. eine disjunkte Zerlegung von A in Teilfamilien. Dann sind die Familien
0(Ay),0(As), ... unabhéingig voneinander.

. J

Beweis. Ubung. U

Beispiel 5.3.13. Seien A, Ay, ... unabhéngige Ereignisse. Dann sind die o-Algebren o(A;, As),
o(As, Ay), 0(As, Ag), ... unabhingig voneinander. Z.B. sind die Ereignisse A4; U Ay, A3 U
Ay, As U Ag, ... unabhéngig.

Um die Notation zu vereinfachen, haben wir den Blockungssatz nur fiir abzahlbar viele Blocke
formuliert. Der Satz bleibt fiir eine beliebige Machtigkeit der Menge der Blocke giiltig.

5.4. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 5.4.1. Stellen wir uns vor, dass jemand mit 2 fairen Wiirfeln wiirfelt. Die Grund-
menge ist 2 = {1,...,6}%. Wir betrachten zwei Ereignisse:

A = “erster Wiirfel zeigt 6” = {(6,1),(6,2),...,(6,6)},
B = “Augensumme = 10" = {(6,4), (5,5), (4,6)}.

Stellen wir uns vor, dass das Experiment durchgefiihrt wurde und dass uns mitgeteilt wurde,
dass das Ereignis B eingetreten ist. Ob das Ereignis A eingetreten ist, wissen wir aber nicht.
Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit von A bestimmen, gegeben, dass B eingetreten ist.
So etwas nennt man “bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B” und bezeichnet mit
P[A|B]. Da B eingetreten ist, kommen nur Ausgéinge {(6,4),(5,5),(4,6)} in Frage. Alle
anderen Ausgénge sind durch die Information, dass B eingetreten ist, ausgeschlossen. Die
Grundmenge hat sich also auf das Ereignis B verkleinert. Von den drei gleichwahrscheinlichen
Ausgéngen {(6,4), (5,5), (4,6)} fithrt aber nur der Ausgang (6,4) zum Eintreten von A. Die
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist also

P{AB] %

Zum Vergleich: die Wahrscheinlichkeit von A ohne Bedingungen ist P[A] = +

6
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( N
Definition 5.4.2. Seien A, B C ) zwei Ereignisse mit P[B] # 0. Die bedingte Wahr-
scheinlichkeit von A gegeben B ist definiert durch

P[AN B]
P[B]

& J

P[A|B] = (5.4.1)

Bemerkung 5.4.3. Beachte: A|B ist kein Ereignis, sondern lediglich eine Notation fiir eine
neue Art von Wahrscheinlichkeit.

( )

Satz 5.4.4. Sei B C () ein Ereignis mit P[B] # 0.
(1) Fiir jedes Ereignis A C Q gilt P[A|B] € [0, 1].
(2) Es gilt P[Q|B] = P[B|B] = 1 und P[@|B] = 0.
(3) Fiir paarweise disjunkte Ereignisse Ay, Ao, ... C 2 gilt:

P [UX, A;|B] = Z P[4;|B].
(4) Fiir jedes Ereignis A C Q gilt [AC|B] =1—P[A|B].
(5) Sind Ereignisse A und B unabhéngig, so gilt P[A|B] = P[A].

(. J

Beweis. Zu (1): Folgt aus 0 < P[AN B] < P[B] und (5.4.1). Zu (3):

Plux,4,)NB] PU AmB OOIP’AHB =
JUNIEEES R EE = LB

=1

Zu (5): Sind A und B unabhingig, so heifit es, dass P[A N B] = P[A]|P[B]. Es folgt, dass

P[A|B] — pr}[;f] _ P[AI;[;[B] — P4].

O

Bemerkung 5.4.5. Aus (5.4.1) sieht man, dass P[A|B] und P[B|A] im Allgemeinen nicht
gleich sein miissen.

( N
Satz 5.4.6 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Die Grundmenge sei als Q =
By U ... U B, dargestellt, wobei By,..., B, paarweise disjunkte Ereignisse sind und
P[B;] # 0 fur alle i = 1,...,n. Sei A C  ein weiteres Ereignis. Dann gilt fiir die
Wahrscheinlichkeit von A:

=> PIA|B]-P[B
i=1
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Beweis. Das Ereignis A ist eine disjunkte Vereinigung der Ereignisse AN By,..., AN B,.
Somit gilt

PA] = P, (AN B = S AN B] = 3 PAIB] - PIB,]

W

Beispiel 5.4.7 (Grippetest). Bei einer kranken Person schligt ein Grippeschnelltest mit
Wahrscheinlichkeit 0.9 an. Bei einer gesunden Person kann der Test allerdings ebenfalls
anschlagen, und zwar mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.2. Wenn nun 1% aller Personen in
einer Population tatsdchlich krank sind, wie grofs ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass der
Test bei einer zufillig gewahlten Person anschlégt?

Losung. Wir legen zunéchst passende Ereignisse fest:

A = “Person wird positiv getestet”,
By = “Person hat Grippe”,
By = “Person hat keine Grippe”.

Also sind die Ereignisse B; und B, disjunkt, d.h. B; N By = &, und es gilt Q = By U Bs.
Laut Aufgabenstellung gilt

P[A|By] = 0.9,
P[A|By] = 0.2.
Da zusétzlich noch bekannt ist, dass 1% aller Personen krank sind, gilt aufserdem:
P[B;] = 0.01,
P[Bs] =1 —0.01 = 0.99.
Mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit folgt:
P[A] = P[A|By] - P[By] + P[A|Bs] - P[By] = 0.9-0.01 + 0.2 - 0.99 = 0.207.
Eine Person wird also mit Wahrscheinlichkeit 0.207 positiv getestet.

e )
Satz 5.4.8 (Bayes-Formel). Die Grundmenge sei als Q@ = B; U ... U B, dargestellt,
wobei By, ..., B, paarweise disjunkte Ereignisse sind und P[B;] # 0 fiir allei =1,..., n.
Sei A C ) ein weiteres Ereignis mit Wahrscheinlichkeit P[A] # 0. Dann gilt fiir alle
1=1,...,n:

P[A|B)]-P[B)] _  P[A|B] - P[Bj]

P[A] > k=1 PlA|By] - P[By]

(. J

P[B;|A] = (5.4.2)

Beweis. Wir wenden die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit (5.4.1) zweimal an:

P(B;|A] = P[B; N 4] _ P[AN By _ P[A|B;] - P[B)]

PlA] PlA] PlA]
Das beweist die erste Hélfte von (5.4.2). Die zweite Halfte folgt aus dem Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit. d
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Beispiel 5.4.9 (Fortsetzung von Beispiel 5.4.7). Eine Person, tiber die nicht bekannt ist,
ob sie gesund oder krank ist, wurde positiv getestet. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sie
tatsachlich krank?

Losung. Gegeben ist, dass die Person positiv getestet wurde. Das Ereignis A ist also bereits
eingetreten. Ausgestattet mit dieser Information wollen wir wissen, mit welcher (bedingten!)
Wahrscheinlichkeit das Ereignis B; eintritt. Gefragt wird also nach der bedingten Wahr-
scheinlichkeit P[B;|A]. Die Bayes-Formel (5.4.2) ergibt
P[A|By]-P[By] 0.9-0.01
P[B|A] = = ~ 0.043.
Bl A P[A] 0.207
Wir erkennen also, dass dieser Schnelltest ziemlich schlecht ist. Man kann auch die Wahr-
scheinlichkeit berechnen, dass eine Person gesund ist, gegeben, dass sie positiv getestet wurde:

P[B,y|A] = 1 — P[By|A] ~ 1 — 0.043 ~ 0.957.

Aufgabe 5.4.10. In einem Topf liegen 10 Miinzen: davon 7 fair und 3 gezinkt. Eine ge-
zinkte Miinze zeigt “Kopf” mit Wahrscheinlichkeit 0.8. Es wird rein zuféllig eine Miinze aus
dem Topf entnommen und geworfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit zeigt sie “Kopf”?

Aufgabe 5.4.11. In einem Topf liegen 10 identisch aussehende Miinzen: davon 7 fair und 3
gezinkt. Eine gezinkte Miinze zeigt “Kopf” mit Wahrscheinlichkeit 0.8. Es wird rein zufallig
eine Miinze aus dem Topf entnommen und fiinf Mal geworfen. In vier Wiirfen zeigt sie
“Koptf”, in einem Wurf “Zahl”. Mit welcher (bedingten) Wahrscheinlichkeit ist diese Miinze
gezinkt?

Aufgabe 5.4.12. Wie grofs ist der Anteil der Familien mit zwei Madchen unter allen Fami-
lien mit zwei Kindern, von denen mindestens ein Kind ein Médchen ist? (Die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Kind ein Méadchen ist, kann als 1/2 angenommen werden. Geschlechter
von verschiedenen Kindern sind stochastisch unabhéngig. Ignorieren Sie weitere Einfliisse,
wie z.B. unterschiedliche Sterbewahrscheinlichkeiten).

Aufgabe 5.4.13. In Ihrem E-Mail Postfach befinden sich zwei Arten von Mails: Spam und
Nicht-Spam. Erfahrungsgeméaf seien (leider) 80% Ihrer Mails Spam. In einer Spam-Mail
kommt das Wort “money” mit Wahrscheinlichkeit 0.6 vor und in einer Nicht-Spam-Mail
mit Wahrscheinlichkeit 0.1.
(1) Sie bekommen eine E-Mail. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sie das
Wort “money” enthélt.
(2) Sie bekommen eine E-Mail. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist es eine das Wort
“money” enthaltende Spam-Mail?
(3) Sie bekommen eine E-Mail, die das Wort “money” enthélt. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit ist diese Mail Spam?

Aufgabe 5.4.14. Seien A und B zwei Ereignisse mit P[A|B] = P[B|A] und P[AN B] # 0.
Beweisen Sie, dass dann P[A] = P[B].
Beispiel 5.4.15 (Ziegenproblem). Muss noch ergédnzt werden...

Aufgabe 5.4.16. In einer Fernsehshow stehen Sie vor 5 geschlossenen Tiren 1,2,3,4,5.
Hinter einer (zuféllig ausgewéhlten) Tiir steht ein Auto, hinter den anderen 4 sind Ziegen.
Sie wollen das Auto gewinnen. Sie zeigen auf die erste Tiir. Diese Tiir bleibt aber vorerst
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verschlossen. Der Moderator 6ffnet 2 der 4 verbliebenen Tiiren und es stellt sich heraus,
dass hinter den beiden Tiiren Ziegen waren. Sie diirfen nun bei Ihrer Wahl bleiben und Tiir
1 6ffnen oder eine der zwei verbliebenen Tiiren 6ffnen. Was ist besser?

(a) Losen Sie diese Aufgabe unter der Annahme, dass der Moderator weift, was hinter
allen Tiiren versteckt ist, und dass er Ihnen helfen will, indem er nur Tiiren 6fInet,
hinter denen Ziegen sind. D.h. der Moderator wéhlt die beiden zu 6ffnenden Tiiren
unter allen Tiiren, hinter denen Ziegen sind, zuféllig aus.

(b) Losen Sie die gleiche Aufgabe unter der Annahme, dass der Moderator nicht weifs,
was hinter den Tiiren ist, und dass er rein zufillig zwei Tiiren 6ffnet. (Falls der Mo-
derator die Tiir mit dem Auto gedffnet hétte, hétten Sie verloren. Diese Situation
ist jedoch laut Aufgabenstellung nicht eingetreten).

(c) Losen Sie die gleiche Aufgabe unter der Annahme, dass der Moderator immer 2
Tiiren o6ffnet, die auf die von Ihnen ausgewéhlte Tiir folgen. (Da Sie auf Tiir 1
gezeigt haben, 6ffnet er Tiiren 2 und 3. Hatten Sie z.B. auf 3 gezeigt, dann hétte
er 4 und 1 geofinet).

Hinweis: Wenn Sie sich fiir einen Tiirwechsel entscheiden, heifst es nicht, dass beide noch
nicht gewihlten Tiiren gedffnet werden. Es wird nur eine Tiir gedffnet, und zwar die, auf
die Sie zeigen.

Aufgabe 5.4.17. Anton, Bernd und Charles sind Insassen in einem Gefidngnis, das zu voll
ist, um weitere Straftidter aufzunehmen. Weil die Reststrafe der Drei gering ist und sie sich
vorbildlich verhalten, soll einer von ihnen friihzeitig entlassen werden. Der Gefangnischef
lost auf eine faire Art und Weise eine der drei Personen aus, welche dann in der néchsten
Woche friihzeitig entlassen werden soll. Das Ergebnis teilt der Chef nur dem Geféngniswéch-
ter mit, damit dieser alle Vorbereitungen treffen kann. Die drei Gefangenen Anton, Bernd
und Charles haben von ihrer méglichen Entlassung gehort und kénnen es nicht abwarten,
zu erfahren, wer ausgelost wurde. Deshalb versucht Anton, vom Wéchter den Namen zu
erfahren. Weil der Wachter sich weigert, die Information frithzeitig auszuplaudern, schlégt
Anton folgendes vor: ,Nenne mir nach der folgenden Regel den Namen einer Person, die im
Geféngnis bleiben muss:

e wenn Bernd frei kommt, nenne mir Charles.
e wenn Charles frei kommt, nenne mir Bernd.
e wenn ich frei komme, wirf eine faire Miinze und nenne mir bei ,Kopf‘ Bernd und

bei ,Zahl‘* Charles.”

Der Wachter denkt nach und nennt ihm den Namen Charles. Gliicklich iiber diese Infor-
mation geht Anton davon aus, dass seine Chancen auf eine friihzeitige Entlassung von %
auf % gestiegen sind. Es bleiben ja nur er und Bernd iibrig.

Hat Anton Recht? Wie grofs ist mit den vorhandenen Informationen die bedingte Wahr-
scheinlichkeit, dass Anton freikommt? Wie grofs ist mit den vorhandenen Informationen die

bedingte Wahrscheinlichkeit, dass Bernd freikommt?

5.5. Unabhéangigkeit von Zufallsvariablen

Wir haben Unabhéngigkeit von Ereignissen definiert. Man kann aber auch Unabhéngigkeit
von Zufallsvariablen definieren. Sei (€2, F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.
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Definition 5.5.1. Die Zufallsvariablen X;,..., X, : € — R heifsen unabhdngig, wenn
fiir alle yy,...,y, € R gilt:

PXi=y1,....Xn=uys) =PXgs =w1] ... - P[X,, = y]- (5.5.1)

Diese Definition ldsst sich in folgender dquivalenter Form darstellen.

( )
Satz 5.5.2. Seien X1,..., X, : Q — R Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum (2, P). Folgende Aussagen sind dquivalent.

(1) Die Zufallsvariablen X7, ..., X,, sind unabhéngig.
(2) Fiir beliebige Mengen By, ..., B, C R gilt:

P[X, € By,...,Xn € B] =P[X1 € Bl -...-P[X,, € By]. (5.5.2)
(3) Die Ereignisse {X; = y1},...,{X, = yn} sind unabhéngig fiir alle yy,...,y, €
R.
(4) Die Ereignisse {X; € B1},...,{X, € B,} sind unabhéngig fiir alle By, ..., B, C
R.
. J

Wenn man jedoch eine unendliche Familie von Zufallsvariablen betrachtet, dann heiffen diese
Zufallsvariablen unabhéngig, wenn jede endliche Teilfamilie unabhéngig ist.

Definition 5.5.3. Die Zufallsvariablen X, Xs,... heiflen unabhéngig, wenn fiir alle
n € N gilt, dass X,..., X,, unabhéngig sind.

Beispiel 5.5.4. Wir wiirfeln n-mal mit einem fairen Wiirfel. Die Grundmenge lautet (2 =
{1,...,6}" und wir gehen von der Laplace-Annahme aus, dass alle Ausgénge in 2 die gleiche
Wahrscheinlichkeit 1/6™ haben. Wir bezeichnen mit X; die Augenzahl beim i-ten Wurf:

XZ'(CLI,...,CL”) = Qay, (al,...,an) c Q.

Wir zeigen nun, dass die Zufallsvariablen Xi,..., X,, unabhéngig sind, was natiirlich im
Einklang mit dem gesunden Verstand steht. Es gilt

{6%, falls y1,...,y, € {1,...,6},

]P)[Xl =Y1,. .. 7Xn = yn] = 0 sonst

=PXy =w]-... - P[X, = ynl

Beispiel 5.5.5. In diesem Beispiel betrachten wir die Augensumme S = X; + ... + X,
beim n-maligen Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel. Wir zeigen, dass die Zufallsvariablen S
und X, abhéingig sind. Zuerst eine intuitive Uberlegung. Wissen wir, dass X einen “grofen”
Wert angenommen hat, so erhoht das die Chancen, dass auch die ganze Summe S “grok”
sein wird. Das ist ein klarer Fall von stochastischer Abh#ngigkeit. Um diese Uberlegung mit
einem Beweis zu untermauern, werden wir zeigen, dass fiir die Ereignisse {X; = 1} und
{S = 6n} die Produktforml nicht gilt. Die Wahrscheinlichkeiten der beiden Ereignisse sind
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strikt positiv, namlich

1

1
PX; =1] = 6 und P[S =6n] = &

Auf der anderen Seite konnen beide Ereignisse nicht gleichzeitig eintreten, folglich
P[X; =1,5 =6n] = 0.

Die Produktformel gilt also nicht und somit sind die Zufallsvariablen S und X; abhéangig.

Bemerkung 5.5.6. Es sei Xi,...,X,,Y],... Y, eine unabhéngige Familie von Zufallsva-
riablen. Man kann zeigen, dass fiir beliebige Funktionen f : R” — R und ¢ : R™ — R die
Zufallsvariablen f(X7,...,X,) und g(Yi,...,Y,,) unabhéngig sind.

5.6. Produktexperimente

Dieser Abschnitt muss tiberarbeitet werden... Wir betrachten n Experimente (21, Py), ..., (2, Py)
mit Wahrscheinlichkeitsfunktionen

pi(a) =P;({a}), a €y, i=1,... n.

Wir stellen uns nun vor, dass diese Experimente unabhéngig voneinander ausgefiihrt werden.
Die Unabhéngigkeit kann man beispielsweise erreichen, indem man die Experimente raumlich
voneinander trennt.

Werden nun alle Experimente ausgefiihrt, so ist die Grundmenge gegeben durch

Q:Ql X .. XQn:{(al,...,an):ai GQZ}
Wegen der Unabhéngigkeit liegt es nun nahe, die Wahrscheinlichkeit eines Ausgangs (aq, ..., a,) €
Q) wie folgt zu definieren:

plag,...,a,) = pi(ar) - pa(as) - ...« pulay),

wobei p;(a;) die Wahrscheinlichkeit des Ausgangs a; € €); im i-ten Experiment ist. Die
Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses A C €2 definieren wir dann wie folgt:

PIA] Y S pla).

acA
Der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) heift der Produktraum von (21,P),..., (2, P,) und
wird auch mit (; x ... x Q,,P; x ... x P,) bezeichnet.

Beispiel 5.6.1. Wir betrachten Ereignisse A; C 4,..., A4, C €,. Das Ereignis A; ist
somit mit Experiment ¢ verbunden. Nun betrachten wir das folgende Ereignis: “Im ersten
Experiment tritt A; ein, im zweiten Experiment tritt A, ein, usw.”. Dieses Ereignis kann
man auch wie folgt darstellen:

d
Arxoox A ™ {(ay, .. an) tar € Ay, an € Ayt C QU
105



Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses

P[A; X ... x Ay] = > play, ... ap)

(a1 ..... an)eAlX...XAn

= Z pi(ar) - ... pnlan)

= (Zp(al)) (Z p(an)>

—PiA] ... P[A,).
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KAPITEL 6

Zufallsvariablen: Die allgemeine Definition

6.1. Zufallsvariablen

Bis zu diesem Zeitpunkt haben wir ausschlieflich Zufallsvariablen mit endlich oder abzihl-
bar vielen Werten (also diskrete Zufallsvariablen) betrachtet. Jetzt werden wir allgemeine
Zufallsvariablen einfiihren.

e )

Definition 6.1.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X : Q@ — R
heifit messbar, wenn fiir alle a € R gilt:

{X <a} eF.
Hierbei ist {X < a} die Menge aller Punkte im Wahrscheinlichkeitsraum, wo die Funk-
tion X einen Wert < ¢ annimmt:
{X<a}={we: X(w) <a} CO.

Eine messbare Funktion nennen wir auch eine Zufallsvariable.
. J

Fiir eine Zufallsvariable X ist also die Wahrscheinlichkeit P[X < a] wohldefiniert. Der néchste
Satz besagt, dass auch die Wahrscheinlichkeit P[X € B] wohldefiniert ist, wobei B C R eine
beliebige Borel-Menge ist.

s R

Satz 6.1.2. Sei X : () — R eine Zufallsvariable. Dann gilt fiir jede Borel-Menge B C R:
{XeB}eF.
Hierbei ist
{XeB}=XYB)={weQ: X(w) € B}.

(. J

Bemerkung 6.1.3. Aus diesem Satz folgt, dass fiir eine Zufallsvariable X gilt:

(1) Das Ereignis {X = a} ist messbar, fiir alle a € R.

(2) Das Ereignis {X € A} ist messbar, fiir jede hochstens abzihlbare Menge A C R.

(3) Somit ist auch das Ereignis {X ¢ A} = {X € A}° ebenfalls messbar, fiir jede
hoéchstens abzahlbare Menge A C R.

(4) Insbesondere ist das Ereignis {X € Q} messbar.

(5) Ereignisse {a < X < b}, {a < X <b}, {a < X <b}, {a <X < b} sind messbar.

Fiir den Beweis von Satz 6.1.2 bendtigen wir eine Hilfsaussage.
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Proposition 6.1.4. Seien (2, F) ein Messraum und E eine Menge. Auferdem seien
X : Q — E eine Abbildung und £ C 2F eine Mengenfamilie mit der Eigenschaft, dass
X~1(B) € F fiir jede Menge B € £. Dann gilt auch X 1(B) € F fiir jede Menge
Beo(€).

Bemerkung 6.1.5. Mit anderen Worten: Um zu zeigen, dass die Urbilder aller Mengen aus
einer o-Algebra messbar sind, reicht es zu zeigen, dass die Urbilder aller Mengen aus einem
Erzeuger dieser o-Algebra messbar sind.

Beweis von Proposition 6.1.4. Wir wollen zeigen, dass das Urbild jeder Menge aus (&)
ein Element von F ist. Deshalb betrachten wir die Familie

A={BCE:XYB)e F}c2t

Wir werden im Weiteren zeigen, dass die Familie A eine o-Algebra ist. Auferdem gilt £ C A
laut Voraussetzung. Die Familie A ist also eine o-Algebra, die £ enthélt. Die von £ erzeugte
o-Algebra o(&) ist (laut Definition der erzeugten o-Algebra) die kleinste o-Algebra, die £
enthalt. Somit muss o(€) C A gelten. Fiir jede Menge B € o(€) gilt dann B € A. Laut
Definition von A bedeutet das, dass X ~'(B) € F fiir jede Menge B € o(€). Das beweist die
Behauptung der Proposition.

Wir werden nun zeigen, dass fiir die Familie A alle drei Bedingingen aus der Definition einer
o-Algebra gelten.

Bedingung 1. Es gilt E € A, denn X 1(E) = Q und Q € F.

Bedingung 2. Wir zeigen, dass A komplementstabil ist. Sei also A € A. Wir zeigen, dass
A¢ e A. Es gilt

XA = {weQ: X(w) €AY ={weQ: X(w) ¢ A} = {w e Q: X(w) € A} = (X'(A))".

Aus A € A folgt, dass X !'(A) € F. Aukerdem ist die Familie F eine o-Algebra und
somit komplementstabil. Es folgt, dass X 1(A¢) = (X1(A))¢ € F. Das bedeutet aber, dass
Ac e A.

Bedingung 3. Schlieflich zeigen wir, dass die Familie A o-vereinigungsstabil ist. Seien also
Aq, Ay, ... € A. Wir zeigen, dass U,enA, € A. Es gilt

X N Upen4yn) ={w € Q: X(w) € UpenAn} = Upen{w € Q: X(w) € 4.} = Upen X H(A,).

Aus A, € A folgt, dass X 1(A,) € F fiir alle n € N. AuRerdem ist die Familie F eine o-
Algebra und somit o-vereinigungsstabil. Es folgt, dass X 1 (UpenA,) = Upen X 1(A,) € F.
Das bedeutet, dass U,cnA, € A.

Somit haben wir gezeigt, dass die Mengenfamilie A eine o-Algebra ist. O
Beweis von Satz 6.1.2. Betrachte die Mengenfamilie

£ ={(~o0,a],a € R} C 2%,
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Da X : Q — R messbar ist, gilt X 1(B) = {X < a} € F fiir jedes B = (—00,4d] € &.
Proposition 6.1.4 besagt, dass X '(B) € F fiir alle B € o(&). Dabei ist aber o(€) nichts
anderes als die Borel-o-Algebra. O

Beispiel 6.1.6. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € F ein messbares Ereig-
nis. Wir zeigen, dass die Indikatorfunktion von A

1, weA,

eine Zufallsvariable ist.

Losung. Sei a € R beliebig. Wir betrachten das Ereignis

Q, a>1,
{X<a}=<K2, a<0,
A°, a€|0,1).
Es gilt Q, @, A¢ € F, denn A € F und F ist eine o-Algebra. Somit ist X messbar. O

6.2. Zufallsvektoren

( M)

Definition 6.2.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien X7,..., X;: Q — R
Funktionen, wobei d € N. Betrachte nun die Funktion X :  — R mit
X(W) = (Xl(w)7 000 7Xd(w)) € Rd'

Die Funktion X heifst ein d-dimensionaler Zufallsvektor (oder messbar), wenn X7, ..., Xy

messbar sind.
g J

e R\
Satz 6.2.2. Sei X : Q — R? eine Funktion. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(1) X ist ein Zufallsvektor.

(2) Fiir jede Borel-Menge B C R? gilt {X € B} € F.

(. J

Beweis von (1) = (2). Seien Xj,..., X, messbar. Sei A = (—00,a1] X ... X (—00, a4 ein
“Oktant”. Dann gilt:

X1 A)={weQ: XwecA={weQ: Xj(w) <a,.. A Xgw) <ag} =N_{Xp <az}.

Wegen der Messbarkeit von Xy gilt { Xy < ax} € F fiir alle k = 1,...,d. Da F eine o-
Algebra ist, folgt, dass X 1(A) € F. Wir haben gezeigt, dass das Urbild jedes Oktanten
messbar ist. Die Familie der Oktanten erzeugt die Borel-o-Algebra B%. Mit Proposition 6.1.4
folgt daraus, dass das Urbild jeder Borel-Menge messbar ist. 0
Beweis von (2) = (1). Wir nehmen an, dass fiir jede Borel-Menge B C R? gilt, dass
{X € B} € F.Sei k € {1,...,d} fest. Sei B = {(z1,...,74) € R?: z;, < a}. Diese Menge
ist Borel, da abgeschlossen. Es folgt, dass X~ }(B) = {X} < a} € F. Somit ist die Funktion
X}, messbar. Das gilt fiir jedes k € {1,...,d}. Somit ist X messbar. O
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Die Familie der Borel-Mengen in R? wird mit B¢ bezeichnet.

Definition 6.2.3. Eine Funktion f : R — R% heit Borel-messbar (oder Borel-
Funktion), wenn gilt:
fH(A) € B fiir alle A € B®.

Bemerkung 6.2.4. Eine Funktion ist also Borel-messbar, wenn das Urbild jeder Borel-
Menge wieder eine Borel-Menge ist. Zum Vergleich: Eine Funktion ist stetig, wenn das Urbild
jeder offenen Menge offen ist.

{ Proposition 6.2.5. Jede stetige Funktion f : R% — R% ist Borel-messbar. }

Beweis. Die Funktion f sei stetig. Es folgt, dass fiir jede offene Menge A C R% das Urbild
f7YA) offen ist. Das Urbild jeder offenen Menge ist also eine Borel-Menge. Die Familie
der offenen Mengen erzeugt die Borel-o-Algebra. Mit Proposition 6.1.4 folgt, dass auch das
Urbild jeder Borel-Menge eine Borel-Menge ist. Somit ist f Borel-messbar. 0

( N

Satz 6.2.6. Sei X : Q — R% ein Zufallsvektor und f : R% — R% eine Borel-Funktion.
Dann ist auch die Verkniipfung

foX:Q— R

ein Zufallsvektor.
N\ J

Beweis. Sei A € B%. Dann gilt f~(A) € B%, denn f ist eine Borel-Funktion. Es gilt
(foX)(A)=X""(f(4) e F,
da X messbar ist. Nach Satz 6.2.2 ist f o X ein Zufallsvektor. U

Korollar 6.2.7. Sind X, Y Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P),
so sind auch X +Y, X - Y und a- X, wobei a € R, Zufallsvariablen.

Beweis. Die Funktionen (z,y) — = + v, (z,y) — 2y,  — ax sind Borel-Funktionen, da sie
stetig sind. Die Behauptung folgt aus Satz 6.2.6. OJ

6.3. Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable

Die Familie der Borel-Teilmengen von R wird mit B bezeichnet.

{ Definition 6.3.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei X : Q@ — R eine Zu- 1
fallsvariable.
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(1) Die Verteilung von X ist die Funktion
Px : B —[0,1] mit Px(A) =P[X € 4], A€ B.

Px ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B).
(2) Die Verteilungsfunktion von X ist die Funktion

Fyx :R —[0,1] mit Fx(t) =P[X <], teR.

(. J

Beispiel 6.3.2. Im Einheitskreis werde ein Punkt (X, Y) zuféllig und gleichverteilt gewéhlt.
Es sei R der Abstand von (X,Y') zum Mittelpunkt des Kreises. Bestimme die Verteilungs-
funktion von R.

Losung. Als Grundmenge wihlen wir den Einheitskreis Q = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1}. Sei
F = B3 die o-Algebra der Borel-Teilmengen von Q. Als Wahrscheinlichkeitsma® wéihlen wir

IP[A]:@, AeF,

wobei A das Lebesgue-Mafs ist. Das entspricht der Annahme, dass der Punkt gleichverteilt
ist. Der Abstand zum Ursprung ist dann die Zufallsvariable R : 0 — R mit

R(z,y) = Va2 +y% (z,y) € Q.

Beachte, dass R stetig und somit messbar ist. Um die Verteilungsfunktion von R zu bestim-
men, schauen wir uns das Ereignis {R <t} an:

Q, t>1,
(R<ty={(@ye:V@rP<tt = t<0,

Kreis vom Radius t, ¢ € [0,1].
Es folgt, dass

1, t>1, 1, t>1,
Fr(t) =P[R<t]=¢0, t<0, =<0, t<0,
™ otefo, 1] (2 teo1].
Dies ist die Verteilungsfunktion von R. 0

Beispiel 6.3.3. Ein Zufallsgenerator erzeugt zwei unabhéngige und in [0, 1] gleichverteilte
Zufallszahlen X Y. Bestimme die Verteilungsfunktion von Z := X + Y.

Lésung. Als Grundmenge withlen wir Q = [0, 1]?. Sei F = B3 die Einschrinkung der Borel-
o-Algebra B? auf €. Die Bedingung der Gleichverteilung und Unabhingigkeit von X und Y
wird so interpretiert: die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A € F ist

P[A] = A(A).
Wir konnen die Zufallsvariablen XY, Z : 2 — R definieren:

X(z,y) ==, Y(v,y) =y, Z(z,y)=z+y, (z,y)€[0,1>
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Das Ereignis, das uns hier interessiert, ist
{Z<ty={(z,y) €[0,1] 1z +y <t}
Es gilt
a, t <0,
gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenlange t, t €[0,1],

Z <t}=
{Z=t} das Komplement eines solchen Dreiecks mit Kathetenldnge 2 — ¢, t € [1,2],

Q, t>2.

Somit erhalten wir

0, t <0,
t2
£ te0,1]
Fy)=PZ<t]=S 2’ > T
Z( ) [ ] 1 (2;t) ’ te [172]7
1, t>2.
Dies ist die Verteilungsfunktion von Z. Sie ist stetig. 0

Beispiel 6.3.4. Betrachte eine konstante Zufallsvariable, also X = c¢. Wie sieht dann die
Verteilungsfunktion Fx aus?

Losung. Es gilt

0, t<ec

Fx(t)=Plc<t]=< " ’

¥(6) = Fle < 1 {1’ .,
Dieses Beispiel zeigt, dass eine Verteilungsfunktion Unstetigkeitsstellen haben kann. U
( R

Satz 6.3.5. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fy. Dann hat Fx die
folgenden drei Eigenschaften:

(1) Grenzwerte: limy_, o, Fix(t) = 0 und lim;_, o, Fx(t) = 1.

(2) Monotonie: Fiir alle t; < t5 gilt Fx(t1) < Fx(t2).

(3) Rechtsstetigkeit: Fiir alle ¢y € R gilt limg,, Fx(t) = Fx(to) -

Bemerkung 6.3.6. Der linksseitige Grenzwert lim, F'x (t) existiert ebenfalls, da die Funk-
tion Fx monoton ist. Allerdings muss der linksseitige Grenzwert nicht mit Fx () iiberein-
stimmen, siehe Beispiel 6.3.4 mit ty, = c.

Beweis von (2). Seien t; <ty beliebig. Betrachte die Ereignisse
{(X<ti}={weQ: X(w) <t} C{weQ: X(w) <t} ={X <t}

Deshalb gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse P[X < ¢;] < P[X < ty], was
gleichbedeutend ist mit Fx(t1) < Fx(t2). O
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Beweis von (1). Wir betrachten den Fall ¢t — —oo. Fiihre die Ereignisse A,, = {X < —n}
mit n € N ein. Dann gilt A; D A D ... und N,enA4, = . Aufgrund der Stetigkeit der
Wahrscheinlichkeit folgt daraus, dass

lim Fx(—n) = lim P[A,] = P[@] = 0.

n—oo n—oo
Dabei darf allerdings n nur natiirliche Werte annehmen. Fiir ein beliebiges ¢t < 0 kann man
immer ein n € N mit —n < t < —n + 1 finden. Wegen der Monotonie von F' und des
Sandwichprinzips gilt dann
0= lim Fx(—n) < lim Fx(t) < lim Fx(—n+1)=0.
t——o00 n—0o0

n—oo
Somit ist lim;_, o, Fx(t) = 0, wie behauptet. O
Beweis von (3). Sei t; € R beliebig. Wir definieren die Ereignisse 4, = {X <ty + 1/n}
mit n € N. Es gilt dann A; D Ay D ... und NyenA4, = {X < to}. Aufgrund der Stetigkeit
der Wahrscheinlichkeit gilt fiir den Grenzwert:

1
n— oo n n—oo

Das gilt wieder nur fiir n € N. Fiir ein beliebiges ¢ > ¢y, konnen wir n € N mit ¢y, + % <t<
to + ﬁ finden. Aufgrund der Monotonie von F'x und des Sandwichprinzips erhalten wir

1 1
n—00 n tlto n—00 n 1
Somit ist limy, Fix(t) = Fx(ty), wie behauptet. O
Der néchste Satz besagt, dass die Verteilung einer Zufallsvariable durch ihre Verteilungs-
funktion eindeutig festgelegt wird.

e R

Satz 6.3.7. Seien X; und X5 Zufallsvariablen mit
Fx,(t) = Fx,(t) fiir alle t € R.
Dann gilt fiir alle Borel-Mengen B C R:
P[X; € B] =P[X; € B|.

(. J

Fiir den Beweis bendtigen wir einen Satz aus der Mafstheorie.

( M)

Satz 6.3.8 (Eindeutigkeit der Maf-Fortsetzung). Sei Q) eine Menge und & C 29 eine
schnittstabile Mengenfamilie. Die Schnittstabilitdt bedeutet: fiir A, B € £ gilt auch
ANB € & Essei A = () die von £ erzeugte o-Algebra. Seien P; und Py zwei
Wahrscheinlichkeitsmafe auf (£2,.4) mit der Eigenschaft, dass

Pl [A] = PQ [A] fir alle A c E.

Dann gilt sogar

P, [A] = Py[A] fiir alle A € A.
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Bemerkung 6.3.9. Mit anderen Worten: stimmen zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf dem
Erzeuger einer o-Algebra iiberein, so stimmen sie auch auf der ganzen o-Algebra iiberein,
wenn der Erzeuger schnittstabil ist.

Beweis von Satz 6.3.7. Die Mengenfamilie £ = {(—o0,],t € R} ist schnittstabil, denn
(—00,t] N (—o0, s] = (—oo, min(t, s)] € £.
Fiir die Verteilungen von X; und X gilt nun:
Px,((—00,t]) = P[X; < t] = Fx,(t) = Fx,(t) = P[X3 < t] = Px,((—00,1]).

Die Wahrscheinlichkeitsmafe Py, und Py, stimmen also auf £ iiberein. Nach der Eindeu-
tigkeit der Mak-Fortsetzung stimmen sie auch auf der Borel-o-Algebra B = o(€) tiberein.
Somit gilt Px,(B) = Px,(B) fiir alle B € B. Mit anderen Worten, P[X; € B] = P[X; € B|
fiir alle B € B. O

Beispiel 6.3.10. Sei X ecine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < ¢].
Bestimme P[X < t].

Losung. Betrachte Ereignisse A, = {X <t — %} mit n € N. Es gilt A; C A, C ... und
UnenAn = {X < t}. Mit der Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit folgt, dass

P[X < ] = lim P[4,] = lim P [X <i- 1] — lim Fy(s).

n—00 n—o0 n st
Beachte: dieser Grenzwert muss im Allgemeinen nicht mit F'(¢) iibereinstimmen. O
Beispiel 6.3.11. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(t) = P[X < ¢].
Bestimme P[X = t].
Losung. Es gilt
PX =t =P[X <t]-P[X <t]=Fx(t) — ligFX(s).
Die Wahrscheinlichkeit, dass X =t ist, ist also gleich dem Sprung, den die Verteilungsfunk-

tion Fx an der Stelle ¢ macht. Die Funktion Fx ist stetig an der Stelle ¢ genau dann wenn
PX =t] =0. O

e R

Definition 6.3.12. Sei X eine Zufallsvariable. Ein Wert ¢ € R mit P[X = ¢] > 0 heifst

ein Atom von X. Atome sind also Unstetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion F.
. J

e )
Proposition 6.3.13. Jede Zufallsvariable hat hochstens abzéhlbar viele Atome. Mit
anderen Worten, jede Verteilungsfunktion hat héchstens abzdhlbar viele Unstetigkeits-
stellen (Spriinge).

(. J
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Beweis. Es gilt: Fx ist monoton, lim;, ., Fx(¢) = 0 und lim;,, ., Fx(t) = 1. Fiir jedes
n € N kann es also hochstens n Spriinge geben, die eine Hohe von > 1/n haben. Sonst wére
die Summe der Sprunghchen > 1, was ein Widerspruch ist. Die Menge der Spriinge ist eine
abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen und somit selbst abzahlbar. 0

Beispiel 6.3.14. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(¢) = P[X < t]. Fiir
a < b bestimme Pla < X <], Pla < X < b, Pla < X <0, Pla < X < b.

Losung. Es gilt
Pla < X <b] =P[X <b] —P[X <a]=Fx(b) — liTmFX(s),

Pla < X <b=PX <b)-PX <a] = lig}lFX(s) —li%nFX(s),

Pla < X <b] = P[X < b - P[X < a] = Fx(b) — Fx(a),
Pla < X <b=PX <b] -P[X <a] = lsiglFX(s) — Fx(a).
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6.4. Definition und Eigenschaften des Erwartungswerts

Wir haben den Erwartungswert nur fiir Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum definiert. Sei (2, F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
eine Zufallsvariable. Eine der Definitionen des Erwartungswerts war:

EX =) X(w)P[{w}].

weN

Nun definieren wir den Erwartungswert fiir beliebige Zufallsvariablen. Sei dazu (€2, F,P) ein
beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine beliebige Zufallsvariable. Da der
Wahrscheinlichkeitsraum €2 im allgemeinen nicht abzéhlbar ist, kénnen wir die Summe )
nicht bilden. Wir werden die Summe durch das Integral (das sogenannte Lebesgue-Integral)
ersetzen:

EX = /Q X (w) dP(w). (6.4.1)

Nun definieren wir den Erwartungswert (bzw. das Lebesgue-Integral). Das soll in mehreren
Schritten geschehen.

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable (d.h. eine messbare Funktion) auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F,P).

SCHRITT 1. (Elementarfunktionen).

e N
Definition 6.4.1. Seien Ay, ..., A, € F paarweise disjunkte Mengen mit 2 = A;U...U
A,,. Aufserdem seien yq, ..., y, € R. Eine Elementarfunktion ist eine Funktion der Form

X = Z Yrela,.
k=1
. J

Ist nun X : Q — R eine Elementarfunktion, so definieren wir den Erwartungswert von X
wie folgt:

EX S yPl4).

k=1

SCHRITT 2. (Nicht-negative, messbare Funktionen)

Sei X : 2 — [0, 00) eine messbare, nichtnegative Funktion. Nun definieren wir

ExX ¥ sup{EY|Y : Q — [0, 00), Elementarfunktion mit 0 < Y (w) < X (w) Vw € Q}.
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Die Idee ist also, dass wir X von unten mit Elementarfunktionen approximieren. Der so
definierte Erwartungswert EX nimmt nichtnegative Werte oder den Wert +oo an.

SCHRITT 3. (Beliebige, messbare Funktionen)

Sei X : Q2 — R eine beliebige messbare Funktion. Wir werden X als eine Differenz von zwei
nichtnegativen Funktionen X und X~ darstellen. Definiere

X*(w) def | X(w), falls X(w) >0, (@) def )0, falls X (w) > 0,
o, falls X (w) < 0, ] IX(w)], falls X(w) < 0.
Dann sind X+ und X~ messbar (Ubung) und es gilt
Xt X~ >0, X=X"-X", |X|=X"+X".

Fiir die nichtnegativen Zufallsvariablen X und X~ haben wir den Erwartungswert bereits
in Schritt 2 definiert. Mit dieser Definition kénnen wir nun folgende Fille betrachten:

FALL 1: Gilt EXT < co und EX ™ < o0, so heifst die Zufallsvariable X integrierbar. Bezeich-
nung: X € L. Fiir eine integrierbare Zufallsvariable X definieren wir

EX ¥ EXT —EX~.
In allen anderen Féllen heifit die Zufallsvariable X nicht integrierbar.

FALL 2: Gilt EX' = 400 und EX~ < +o00, so definieren wir

EX % .

FALL 3: Gilt EXT < 400 und EX~ = 400, so definieren wir
EX Y —.

FALL 4: Gilt: EXT = EX~ = 400, so kann man den Erwartungswert nicht definieren.

Wir werden einige Eigenschaften des Erwartungswerts (bzw. des Lebesgue-Integrals) ohne
Beweis auflisten.

( )
Satz 6.4.2. Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt E|X| = EXT+EX . Insbesondere
ist X genau dann integrierbar, wenn E|X| < oo. Fiir eine integrierbare Zufallsvariable
X gilt die Ungleichung

IEX| < E|X]|.

( M)
Satz 6.4.3. Der Erwartungswert ist linear:

(1) Sind X und Y integrierbare Zufallsvariablen, so ist auch X +Y integrierbar und
es gilt
E[X +Y] =E[X]+E[Y].
(2) Ist X integrierbar und ist @ € R, so ist auch a X integrierbar und es gilt

ElaX] = aE[X].

117



In dem Fall, wenn die Zufallsvariable hochstens abzéhlbar viele Werte annimmt, stimmt die
neue Definition des Erwartungswerts mit der alten Definition {iberein.

( N
Satz 6.4.4. Sei X : () — R eine Zufallsvariable, die hochstens abzahlbar viele Werte
Y1, Y, - .. annimmt. Dann ist X integrierbar genau dann, wenn

E|X| =) |yn| - PIX = yn] < 0.

Ist X integrierbar, so gilt
EX =) yn-PIX =y,

. J

Der Erwartungswert ist monoton:

Satz 6.4.5. Sei Y : Q@ — R eine Zufallsvariable mit EY < oo und X eine weitere
Zufallsvariable mit X (w) < Y (w) fiir alle w € Q. Dann gilt EX <EY.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable d&ndert sich nicht, wenn man die Werte der Zufalls-
variable auf einer Nullmenge verdndert. Dies wird im nédchsten Satz beschrieben.

( N

Definition 6.4.6. Zwei Zufallsvariablen X, Y : €2 — R heifsen fast tiberall gleich, wenn
Plwe: X(w) #Y(w)}] =0.

( )
Satz 6.4.7. Sind X und Y fast iiberall gleich und eine der Zufallsvariablen integrierbar,

so ist auch die andere Zufallsvariable integrierbar und es gilt EX = EY.
. J

Kook kR ok sk skok sk kR sk kR sk sk sk sk sk kR skokok sk skokoskosk ok skokokoskokokoskoskokokoskoRokoskoskokesk

s )

Definition 6.4.8. Die Zufallsvariable X heifst integrierbar, wenn >, p;|y;| < oo. Ist X
integrierbar, so definieren wir den Erwartungswert von X wie folgt:

EX <Y pu. (6.4.2)

(. J

Bemerkung 6.4.9. Nimmt X nur endlich viele Werte an, so ist die Bedingung » . p;|v:| <
oo erfiillt und X ist integrierbar.

Bemerkung 6.4.10. Eine Reihe ), a; heifst absolut konvergent, falls > . |a;| < co. Es ist
bekannt, dass eine absolut konvergente Reihe konvergiert, und dass die Summe einer absolut
konvergenten Reihe von der Reihenfolge der Summanden unabhéngig ist. In der Definition
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des Erartungswerts fordern wir die absolute Konvergenz der Reihe > p;y;. Diese Forderung
stellt sicher, dass die Summe dieser Reihe nicht von der Reihenfolge der Terme abhéngt.

Bei Reihen, die nicht absolut konvergieren, kann sich die Summe &ndern, wenn man die
Reihenfolge der Summanden &ndert.

Beispiel 6.4.11. Betrachte die alternierende harmonische Reihe:

1101 1 1 1
P R S Ry 4
53 175 677 n (6-4.3)

o0

Beweis: Setze z = 1 in der Formel In(1 + z) = > 7 (—1)"Z-. Diese Reihe ist konvergent
(gegen In2), aber nicht absolut konvergent, denn " . L = co. Nun betrachte die Reihe:

n=1n
11 01 1 1 1 1 1 3
DR I R R T S ST Py 4
t3To s tr i totn 6T 5 108 (6.4.4)

Beweis: Ubung. Hinweis: Betrachten Sie zuerst die Summe der ersten 3n Terme in der Reihe.
Wie lauten die letzten 3 Terme in dieser Summe? Sie konnen benutzen, dass

1 1 1
H,=14+-+-+...+—=logn+v+¢y,,
2 3 n

wobei v die Euler—-Mascheroni—-Konstante ist und lim,, ., &, = 0.

Die Summen der Reihen (6.4.3) und (6.4.4) sind unterschiedlich. Dabei haben beide Reihen

die gleichen Summanden, lediglich die Reihenfolge der Summanden ist unterschiedlich.

Bemerkung 6.4.12. Die Definition des Erwartungswerts kann man auch wie folgt darstel-
len:

EX = y-PX =1y,
YEI(X)

falls die Reihe absolut konvergiert.

( M)

Satz 6.4.13. Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable. Dann ist X integrierbar genau dann,

Y pw)|X ()| < oo. (6.4.5)

Ist (6.4.5) erfiillt, so gilt
EX =) pw)X(w). (6.4.6)

we
& J

Beweis. Fiir jedes y € $(X) definieren wir das Ereignis

Ay D {w e QX (w) =y}

Es gilt dann:

(1) @ = Uyeg(x) Ay
(2) Die Ereignisse A, sind paarweise disjunkt.
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Laut Definition ist X integrierbar genau dann, wenn
>yl PIX =y] < 0. (6.4.7)
YEI(X)

Bei Reihen mit nicht-negativen Termen kann man die Summanden vertauschen, ohne dass
sich die Summe &ndert. Es folgt, dass

Sl PX =yl= > lyl- > pw)

yeI(X) yeI(X) weA,

=2 2l

yeS(X) weAy
- S pel
we

Somit sind Bedingungen (6.4.5) und (6.4.7) dquivalent. Es folgt, dass X genau dann inte-
grierbar ist, wenn (6.4.5) gilt.
Nun nehmen wir an, dass (6.4.5) gilt. Es folgt, dass

EX = Y  y-Pl4,)

yeI(X)

=2 v ) p

yeS(X) wEAy

=2 Dl

YEI(X) weAy
= Z p(w)X (w)
we
Die absolute Konvergenz wurde hier dadurch benutzt, dass die Summanden vertauscht wur-
den. 0

Aufgabe 6.4.14 (Zur harmonischen Reihe). Ein Auto ist durch einen zunéchst 1 Meter
langen Gummistreifen mit einer Wand verbunden. Der Gummistreifen kann sich beliebig
weit ausdehnen. Eine Schnecke sitzt zunédchst an dem an der Wand angebrachten Ende auf
dem Streifen. Nun bewegen sich das Auto und die Schnecke abwechselnd nach den folgenden
Regeln:

e Erst fahrt das Auto einen Meter weiter. Dabei dehnt es den Streifen weiter. Be-

achten Sie, dass dadurch auch die Schnecke (relativ zum Boden) bewegt wird.

e Die Schnecke kriecht danach einen Zentimeter weiter.
Danach wird der Durchgang wiederholt. Zeigen Sie, dass die Schnecke das Auto nach endlich
vielen Durchgéngen einholt.
Hinweis. Sei a, der Abstand (in Metern) zwischen der Schnecke und der Wand vor dem
n-ten Durchgang, so dass a; = 0. Leiten Sie eine Formel her, die a,,+; durch a,, darstellt.

5. Diskrete und absolut stetige Verteilungen
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Definition 6.5.1. Eine Zufallsvariable X heifit diskret, wenn X nur endlich oder ab-
zahlbar viele Werte annimmt. Die Zdhldichte von X ist die Funktion

px(y) = P[X = y].

Bemerkung 6.5.2. Fiir die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable gilt

pr fiir alle t € R.

y<t

Die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable ist eine “Sprungfunktion”.

s R
Definition 6.5.3. Eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F'x heiftt absolut ste-
tig, wenn es eine Borel-Funktion fx : R — [0, 00) gibt, so dass

t
Fx(t) = / fx(y)dy fir alle ¢t € R.

Die Funktion fy heifst die Dichte von X.

(. J

Bemerkung 6.5.4. Fiir die Dichte gelten die folgenden zwei Eigenschaften:

( )fX( )>0ﬁiralley€R.
f]RfX dy—l

Satz 6.5.5. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable. Dann gilt fiir jede Borel-Menge
BCR

P[X € B] = / Fx()dy

Bemerkung 6.5.6. Zum Vergleich: Im diskreten Fall gilt

P[X € B] =) px(y)

yeB

Beweis. Definiere zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, B):
PUB)=PX € B, PuB)= [ fxy.  BeB
B

Diese Wahrscheinlichkeitsmafe stimmen auf allen Mengen der Form B = (—o0, ] iiberein,
denn

B) = [ fxay=Fx) =Blx <1 = B(B)
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Die Mengen der Form (—oo,t] bilden einen schnittstabilen Erzeuger der Borel-o-Algebra.
Durch die Eindeutigkeit der Mafsfortsetzung folgt, dass
P, (B) = Py(B) fiir alle B € B.

Somit gilt P[X € B] = [, fx(y)dy fiir alle B € B. O
Die Vertellungsfunktlon ist das Integral der Dichte. Umgekehrt, ist die Dichte die Ableitung
der Verteilungsfunktion. Das gilt allerdings nicht an allen, sondern an fast allen Stellen.

Satz 6.5.7. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx und Verteilungs-
funktion F'x. Dann gibt es eine Borel-Menge N C R mit Lebesgue-Mafs 0, so dass die
Funktion Fy differenzierbar an allen Stellen ¢ € R\ N ist und

Fy(t) = fx(t) fir alle t € R\N.

OHNE BEWEIS.

Die wichtigsten Eigenschaften der diskreten und der absolut stetigen Verteilungen werden in
der folgenden Tabelle zusammengefasst. Einige dieser Formeln werden wir spéter beweisen.

Diskrete Zufallsvariablen Absolut stetige Zufallsvariablen
Zahldichte px Dichte fX
Verteilungsfunktion: Fx(t) =3 ., px(y) | Verteilungsfunktion: Fix (¢ f fx(y
px(y) € 0,1] fir alle y € R fx(y) >0 fir alley € R
> yerPx(y) =1 o fx(y)dy =1
px(y) =P[X =y}, y €R Foly) = Fi(y) = lim.yo =220t
PX € B] = ZyeBpX(y), B C R Borel P[X € B] = [, fx(y)dy, B C R Borel

X integrierbar, wenn 3° ¢ |y| - px(y) < oo | X integrierbar, wenn [g y| - fx(y)dy < oo

Erwartungswert: EX =3 py - px(y) Erwartungswert: EX = [oy - fx(y)dy

6.6. Beispiele von absolut stetigen Verteilungen

6.6.1. Uniformverteilung auf einem Intervall. Eine Zufallsvariable X ist uniform-
verteilt auf einem Intervall [a,b], wenn ihre Dichte auf diesem Intervall konstant ist und
aukerhalb des Intervalls verschwindet. Der konstante Wert der Dichte auf dem Intervall ist
1/(b — a) und ergibt sich aus der Bedingung [, fx(y)dy = 1.

e )
Definition 6.6.1. Eine Zufallsvariable X heift uniformverteilt auf einem Intervall [a, 0],
wobei a,b € R und a < b, wenn die Dichte von X durch die folgende Formel gegeben ist:

)5, yelal],
Ix(y) = {07 y ¢ [a,b].
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L Wir benutzen dannn die Notation X ~ Unif[a, b]. J

1.0F 1.0

08F 08}

06F 06}

04} 04}

02F 02k

0.0 " " : J 00 2 " ;
2.0 25 3.0 35 20 25 3.0 35

ABBILDUNG 1. Links: Dichte der Uniformverteilung auf dem Intervall [2, 3].
Rechts: Die entsprechende Verteilungsfunktion.

Die Werte auferhalb des Intervalls [a, b] kénnen von X nicht (genauer gesagt, nur mit Wahr-
scheinlichkeit 0) angenommen werden, da die Dichte aufserhalb von [a, b] verschwindet.

Bemerkung 6.6.2. Die Verteilungsfunktion einer uniformverteilten Zufallsvariable X ~
Unifla, b] ist gegeben durch

. 0, t <a,
=/ fe@dy =42t ab],
e 1 t>0b.

Y

Die Verteilungsfunktion ist also linear auf dem Intervall [a, b] und konstant sonst. Die Vertei-
lungsfunktion ist {iberall stetig. Aufterdem ist sie differenzierbar mit Ausnahme der Stellen 0
und 1. Die Ableitung der Verteilungsfunktion stimmt mit der Dichte {iberein, was in vollem
Einklang mit dem Hauptsatz der Integralrechnung steht.

Wir bestimmen nun den Erwartungswert einer uniformverteilten Zufallsvariable. Aus Sym-
metriegriinden sollte der Erwartungswert genau im Mittelpunkt des Intervalls [a, ] liegen,
was der ndchste Satz bestétigt.

Satz 6.6.3. Sei X eine Zufallsvariable, die auf [a,b] uniformverteilt ist. Dann gilt
a+b
5

EX =

Beweis. Nach der allgemeinen Formel fiir den Erwartungswert gilt

I 1 (b* a*\ a+b

EX = = — dy=—— = o — ‘
/yfx )dy = / dy =7 — ydy - ( 2) 5
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ABBILDUNG 2. Links: Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter A\ = 1.
Rechts: Die entsprechende Verteilungsfunktion.

6.6.2. Exponentialverteilung.

( )
Definition 6.6.4. Eine Zufallsvariable X heifst exponentialverteilt mit Parameter A > 0,
wenn X absolut stetig ist und die Dichte von X durch die folgende Formel gegeben ist:

e ™My >0,
fx(y) = {0’ y < 0.

Wir benutzen dann die Notation X ~ Exp(\).

(. J

Das Integral der Dichte ist gleich 1, denn fooo Ae™Mdy = 1 fiir A > 0. Da die Dichte auf
der negativen Halbachse verschwindet, kann eine exponentialverteilte Zufallsvariabde nur
positive Werte annehmen, d.h. P[X > 0] = 1.

Bemerkung 6.6.5. Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable X ~ Exp()\) ist gegeben
durch

t 0, t<0
lkﬁ%i/.hwﬂyz{l_gﬁ £ 0

Beweis. Fiir t < 0 gilt Fx(t) = [*_ fx(s)ds = [*__0ds = 0, denn die Dichte fx verschwin-
det auf der negativen Halbachse. Fiir t > 0 gilt

t t
Fx(t) = / fx(y)dy = / e Mdy = —e_Ay‘é —1—e M
—oo 0

Alternativ kann man die Exponentialverteilung durch die folgende Formel definieren:

PIX >t]=e™  t>0.

Nun bestimmen wir den Erwartungswert der Exponentialverteilung.
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Satz 6.6.6. Fiir eine mit Parameter A > 0 exponentialverteilte Zufallsvariable X gilt

1
EX = —.
A

Beweis.

EX = / yfx(y)dy = / Aye Mdy = / y (=) dy.
0 0 0

Nun benutzen wir die partielle Integration:

EX :/ y(—e ™) dy = —ye | * +/ e Mdy = )
0 0 A

[l

Wir méchten nun eine bemerkenswerte Eigenschaft der Exponentialverteilung formulieren,
die sie unter allen Verteilungen auszeichnet.

( )
Satz 6.6.7 (Vergessenseigenschaft der Exponentialverteilung). Sei X eine Zufallsvaria-
ble. Die folgenden zwei Eigenschaften sind dquivalent:

(a) X ist exponentialverteilt mit einem Parameter A > 0.
(b) Fiir alle s,t > 0 gilt:
PX >t+s|z>t]=PX > s].

(. J

Beweis von (a)=(b). Sei X ~ Exp(\). Dann gilt fiir alle ¢, s > 0:

PIX >t+sX >t PX>t+s] e )
PX >t+s|X >t = PIX > 4 = PIX > 1 = =P[X > s

Fiir den Beweis der Riickrichtung bendtigen wir ein lemma.

Lemma 6.6.8 (Cauchy-Funktionalgleichung). Sei g : [0,00) — R eine monotone Funk-
tlon mit

g(t+s) =g(t) + g(s) fir alle t,s > 0.
Dann ist g linear, d.h. es gibt ein A € R mit g(¢) = At fiir alle ¢ > 0.

Beweis. Sei a € R. Dann gilt

9(2a) = g(a) + g(a) = 2g(a).
Analog ergibt sich
9(3a) = g(2a) + g(a) = 2g(a) + g(a) = 3g(a).
Induktiv erhalten wir fiir jedes n € N
g(na) = ng(a).
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Nun sei @ = 1/n. Es ergibt sich g(1) = ng(%) und somit

1Y _ g(1) aer A
g n)] n n

wobei wir A := g(1) gesetzt haben. Sei m € N, dann gilt

()-afod) o (2) 20

Wir haben somit gezeigt, dass g(r) = Ar fiir alle r € Q, r > 0 gilt. Nun miissen wir zeigen,
dass das auch fiir irrationale Werte gilt. Sei t € R\Q, ¢ > 0 beliebig. Es existieren Folgen
{r;} € Q und {s;} C Q mit den folgenden Eigenschaften:

(1) r; ist monoton fallend mit r; | ¢ fiir i — oc.
(2) s; ist monoton steigend mit s; T ¢ fiir i — oo.

Die Funktion g ist nach Voraussetzung monoton. Sei g zum Beispiel monoton fallend. (Fir
g monoton steigend ist der Beweis analog). Dann gilt

(1) g(r;) ist monoton steigend mit g(t) > g(r;) fiir alle i € N.

(2) g(s;) ist monoton fallend mit g(t) < g(s;) fiir alle i € N.
Da die Zahlen r; und s; rational sind, gilt g(r;) = Ar; und g(s;) = As;. Somit erhalten wir
Ar; <t < As;. Nun lassen wir i — 0o und benutzen den Sandwich-Satz: g(t) = At. O

Beweis von (b)=-(a) in Satz 6.6.7. Sei Fx die Verteilungsfunktion von X. Betrachte die
Funktion

9(t) ©1og(1 — Fx(t), t>0.
Diese Funktion ist monoton fallend, da die Verteilungsfunktion F'y monoton steigend ist. Es
ilt
° PX >t =1—Fx(t)=¢¥, t>0.
Mit der Vergessenseigenschaft erhalten wir
eg(t+s)
O P[X >t 4 s|X >t] = P[X > 5] = 9.

Somit erfiillt g die Cauchy-Funktionalgleichung g(t+s) = ¢(t)+g(s) und ist monoton fallend.
Es gibt nach Lemma 6.6.8 ein A mit g(t) = — At fiir alle £ > 0. Dabei muss A positiv sein, da
g monoton fallend ist. Es folgt, dass

Fx(t)=1—e™, t>0
Damit ist gezeigt, dass X ~ Exp(\). O

Beispiel 6.6.9 (Radioaktiver Zerfall). Bestimmte Isotope haben die Eigenschaft, spontan
zu zerfallen. Solche Isotope heifsen instabil oder radioaktiv. Die Lebensdauer eines instabilen
Atoms ist eine Zufallsvariable, die wir mit X bezeichnen. Da man davon ausgehen muss,
dass ein Atom “kein Gedéchtnis” hat, muss die Lebensdauer X exponentialverteilt sein.
Dabei hangt der Parameter A davon ab, um welches Isotop es sich handelt. In der Physik
wird neben A auch ein anderer Parameter, die sogenannte Halbwertszeit benutzt. Diese ist
als der Median von X definiert, also als eine Zahl m mit der Eigenschaft

1
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Zum Beispiel betrégt die Halbwertszeit von Césium-137, das durch die Reaktorungliicke von
Tschernobyl und Fukuschima in groferen Mengen in die Umwelt gelangte, etwa 30 Jahre.
Praktisch bedeutet das, dass nach 30 Jahren aus einem Gramm Céasium-137 nur ein halbes
Gramm wird, wiahrend der Rest zerfallt und sich in andere Isotope verwandelt.

Um den Zusammenhang zwischen m und A herzustellen, erinnern wir uns, dass

1
MX>mhm*mz5
Lost man die Gleichung auf, so erhélt man
_ log(2)
m=—

An dieser Formel wird ersichtlich, dass sich die Halbwertszeit von der mittleren Lebensdauer
EX = % unterscheidet.

Beispiel 6.6.10 (Zerfallsrate). Sei X eine beliebige nichtnegative Zufallsvariable mit Dichte
f und Verteilungsfunktion F. Wir kénnen uns X z.B. als die Lebensdauer eines instabilen
Atoms, eines Geréts oder einer Person denken. Wir betrachten ein sehr kleines Zeitintervall
(t,t + dt) und stellen uns die folgende Frage:

Gegeben, dass das Geréat zum Zeitpunkt ¢ noch funktioniert, wie groft ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit, dass es zwischen ¢ und ¢ + dt ausfallt?

Da die Lange des Zeitintervalls sehr klein ist, muss auch die Wahrscheinlichkeit sehr klein
sein, vermutlich proportional zu d¢t. Wir kénnen sie wie folgt berechnen:

PIX € (t,t+df), X >1]  PX e(tt+d)] _ fx()

PX tLt+dt)| X >t] = = ~ dt.
X €t t 4+ d)lX >4 P[X > 4] PIX > 4] 1— Fx(l)
Wir definieren also die Zerfallsrate (oder die Ausfallrate) von X durch
ft)
h(t) = ——=— t>0.

Bei einem instabilen Atom geht man davon aus, dass die Zerfallsrate konstant (d.h. unabhén-
gig von t) sein muss. Die Exponentialverteilung erfiillt diese Forderung, denn fiir X ~ Exp(\)
gilt
)\ef)\t
Aufgabe 6.6.11. Seien X; ~ Exp(\1),...,X,, ~ Exp()\,) unabhingige Zufallsvariablen
mit Parametern Aj,...,A, > 0. Bestimmen Sie die Dichte von Z := min(Xj,...,X,).
Welche Verteilung hat Z7

6.6.3. Normalverteilung (oder Gauf-Verteilung).
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( N
Definition 6.6.12. Eine Zufallsvariable X heifst standardnormalverteilt, wenn X abso-
lut stetig ist und die Dichte durch die folgende Formel gegeben ist:

fx(y) =
Wir benutzen die Notation X ~ N(0,1).

(. J

2
Y

2 yeR.

1
e
21

-4 2 4 -4 -2 0 2 4

ABBILDUNG 3. Links: Dichte der Standardnormalverteilung. Rechts: Die ent-
sprechende Verteilungsfunktion.

Die Funktion fy ist trivialerweise nicht negativ. Aber warum ist das Integral dieser Funktion
gleich 17 Das beantwortet der folgende Satz.

Yy

Satz 6.6.13. Es gilt [ := [7_ e zdy = v2m.

Beweis nach Poisson. Die Stammfunktion von e ¥/2 lisst sich nicht mit Hilfe der 4
Grungrechenarten und Potenzen als eine endliche Kombination von y,e?, logy, siny, cosy,
usw. darstellen. Man muss also einen Trick anwenden. Um das Integral I zu berechnen,

betrachten wir 12
S 22 00 2 _ ﬁJrﬁ
I2:/ e‘?dx-/ e_y?dy:/ e <2 2)dxdy.
—00 —00 R2

Und nun gehen wir zu Polarkoordinaten iiber:
) = 27.
0

2m o 2 00 2 2
I? = / / e 2rdrdp = 27r/ re” zdr =2m (—e’7
o Jo 0

Da I > 0, konnen wir die Wurzel ziehen: I = /2. [l

Bemerkung 6.6.14. Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist

I L.
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Ihre Werte konnen numerisch berechnet werden.
Bemerkung 6.6.15. Aus X ~ N(0,1) folgt fiir den Erwartungswert EX = 0.

2
Beweis. Zuallererst bemerken wir, dass X integrierbar ist, denn fR |y|e*y7dy < oo. Fiir den

Erwartungswert erhalten wir dann

y2
EX = / ye 2dy =0,
R

denn es wird eine ungerade Funktion integriert.

04

ABBILDUNG 4. Dichten der Normalverteilungen mit verschiedenen Parametern.

Definition 6.6.16. Eine Zufallsvariable X heiflt normalverteilt mit Parameter y € R
und o2 > 0, wenn X absolut stetig ist und die Dichte durch die folgende Formel gegeben

1st: ! )
(y—n)
= e_ 202 5 E R
fX (y) \/%O’ )

Wir benutzen die Notation X ~ N(u,o?).

(.

~

J

Bemerkung 6.6.17. Ist Y ~ N(0, 1) standardnormalverteilt, so ist p + oY normalverteilt
mir Parametern y und ¢? (Ubung). Daraus folgt, dass der Erwartungswert einer N(u, 02)-
verteilten Zufallsvariable gleich v ist. Spéater werden wir zeigen, dass der zweite Parameter

o2 mit der Varianz der Zufallsvariable iibereinstimmt.
6.6.4. Cauchy-Verteilung.
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4 N
Definition 6.6.18. Eine Zufallsvariable X heifst Cauchyverteilt, wenn X absolut stetig
ist und die Dichte durch die folgende Formel gegeben ist:

1
= ——, e R.
Wir benutzen die Notation X ~ Cauchy.
. J
____________________ Y

0.8F

06F

i}

0.2F

m ) [ 2 4 m > 0 2 p

ABBILDUNG 5. Links: Dichte der standard Cauchyverteilung. Rechts: Die ent-
sprechende Verteilungsfunktion.

Bemerkung 6.6.19. Die Verteilungsfunktion der Cauchy-Verteilung ist gegeben durch

' 11 1 o1
= / fx(y)dy = —/ dy = —arctany| = - + —arctant,
oo T

oo L+ 12 s e 2
da arctan(—oo) = —Z. Insbesondere gilt
>~ 1 1 1
/ fx(y / 1+y2dy: §+%arctan(+oo) =1,

so dass fx tatsdchlich eine Dichte ist.

Beispiel 6.6.20. Sei ¢ ~ Unif[—n/2,7/2| gleichverteilt auf dem Intervall [—7/2, 7/2] und
sei X = tan(y). Nun behaupten wir, dass X ~ Cauchy. Muss erkliart werden, was das
bedeutet.

Beweis. Wir berechnen die Verteilungsfunktion von X:

arctant — (—75 1 1
PIX < t] =Plp < arctan(t)] = (=3) =3 + — arctant.
T T

O

Beispiel 6.6.21. Sei X Cauchy-verteilt. Was ist der Erwartungswert von X7 Da die Dichte
von X eine gerade Funktion ist, erscheint die Vermutung plausibel, dass der Erwartungswert
von X gleich 0 ist. Dies ist jedoch nicht der Falll Wir behaupten, dass X nicht integrierbar ist
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ABBILDUNG 6. Entstehung der Cauchy-Verteilung.

und somit gar keinen Erwartungswert besitzt. Wir erinnern, dass eine Zufallsvariable genau
dann integrierbar ist, wenn EX < oo und EX~ < co. Also berechnen wir EX *:

o0

2 [y 1
EXT =E[X1 = 1 dy == dy = —log(1+4%)| = .
X = [ iofsiay =2 [ 7 lmay= Jtog1+47)| = +o0

Analog zeigt man, dass EX~ = +o00. Fiir den Erwartungswert ergibt sich die Unbestimmtheit
EX = (4+00) — (+00). Somit ist die Zufallsvariable X ist nicht integrierbar. Wir méchten
hervorheben, dass der Erwartungswert von X weder oo, noch +o0o oder —oo ist! Er ist
iiberhaupt nicht definiert.

6.7. Singulire Verteilungen

Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariable besteht ausschlieflich aus Atomen. Sei nun X
eine Zufallsvariable, die keine Atome hat, d.h. es gelte P[X = y] = 0 fiir alle y € R. Eine
solche Zufallsvariable ist nicht diskret. Ist sie dann absolut stetig? Es stellt sich heraus, dass
die Antwort im Allgemeinen “nein” ist. Es gibt némlich eine dritte Klasse von Verteilungen,
die sogenannten singuldren Verteilungen. Aufferdem kann man Mischungen aus Verteilungen
von diesen drei Typen (diskret, absolut stetig, singulér) bilden. Nach dem Zerlegungssatz
von Lebesgue kann jede Verteilung als eine solche Mischung dargestellt werden.

( R
Definition 6.7.1. Eine Zufallsvariable X heift singuldr, wenn die folgenden zwei Be-
dingungen gelten:

e X hat keine Atome, d.h. es gilt P[X = y] = 0 fiir alle y € R.
e Es gibt eine Borel-Menge N C R mit Lebesgue-Maf A\(N) = 0, so dass

P[X € N] = 1.

(. J

Eine singulédre Zufallsvariable nimmt also ausschlietlich Werte in einer Nullmenge N an, hat
dabei aber keine Atome. Nun werden wir eine singulédre Zufallsvariable konstruieren. Zuerst
beschreiben wir die Nullmenge N, in der diese Zufallsvariable ihre Werte annehmen soll.
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ABBILDUNG 7. Erste Schritte in der Konstruktion der Cantor-Menge.

Beispiel 6.7.2 (Cantor-Menge). Jede Zahl z € [0,1] kann man in einer Darstellung zur
Basis 3 (d.h. im Ternérsystem) schreiben:

00
[I)— 08162 E
k=1

Dabei sind ¢, € {0, 1,2} die “Ziffern” von x. Die Cantor-Menge C' ist die Menge aller Punkte
x € [0,1], dessen Ternardarstellung ausschliefslich aus den Ziffern 0 und 2 besteht (so dass
die Ziffer 1 also nicht vorkommt):

C’:{me[o,l}:xzzg—z,ske{O,Z}}.
k=1

Bei manchen Zahlen (némlich, bei den Zahlen der Form 2% ) ist die Ternirdarstellung nicht

3m
eindeutig, z.B.

?vl:v

1
= [1.000... ] = 0222 J5 und 5 = [0.1000.. J5 = [0.0222... ],

Solche Zahlen werden wir dann in die Cantor-Menge aufnehmen, wenn mindestens eine Dar-
stellung nur aus den Ziffern 0 und 2 besteht. Man kann zeigen, dass die Cantor-Menge
abgeschlossen ist. Wir werden nun zeigen, dass das Lebesgue-Maf von C' gleich 0 ist. Be-
trachte die Menge C,,, die aus allen Zahlen in [0, 1] besteht, die keine einzige 1 unter den
ersten n Ziffern in ihrer Terndrdarstellung haben. Fiir die ersten n Ziffern gibt es also 2"
Méglichkeiten. Die Menge aller Zahlen in [0, 1], bei denen die ersten n Ziffern festgelegt sind,
ist ein Intervall der Lange 1/3™. Somit ist das Lebesgue-Maf von C,, gleich

AC,) = <§>n

Es ist aber klar, dass C' C C,,, und zwar fiir jedes n. Somit gilt

AMC) < (;) fiir alle n € N.

Das kann aber nur dann gelten, wenn A\(C') = 0. Das Lebesgue-Maf der Cantor-Menge ist
also 0. Dabei ist die Cantor-Menge iiberabzahlbar!
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Beispiel 6.7.3 (Cantor-Verteilung). Nun konstruiren wir eine singulére Verteilung. Es han-
delt sich dabei um eine Art Gleichverteilung auf der Cantor-Menge. Seien dazu ey, €9, ...
unabhéngige Zufallsvariablen mit

Ple, = 0] = Pley = 2] = 1/2.

Diese interpretieren wir als Ziffern in einer Ternardarstellung einer zufalligen Zahl. D.h., wir
betrachten die Zufallsvariable

X = O E1€2. i
k=1

Nach Definition gilt P[X € C] = 1. Dabei ist die Cantor-Menge C' eine Nullmenge. Wir
zeigen noch, dass X keine Atome hat. Sei y = [0.m172 .. .]3 € [0, 1]. Dann gilt fiir jedes n € N

)

1
PX =y <Ples=m1,...,en=1,] < 3
Daraus folgt, dass P[X = y|] = 0. Somit ist X singulér.

0.8

0.6

0.4f

0.2F

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

ABBILDUNG 8. Die Cantor-Funktion.

Bemerkung 6.7.4. Die Verteilungsfunktion der Cantor-Verteilung hat viele interessante
Eigenschaften. Sie ist stetig, da die Cantor-Verteilung keine Atome hat. Auferdem ist sie
konstant auf jedem Intervall, das komplett auferhalb der Cantor-Menge liegt. Somit ist die
Ableitung der Verteilungsfunktion gleich 0 auferhalb der Cantor-Menge, also fast iiberall.
Dennoch ist die Verteilungsfunktion nicht konstant, denn sie ist gleich 0 fiir £ = 0 und gleich

133



1 fiir t = 1. Fiir diese Verteilungsfunktion gilt der Satz von Newton—Leibniz nicht, denn

1= Fy(1) — Fx(0) # /01 F(£)dt = 0.

Dabei gilt die letzte Gleichheit, weil F fast tiberall gleich 0 ist.

Nun zeigen wir, dass die drei Klassen von Verteilungen (diskret, absolut stetig und singulér)
sich nicht iiberschneiden. Diskrete und absolut stetige Verteilungen iiberschneiden sich nicht,
denn die einen haben eine unstetige und die anderen eine stetige Verteilungsfunktion. Sei
nun X eine singuldre Zufallsvariable. Da X keine Atome hat, kann X nicht diskret sein. Es
bleibt zu zeigen, dass X nicht absolut stetig sein kann. Das wird im folgenden Satz gemacht.

Satz 6.7.5. Sei X eine Zufallsvariable und N C R eine Borel-Menge mit A(/N) = 0 und
P[X € N] = 1. Dann ist X nicht absolut stetig.

Beweis. Durch Widerspruch. Sei X absolut stetig und fx die Dichte von X. Dann gilt

0=P[X ¢ N| = o fx(y)dy = /fo(y) - Lp\w (y)dy.

Die Dichte fx ist nichtnegativ. Das Lebesgue-Integral einer nichtnegativen Funktion kann
nur dann 0 sein, wenn die Funktion fast iiberall 0 ist. Das heiftt, es muss eine Nullmenge M
geben mit

fx (@) Irv(y) = 0 fiir alle y ¢ M.
Dann gilt aber fx(y) = 0 fiir alle y ¢ N U M. Dabei ist N U M eine Nullmenge, also ist
fx(y) = 0 fast iiberall. Daraus folgt aber, dass [, fx(y)dy = 0. Somit ist fx keine Dichte,
denn fiir eine Dichte miisste dieses Integral 1 sein. Widerspruch. U

6.8. Zerlegungssatz von Lebesgue

Der Zerlegungssatz von Lebesgue besagt, dass man jede Verteilung als eine Mischung aus ei-
ner diskreten, einer absolut stetigen und einer singuldren Verteilung darstellen kann.

e )
Satz 6.8.1 (Lebesgue). Sei F' eine Verteilungsfunktion. Dann existieren drei Vertei-
lungsfunktionen Fi, Fy, F5 und drei Zahlen pq, po, p3 < 0 mit p; + ps + p3 = 1, sodass

F(t) — plFl(t) —{—ngz(t) —{—ngg(t) fir allet € R

und dabei F} diskret ist, Fy absolut stetig und Fj singulér.

(. J

OHNE BEWEIS.

Beispiel 6.8.2 (Gemischte Verteilung). Man betrachte eine Bahnschranke, die fiir 10 Mi-
nuten offen steht, dann fiir 10 Minuten geschlossen, dann wieder fiir 10 Minuten offen, usw.
Ein Fukginger kommt zu einem zufilligen Zeitpunkt an dieser Bahnschranke an. Es sei X
die Zeit, die er warten muss, bis die Bahnschranke offen ist. Wie sieht dann die Verteilungs-
funktion Fx aus?
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Losung. Eigentlich kann der Fufgénger zu einem beliebigen Zeitpunkt ankommen, al-
so konnte man versuchen, die ganze Gerade R mit dem Lebesgue-Mafs als Wahrschein-
lichkeitsraum zu nehmen. Allerdings ist das Lebesgue-Maft kein Wahrscheinlichkeitsmafs:
A(R) = +o0. Deshalb werden wir benutzen, dass die Bahnschranke periodisch funktioniert,
und nur eine Periode als Grundmenge betrachten. Die Grundmenge sei also 2 = (0, 20),
versehen mit der o-Algebra der Borel-Teilmengen. Dabei sei die Bahnschranke im Zeitinter-
vall (0,10) offen und im Zeitintervall (10, 20) geschlossen. Die Ankunft des Fufgéngers kann
man sich nun so vorstellen: es wird im Intervall (0, 20) ein zufélliger, gleichverteilter Punkt
ausgewahlt. Die Wahrscheinlichkeit einer Borel-Menge A C (0, 20) ist also

pla = 2,

wobei A das Lebesgue-Maf sei. Kommt nun der Fufgénger zu einem Zeitpunkt w € (0, 20)
an, so sieht seine Wartezeit wie folgt aus:

X (w) 0, w € (0,10), denn da ist die Bahnschranke offen,
w) =
20 —w, w € (10,20), denn die Bahnschranke 6ffnet zum Zeitpunkt 20.

Den Wert an der Stelle 10 (der entweder als 0 oder als 10 festgelegt werden kann) kann man
ignorieren, den ein einzelner Punkt ist lediglich eine Nullmenge. Es gilt also

10

10

5 10 15 20

ABBILDUNG 9. Die Wartezeit an der Bahnschranke als Funktion auf der
Grundmenge 2 = (0, 20).
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Nun bestimmen wir die Verteilungsfunktion von X:

0, t <0,
3 t=0,
1048+ € [0, 10],
1, t > 10.

Die Verteilungsfunktion ist nicht absolut stetig und nicht singulér (denn es gibt ein Atom an

der Stelle 0). Sie ist auch nicht diskret, denn sie ist keine reine Sprungfunktion. Hier haben wir

es mit einer gemischten Verteilung zu tun. Die Verteilung von X ist eine Mischung aus einer

diskreten Verteilung (die nur den Wert 0 annimmt, ein Atom mit der Wahrscheinlichkeit 1 an

der Stelle 0) und einer absolut stetigen Verteilung (Gleichverteilung auf (0, 10)). Bezeichnet

man mit F} und F;, die entsprechenden Verteilungsfunktionen, so hat man die Darstellung
1 1

Fy = =F; —F.
X=5 1+2 2

04 F

0.2F

/:\ 1 1 J L L L N e e )
-5 b 5 10 15 -2 ‘ 2 4 6 8 10 12
ABBILDUNG 10. Links: Verteilungsfunktion der Wartezeit an der Bahnschran-
ke. Rechts: Versuch, die Verteilung der Wartezeit zu visualisieren. Gezeigt wird

die Dichte der absolut stetigen Komponente (mit Gesamtmasse 1/2) sowie das
Atom an der Stelle 0 (mit Masse 1/2).

6.9. Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors

Die Familie der Borel-Teilmengen von R? wird mit B? bezeichnet.

( N
Definition 6.9.1. Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = (X,...,Xy) :
Q — R? ein Zufallsvektor.

(1) Die Verteilung von X ist die Funktion
Px : B* —[0,1] mit Px(A) =P[X € A], A< B~

Px ist ein Wahrscheinlichkeitsma® auf (R¢, BY).
(2) Die Verteilungsfunktion von X ist die Funktion

Fx : R —[0,1] mit Fx(t) = Fx(t1,...,tq) = P[X; <t1,..., Xq < td,
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wobei t = (t,...,tq) € RY.

e N
Satz 6.9.2. Sei X : Q — R? ein Zufallsvektor. Dann hat die Verteilungsfunktion von X
die folgenden drei Eigenschaften.

(1) Grenzwerte:
(a) Die Verteilungsfunktion konvergiert gegen 0, wenn mindestens eine der Ko-

ordinaten gegen —oo konvergiert. Das heifst, fiir jedes i = 1,...,d gilt
lim FX(tl, 000 ,td) = 0.
ti——o00

(b) Die Verteilungsfunktion konvergiert gegen 1, wenn alle Koordinaten gleich-
zeitig gegen +o0o konvergieren. Das heifst,

lim Fx(tl,...,td)zl.

(2) Monotonie: Fiir alle t; <¢},...,t; <t gilt
Fx(t1,... ta) < Fx(t),. .., ty).
(3) Rechtsstetigkeit: Fiir alle (¢y,...,tq) € R gilt

FX(tly--~;td): lim FX(Sly---75d)~
$14t1,..,8qdtq
. J
Beweis. Der Beweis geht analog zum eindimensionalen Fall. U

6.10. Diskrete und absolut stetige Zufallsvektoren

Wie im Fall von Zufallsvariablen lassen sich diskrete, absolut stetige und singulére Vektoren
definieren.

e N
Definition 6.10.1. Ein Zufallsvektor X : Q — R? heiflt diskret, wenn X hochstens
abzahlbar viele Werte annimmt. Die Zahldichte von X ist die Funktion

px(y) =PX =y], yeR%

( N

Definition 6.10.2. Ein Zufallsvektor X : Q — R? heifit absolut stetig, wenn eine Borel-
Funktion fx : R? — [0, 00) existiert mit

t1 tq
Fx(tl,...,td)z/ / fX(yl;---;yd)dyl---dyd

fiir alle tq,...,t4 € R. Die Funktion fx heifst die Dichte von X.

. J
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Bemerkung 6.10.3. Genauso wie im eindimensionalen Fall zeigt man, dass

PX € B] = / fx(r, - ya)dy; ... dyg fiir alle B € BY.
B

Beispiel 6.10.4. Ein Zufallsvektor X heift gleichverteilt auf einer Borel-Menge A C R¢
mit A € B4, 0 < M\(A) < oo, wenn X absolut stetig ist mit Dichte

_1
fx(y) = Laly) _ {Sw z ; ji

6.11. Randverteilungen eines Zufallsvektors

Sei X = (Xy,...,Xy) ein Zufallsvektor. Seine Komponenten X7, ..., X, sind dann Zufalls-
variablen. Die Verteilungen von X, ..., X, bezeichnet man als Randverteilungen von X.

Beispiel 6.11.1. Sei X = (X7, ..., X;) ein d-dimensionaler diskreter Zufallsvektor mit Z&hl-
dichte

pX(t):le 77777 Xd(tl,...,td):P[Xlztl,...7Xd:td], t:(tl,...,td)GRd.

Dann kan man die Zahldichten der einzelnen Komponenten X1, ..., X; wie folgt berechnen:
le(t) :P[Xl :tl] = Z Pxq,..., Xd(tla-"7td>7
to,t3,...,tg €ER
ng(t) :P[XQ :tg] = Z Pxq,..., Xd(tla-"7td>7
t1,t3,..., tg€R

und so weiter.
Beispiel 6.11.2. Wir wiirfeln 2-mal mit einem fairen Wiirfel. Dabei seien Z; und Z, die
Augenzahlen. Weiter definiere

Xl = maX{Zl, ZQ}, XQ = min{Zl, ZQ}

Dann ist X = (X7, X5) ein diskreter Zufallsvektor. Wir bestimmen die Randverteilung (also
in diesem Fall die Z&hldichte) von Xj.

Losung. Die Zahldichte von (X;, X3) stellt sich wie folgt dar:

1

px(i,1) =PX = (i,1)] = P[{(i,9)}] = 36 1=1,...,6,

pxlid) = BIX = (i.§)] = Pl{(i.4), G}l = oo = 7o, 1<j<i<6

Somit kann man die Zahldichte von X; bestimmen:
1 1 1

px, (2) =px(2,1) +px(2,2) = Btw-
1 1 5

(3) =px(3,1) +px(3,2) + (33)—1+ + ==
Px, = Px\9, Px o, Px 9, ~ 18 18 736 36
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und so weiter. O

Nun zeigen wir, wie man die Randverteilungen eines absolut stetigen Zufallsvektors berech-
net.

( )

Satz 6.11.3. Sei X = (Xj,...,Xy) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichte fx.
Dann gilt: Fiir alle s = 1,...,d ist X; absolut stetig mit Dichte

fXZ<tz) S / ce e / fx(tl, cee ,td)dtl cee dtifldti+1 “e dtd (6111)

fir fast alle t; € R.

(. J

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir ¢ = 1. Der allgemeine Fall ist analog. Betrachte die
Menge B = {(X1,...,X4) : Xi < s}. Die Verteilungsfunktion von X ist

Fx, (s) =P[X; < s

B

Z/ / / fx(u, o ya)dyn . dya

= /oo 9(y1)dy,

wobei g die Funktion auf der rechten Seite von (6.11.1) ist:

g(yl)z/_ /_ IxWi, - ya)dys - .. dya.

Also ist g die Dichte von Xj. O

Beispiel 6.11.4. Die Zufallsvariable X sei gleichverteilt auf dem Einheitskreis D = {(y1, y2) :
y? + y5 < 1}. Die Dichte von X ist

=

’ y17y2)€D7
fh 2\Y1,Y2) = T

* X( ! 2) 07 (3/171/2) ¢D

Wie berechnet man die Randdichten fx,, fx,?

Losung. Die Randdichte von X; ist

o 0, ] > 1,

£ = t, o) dty = =
Ix, (th) /_oo fxi.x, (1, t2)dt f_+ 11_:21 Ldt, = 2\/1— 12, sonst.
V 1

Die Randdichte von X5 bestimmt man genauso.
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6.12. Unabhéngigkeit und Produktformeln

Fiir diskrete Zufallsvariablen haben wir die Unabhéngigkeit wie folgt definiert: Zufallsvaria-
blen X, ..., X, heiffen unabhéngig, wenn fiir alle yq,...,yq € R gilt

]P)[Xl :yl,...,Xd:yd] :]P)[Xl :yl] P[Xd:yd]

Diese Definition macht im Allgemeinen Fall allerdings keinen Sinn. Sind z.B. Xi,..., Xy
absolut stetig, so sind beide Seiten der Gleichung gleich 0. Somit wéren beliebige absolut
stetige Zufallsvariablen unabhéingig, was dem intuitiven Verstdndnis der Unabhéangigkeit
nicht entspricht. Fiir allgemeine Zufallsvariablen benutzt man deshalb eine andere Definition.

( )
Definition 6.12.1. Seien X, ..., X Zufallsvariablen. Diese Zufallsvariablen heiften un-
abhdngig, wenn fiir alle Borel-Mengen By, ..., By C R gilt:

PX; € By,...,Xq € By =P[X; € By]-...-P[X4 € Byl.
Eine unendliche Famielie X, X5,... von Zufallsvariablen heiftt unabhéngig, wenn fiir
jedes d € N die Zufallsvariablen X, ..., X; unabhingig sind.
. J

Bemerkung 6.12.2. Wenn die Zufallsvariablen X3,..., X; unabhingig sind, so folgt dar-
aus, dass

Fx, .. x,(t1,...,tq) =P[X5 <t,...,Xq < ]
— F(t)- .. Fy,(t).

Die gemeinsame Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors mit unabhidngigen Komponenten
ist also das Produkt der Verteilungsfunktionen der einzelnen Komponenten.

Eine dhnliche Produktformel gilt auch fiir Dichten, wie der néchste Satz zeigt.

( N
Satz 6.12.3. Seien X, ..., X; unabhéngige absolut stetige Zufallsvariablen mit Dichten
fxys---, [x,- Dann ist der Zufallsvektor X = (X, ..., X,) absolut stetig mit

IxixaWs - ya) = fxi(yr) - - - fx,(ya) fiir fast alle (yi,...,yq) € RY.

Das heifst: die gemeinsame Dichte eines Vektors mit unabhéngigen Komponenten ist das
Produkt der Randdichten.

(. J

Beweis. Wir kénnen die Verteilungsfunktion des Vektors (X7, ..., X ) wie folgt darstellen:
Fx, . . x,(t1,...,tq) = Fx,(t1) - ...~ Fx,(ta)

= /1 fx (y1)dys /d fxa(ya)dya

t1 tq
= / / i) - Fxa(ya)dya - - dya.
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Es folgt aus der Definition der absoluten Stetigkeit, dass fx, (y1)- ... fx,(v4) die Dichte von
(X1,..., X, ist. [

Beispiel 6.12.4. Seien die Zufallsvariablen X, X5 unabhéngig und gleichverteilt auf dem

Intervall [0, 1]. Dann kénnen wir die Dichte des Vektors (X7, X3) wie folgt bestimmen:
fxixa (W y2) = fxi () - fx.(y2) = Lyiepoar - Lysefo) = Ly goyefo, -

Somit ist der Vektor (X1, X») gleichverteilt auf dem Quadrat [0, 1]2.

6.13. Transformationsformel fiir die Dichte

Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable und ¢ : R — R eine Funktion. Wie bestimmt man
die Dichte von ¢(X)?

e N
Satz 6.13.1. Seien

(1) X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx.
(2) I C R ein offenes Intervall mit P[X € I] = 1, wobei I auch unendlich sein darf.
(3) ¢ : I — R eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢'(x) # 0 fiir alle z € I.

Dann ist ¢(X) eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte
Fey®) = fx (07 () - [(971) ()] fiir fast alle y € (1)

Dabei ist ¢! die inverse Funktion von ¢.
& J

Beweis. Wegen ¢'(z) # 0 fiir alle © € I ist ¢ entweder monoton steigend oder monoton
fallend. Sei 0.B.d.A. ¢ monoton steigend. Die Verteilungsfunktion von ¢(X), an der Stelle
t € p(l),ist

Fox)(t) = Plp(X) <t] =P[X < ()] = Fx (¢7'(1)) -
Die Dichte von ¢(X) erhalten wir, indem wir die Verteilungsfunktion ableiten:

Faon ) = 2 Faon (1) = Py (67(0) = Fi (97(0) (07 (0) = Fx (97 (1)) (Y (1),

O

Bemerkung 6.13.2. Fiir monoton fallendes ¢ geht dies analog, jedoch mit |(o~1) (¢)| an-
stelle von (1) (¢).

Beispiel 6.13.3. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx und a # 0 und
b € R zwei Konstanten. Bestimme die Dichte von a X + b.

Losung. Die Funktion ¢(X) = aX + b ist stetig differenzierbar auf I = R. Die Ableitung
ist ¢'(X) = a # 0. Die Umkehrfunktion und ihre Ableitung sind

x—>b 1

=" (=

Nun setzt man das in die Transformationformel ein und erhalt fiir die Dichte von a X + b:

Jax4u(t) = L Ix (?) .

lal
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Beispiel 6.13.4. Sei X ~ N(0,1) standardnormalverteilt und p € R, o > 0 zwei Konstan-
ten. Die Dichte von Y := u 4 0X ist, mit der Formel aus dem obigen Beispiel,

1 _t=w?
e 202

fr(t) =

2mo

Also ist Y ~ N(u, 0?). Umgekehrt folgt aus Y ~ N(u,0?), dass die Zufallsvariable

standardnormalverteilt ist. Mit einer linearen Transformation kann man also eine beliebige
Normalverteilung auf die Standardnormalverteilung zuriickfithren und umgekehrt.

Aufgabe 6.13.5. Die Zufallsvariable X sei uniform verteilt auf dem Intervall [—2,1]. Be-
stimmen Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte von X?2.

6.14. Faltungsformeln

Seien X7, Xy unabhéngige Zufallsvariablen. Wie bestimmt man dann die Verteilung der Zu-
fallsvariablen

X1,

2

X1+ X, Xh — Xo, XXy,

Zuerst bestimmen wir die Verteilung von X; + Xo.

e )
Satz 6.14.1 (Faltungsformel fiir diskrete Zufallsvariablen). Seien X, X» unabhéngige
Zufallsvariablen. Es seien beide Zufallsvariablen diskret. Dann gilt fiir die Zéhldichte von
X1 + X5 die Formel

Px 4, (2) = Z px,(y) - px,(z — y) fiir alle z € R. (6.14.1)

yeI(X1)

( M)

Definition 6.14.2. Die Zahldichte px, x, = px, *px, heifit die Faltung der Zahldichten

px, und px,.
g J

Bemerkung 6.14.3. Zur Erinnerung: pyx, (y) = P[X; = y| ist die Zahldichte von X; und
3(Xy) = {y € R: P[X; = y| # 0} ist die Menge der Werte, die X; annehmen kann.

142



Beweis von Satz 6.14.1. Sei z € R. Es gilt dann
Pxi+x:(2) = P[X1 + X5 = 2]
= Z PX; =y, Xo =2 —1]

YEI(X1)

= 3 P =y BlX =z

= px, (Y) - px, (2 — y).

O

p
Satz 6.14.4. Es seien X; ~ Poi(A\;) und Xy ~ Poi(\2) unabhéngige, Poisson-verteilte
Zufallsvariablen. Dabei sind A;, Ay > 0 Parameter. Dann ist auch die Summe X; + X,
Poisson-verteilt:

X1 ol X2 s POI()\l + )\2)
Das heifst: Poi(\1) % Poi(A\y) = Poi(A; + Ay).

(.

~

Beweis. Fiir alle n € N gilt

P[X, + X, =n] = Z]P’[Xl — k] - P[Xy = n — K]
~ Z “Ouag M A
k' El(n — k) n!

—()\1-1-/\2)_ N\ \kyn—k
n! kz:; <k) A

— e Oute) (A1 + /\2)n'
n!
Somit ist X7 + X5 ~ Poi(A\ + Ag).
Aufgabe 6.14.5. Seien X; ~ Bin(ni,p) und X3 ~ Bin(ng, p) unabhéngig. Dann gilt
X1 + X2 ~ Bin(n; + na, p).
Das heifst: Bin(ni, p) * Bin(ng, p) = Bin(n; + na, p).

Aufgabe 6.14.6. Seien X; ~ NB(rq,p) und X3 ~ NB(r2,p) unabhéngig. Dann gilt
X1+ Xo ~ NB(r1 + r2,p).
Das heift: NB(r1, p) * NB(ra, p) = NB(r1 + r2,p).
Als Spezialfall dieser Aussage ergibt sich
Aufgabe 6.14.7. Seien Xi,..., X, ~ Geo(p) unabhingig. Dann gilt
Xi+...+ X, ~NB(n,p).
Das heift: Geo(p) * ... * Geo(p) = NB(n,p).
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( N
Satz 6.14.8 (Faltungsformel fiir absolut stetige Zufallsvariablen). Seien X, X> unab-
hingige und absolut stetige Zufallsvariablen mit Dichten fx, und fx,. Dann ist auch die
Summe X; + X, absolut stetig mit Dichte

fxiax,(2) = /fol (y) fx,(z — y)dy fur fast alle z € R. (6.14.2)

(. J

( M)
Definition 6.14.9. Die Dichte fx,+x, = fx, * fx, heifst die Faltung der Dichten fx,
und fx,.

(. J

Bemerkung 6.14.10. Eine intuitive Erklarung dieser Formel: Damit X; + X5 = z ist, muss
X irgendeinen Wert y annchmen (diesem Ereignis entspricht die Dichte fx,(y)) und dann
muss X, = z — y gelten (diesem Ereignis entspricht die Dichte fy,(z — y)). Da X; und X,
unabhéngig sind, multipliziert man beide Dichten. Da aukerdem y beliebige Werte annehmen
kann, integriert man zum Schluss iiber y.

Beweis von Satz 6.14.8. Die rechte Seite der Faltungsformel bezeichnen wir mit g(z),
d.h.

9(2) = / Fo () s (= — )y,

Fiir alle ¢ € R gilt mit dem Satz von Fubini (Maftheorie)

/;g(z)dz = /;/}fo1 () fx,(z — y)dydz

[ |t — s
[ [ et duy,

wobei wir die neue Variable u = z — y eingefiihrt haben. Definiere die Menge

B {(uy) s uty <t}

Dann kann man das Integral so darstellen:

/t g(2)dz = /fol(y)sz(U)dUdy = /fol,Xz(yaU)d(%y) = P[(X1, X2) € BJ.

—00

Dabei gilt die Formel fx, (y)fx,(v) = fx, x,(y,u) wegen der Unabhéngigkeit von X; und
X5. Somit haben wir gezeigt, dass

/t g(z)dz = P[X; + Xo <] = Fx,1x,(t).

o0

Daraus folgt, dass g die Dichte von X; + X5 ist. 0
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Satz 6.14.11. Seien X; ~ N(uy,0%) und Xy ~ N(ug, 03) normalverteilt und unabhiin-
gig. Dann ist auch die Summe X; + X, normalverteilt:

X1+ Xo ~ N(u + p2, 07 + 03).

Beweis. SCHRITT 1. Seien zuerst j; = pz = 0 und somit X; ~ N(0,0?) und Xy ~ N(0, 03).
Mit der Faltungsformel ergibt sich

fX1+X2<Z> = /_oo le (y)fX2(Z - y)dy
1 00

2

)2
,%(%Jr(ng))
= e P\ 3 ) qy
—00

2mo109
1 — 22 o0 7l(ﬁ+(z_y)27 22 )
— e 2(0‘%-‘—0‘%) e 2 a% U% 2(‘7%"‘0%) dy
2mo109 e

2
1 2 [e%S) 1 (y(U%JFUg)ZUQ)
. _ 1| Yl91793) 729
- 2
e 2(‘7%_‘—”%) / e 91924/ U%Jra% dy

21109

—0o0

2 2 2
. . . . + — .
Nun fiihren wir eine neue Variable w = % ein:
01021/ o1+o3

1 -—2 g0 R
1+X2 9 I )
7-[-0-10-2 Ul + 0’2 —0o0
1 2 o0
— o 207+03) 172 \or
2wo109 o2+ o3

1 :?

= e 20i+o3)

V2my\/o} + o3

Also gilt X + Xy ~ N(0, 07 + 03).

SCHRITT 2. Seien nun X; ~ N(ug,07) und Xy ~ N(us,03) normalverteilt mit beliebigen
Parametern. Betrachte die zentrierten Zufallsvariablen X/ := X; — iy ~ N(0, 0}) und X}, :=
Xo—pz ~ N(0,03). Fiir die Zufallsvariablen X und X} haben wir in Schritt 1 bereits gezeigt,
dass X| + X} ~ N(0,0? + 03). Somit gilt

X1+ Xo = (1 + p2) + (X7 + X3) ~ N(py + po, 05 + 03).

Spater werden wir diesen Satz auf einem viel schénerem Weg mithilfe von charakteristischen
Funktionen beweisen. O

Beispiel 6.14.12. Die Dauer eines Telefongesprichs sei eine exponentialverteilte Zufallsva-
riable mit Parameter 1. Betrachte zwei unabhéngig stattfindende Gespriche. Wie ist dann
die Gesamtdauer der beiden Gespréache verteilt?
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Losung. Wir betrachten also zwei unabhéngige Zufallsvariablen X; ~ Exp(1) und X5 ~
Exp(1) und bestimmen die Verteilung von X; 4+ X5. Die Dichten von X; und X5 sind

eV, y>0,
0, y<0.

fX1<y> = fXQ(y) = {

Die Zufallsvariable X; + X5 nimmt nur positive Werte an. Sei z > 0. Mit der Faltungsformel
ergibt sich

Frosx(z) = / ) fxa (2 — y)dy = / e Ve Uy — o / 1y = 2o,
R 0 0

Es gilt somit
ze™* z>0,
0, z < 0.

fxiix(2) = {

Aufgabe 6.14.13. Seien X, ..., X, ~ Exp(1) unabhéngig. Dann ist die Dichte von X; +
...+ X,, gegeben durch

[xit4x.(2) =

%z”e_z, z >0,
0, z < 0.

Diese Verteilung nennt man FErlang—Verteilung.

Seien X; und X, unabhéingige Zufallsvariablen. Wir bestimmen die Verteilung des Produkts
X1 X5. Sind X und X diskret, so kann man die Zahldichte von X; X, wie folgt berechnen

pxixa(2) = Y. px,(¥)px, (2) . 2 #0.

yeS(X1)\{0}

Sind X; und X5 absolut stetig, so gilt fiir die Dichte von X; X5 die Formel

fra@ = [ o fas (5) dy.

—oo Y]
1

Wir werden diese Formel nicht beweisen, sondern nur erkldren, warum in ihr der Faktor Wl
auftaucht. Sei € > 0 sehr klein. Dann gilt

1
fxixa(2) = z Pz < X1 Xo < z+¢l.

Was muss nun geschehen, damit das Ereignis z < X1 X5 < z + ¢ eintritt? Zuerst muss X,
irgendeinen Wert y annehmen. Diesem Ereignis entspricht die Dichte fx, (y). Ist nun y > 0,
so muss fiir Xy gelten: z/y < Xy < z/y+¢/y. Dieses Ereignis hat eine Wahrscheinlichkeit von
~ [x,(z/y) - €/y. Analog kommt man im Fall y < 0 auf das Ereignis z/y + ¢/y < X5 < z/y
mit einer Wahrscheinlichkeit von ~ — fx,(z/y) - €¢/y. Da nun y beliebig sein kann, integriert
man iiber y und erhalt

* 1 2
Pz < X1 Xo <z+e| = 6/ \y_|fX1 () fx. (;) dy.

Daraus ergibt sich die Formel fiir die Dichte von X;.X5.
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Analog kann man zeigen: Sind X; und X, unabhéngig und beide absolut stetig, so gilt fiir
die Dichte von X; /X5 die Formel

Py (2) = / "l (2) Fa ().

o0

Aufgabe 6.14.14. Die Zufallsvariablen X und Y seien beide uniformverteilt auf der Menge
{1,...,n} und unabhéngig. Bestimmen Sie die Verteilung von X 4+ Y (d.h. geben Sie die
moglichen Werte von X + Y zusammen mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten an).

Aufgabe 6.14.15. Seien X und Y zwei auf dem Intervall (0,1) uniform verteilte und
unabhéngige Zufallsvariablen. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte von
X+Y, XY und X/Y.

Aufgabe 6.14.16. Seien X; ~ Geo(p;) und Xo ~ Geo(p2) unabhéngige, mit Parametern
p1 und po verteilte Zufallsvariablen, wobei p; € (0,1), p2 € (0,1) und p; # po. Zeigen Sie,
dass

P[X) + Xy = k] = ;1 ’p; : ((1 —p)F - (1 —pl)k_1> fiir alle & > 2.
1 — P2

Aufgabe 6.14.17. Es seien Uy, Us, ... unabhéngige, auf [0, 1] uniformverteilte Zufallsva-
riablen. Definiere

T(z):=min{fneN:U;+...+U, >z}, 0<z<l.
Zeigen Sie: P[T'(z) > k] = ¥ /k! fiir alle k € N.

6.15. Transformationsformel fiir den Erwartungswert

Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx. Sei ¢ : R — R eine Borel-Funktion.
Wie bestimmt man dann den Erwartungswert von ¢(X)?

( )
Satz 6.15.1 (Transformationsformel fiir den Erwartungswert). Sei X eine absolut ste-
tige Zufallsvariable und ¢ : R — R eine Borel-Funktion. Dann gilt

Ep(X) = /OO o(y) fx(y)dy, (6.15.1)

falls [ |o(y)|fx (y)dy < co.

(. J

Bemerkung 6.15.2. Intuitiv kann man die Formel so verstehen: Die Zufallsvariable X
nimmt einen Wert y mit “Dichte” fx(y) an. Ist X = y, so gilt p(X) = ¢(y). Der ent-
sprechende Beitrag zum Erwartungswert ist also ¢(y)fx(y). Da nun y beliebig sein kann,
integrieren wir iiber y.

Beweis von Satz 6.15.1. SCHRITT 1. Sei zuerst ¢(y) = 1a(y) eine Indikatorfunktion,
wobei A C R eine Borel-Menge ist. Dann nimmt ¢(X) nur die Werte 0 und 1 an und es gilt
Ep(X)=EI14(X)=1-PX € A|+0-P[X ¢ A =P[X € A].
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Auf der anderen Seite, gilt

/_OO o) fx(y)dy = /OO 1a(y) fx(y)dy = /Afx(y)dy =P[X € A].

Es folgt, dass Formel (6.15.1) erfiillt ist.

SCHRITT 2. Sei ¢(y) = >, a;14,(y) eine Elementarfunktion. Dabei seien A;,..., 4, C R
disjunkte Borel-Mengen und ay, ..., a, € R. Dann gilt

Ep(X) =E

Zaihi (X)] = ZaiE[ﬂAi (X)) = Z aP[X € A,

wobei wir im letzten Schritt das Ergebnis von Schritt 1 benutzt haben. Auf der anderen Seite
gilt

Oosoyfxydyz N ala, () fxw)dy =) o ooﬂAinyydy: aPIX € A,
_()() _Z (y)fx(y) Z_ (y)fx(y) Z[ ]

wobei wir im letzten Schritt wieder das Ergebnis von Schritt 1 benutzt haben. Also gilt die
Formel (6.15.1).

SCHRITT 3. Sei nun ¢ > 0 eine beliebige, nichtnegative Borel-Funktion. Wir approximieren
¢ mit Elementarfunktionen. Dazu definieren wir ¢, : R — R wie folgt
n-2"

k—1
enly) =) g List<pycdy T Lo@)zn:
k=1

Die Folge ¢,, hat folgende Eigenschaften:
(1) Fiir alle y € R gilt ¢,(y) T ¢(y) fir n — oc.
(2) Fiir alle w € Q gilt p,(X(w)) T (X (w)) fur n — oc.
Der Satz von der monotonen Konvergenz (Mafstheorie) ergibt dann
(1) [ en(y) fx(y)dy = [ (y) fx(y)dy fiir n — oo.
(2) Ep,(X) — Ep(X) fiir n — oo.
Hier gilt [ ¢n(y)fx(y)dy = Ep,(X) nach Schritt 2 (denn ¢, ist eine Elementarfunktion),
also sind die Terme [ ¢(y)fx(y)dy und Ep(X) auch gleich und die Formel (6.15.1) gilt.

SCHRITT 4. Sei ¢ : R — R eine beliebige Borel-Funktion mit [ |¢(y)|fx(y)dy < co. Wir
schreiben dann

Y=Y+ — P,
wobei ¢, und ¢_ der positive bzw. der negative Anteil von ¢ ist:
() = e(y), falls p(y) =0, (y) = 0, falls ¢(y) > 0,
PR 0 falls o(y) < 0; T e, falls o(y) < 0.

Es gilt ¢4 > 0 und ¢_ > 0. In Schritt 3 haben wir gezeigt, dass

Ep., (X) = / s W) fx(y)dy < oo,  Ep_(X) = / o (1) Fx(y)dy < oo.
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Dabei sind beide Erwartungswerte endlich wegen der Annahme [ |p(y)|fx(y)dy < oo. Wir
bilden die Differenz:

E[o(X)] = Elps (X) — p_(X)] = / (04 (0) — o- () fx(y)dy = / () fx (y)dy.

Somit gilt die Formel (6.15.1). O
Beispiel 6.15.3. Mit ¢(y) = y erhalten wir die Formel

EX = /_Oo yfx(y)dy.

Etwas allgemeiner, mit ¢(y) = y™ erhalten wir

E[X"] = /_oo y" fx(y)dy.

o0

Die Zahlen EX,E[X?],E[X?],... nennt man auch Momente von X.
Beispiel 6.15.4. Sei X ~ Exp(1). Bestimme E[X™].

Losung. Die Dichte von X ist fx(y) = eV fiir y > 0. Dann gilt:

E[X"] :/0 y" fx(y)dy :/o y"e Ydy = nl.

Bemerkung 6.15.5. Eine dhnliche Transformationsformel gilt auch fiir diskrete Zufallsva-
riablen: ist X diskret, so haben wir

Ep(X)= Y ¢)px(®),
YEI(X)
falls 3~ cox) lo(v)Ipx (y) < oo
6.16. Multiplikativitidt des Erwartungswerts

Sind X : Q2 5> Rund Y : Q — R zwei (moglicherweise abhéngige) integrierbare Zufallsvaria-
blen, so ist die Summe X + Y ebenfalls integrierbar und es gilt

E[X +Y] =E[X]+E[Y].
Dies ist eine der Eigenschaften des Lebesgue-Integrals. Nun beweisen wir, dass eine dhnliche

Formel auch fiir das Produkt gilt, wenn man zusétzlich voraussetzt, dass die Zufallsvariablen
unabhéngig sind.

Satz 6.16.1. Die Zufallsvariablen XY : @ — R seien integrierbar und unabhéngig.
Dann ist auch XY integrierbar und es gilt

E[XY] = (EX) - (EY). (6.16.1)
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Satz 6.16.2. Seien X,Y : 2 — R unabhéngige integrierbare Zufallsvarieblen. Dann ist

auch das Produkt X - Y integrierbar und es gilt

E[X -Y] =E[X]-E[Y]. (6.16.2)
Skoske sk skoske sk skoske sk skosk sk skosk skoskeosk skosk sk sk sk sk skosk sk sk sk skoske sk skosk sk skosk sk skosk skoskeoskoskokoskoskok skokok Beweis. Seien ai,as, ... alle Wer_
te von X mit dazugehorigen Wahrscheinlichkeiten py, po, . ... Analog seien by, by, . . . alle Werte

von Y mit Wahrscheinlichkeiten ¢, go, . . ..

X | ar ... Y b b
BIX] |21 P2 . PY] |0 o

Nun definieren wir das Ereignis A;;, welches eintritt, wenn X den Wert a, annimmt und

gleichzeitig Y den Wert b;:

Dann bilden die Ereignisse A;; eine disjunkte Zerlegung von 2. Die Wahrscheinlichkeit von

A;; ist, wegen der Unabhéngigkeit von X und Y,

Wir zeigen, dass XY integrierbar ist:

Do) [XW) YW= Y pw) X () YW)

weN iJ wEA;;
=2 > pWlaillty]
%,] wGAi,j
= laillb; - > pw)
i,j L«)GAZ']'

= laillb;| - P[As]
i

= aillb;] - pig
i

= lailpi - [bjlg;
i

() (500)

Die rechte Seite ist endlich, da X und Y integrierbar sind. Somit ist auch die linke Seite

endlich. Mit Satz 6.4.13 folgt, dass XY integrierbar ist.
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Fir den Erwartungswert von X - Y gilt nun mit Satz 6.4.13:

i?j

(5) (5

=EX - -EY.

Die absolute Konvergenz haben wir dabei mehrmals benutzt, indem wir die Summanden
vertauscht haben. 0

Bemerkung 6.16.3. Der soeben bewiesene Satz gilt auch fiir n Faktoren: sind X3,..., X, :
) — R unabhéngige integrierbare Zufallsvariablen, so ist auch das Produkt X; ... X, inte-
grierbar und es gilt

EX;-...- X, =E[Xq]-...- E[X,].

>k >k ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok kokok sk ok ok ok sk sk sk sk skokokokookook sk sk sk sk kokokokokoskokokk Beweis SCHRITT 1. Wenn dle Zufallsva—

riablen nur endlich viele Werte annehmen, haben wir diesen Satz bereits im Kapitel iiber
den Erwartungswert der diskreten Zufallsvariablen bewiesen.

SCHRITT 2. Annahme: Seien X (w) > 0 und Y (w) > 0 fiir alle w € 2. Dann existieren zwei
Folgen von Zufallsvariablen X,,,Y,, : 2 — R mit den Eigenschaften:

(1) Fiir jedes w € Q gilt X, (w) T X (w) fiir n — oo.

(2) Fiir jedes w € Q gilt Y, (w) 1Y (w) fir n — oc.

(3) Fiir jedes w € Q gilt X,,(w) >0, Y,(w)>0.
(4) X, und Y,, nehmen nur endlich viele Werte an.

Beispielsweise kann man X,, und Y, so konstruieren: X,, = f,,(X) und Y,, = f,,(Y) mit

n2"

k—1
fal2) =" o Limtcoc s + 1 Lo,

omn
k=1
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Damit gilt dann fiir alle w € §:
Xp(w) - Y, (w) T X(w) - Y(w) fiir n — oo.
Da die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig sind, sind auch X,, = f,(X) und Y,, = f,.(Y)
unabhéngig. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt, dass
E[XY] = lim E[X,, - Y,]
n—oo
= lim E[X,] - E[Y,]
n—o0
= lim E[X,] - lim E[Y,]
n—oQ n—oo

— E[X]-E[Y].

Dabei haben wir benutzt, dass E[X,, - Y,,] = E[X,,] - E]Y,]. Dies wurde in Schritt 1 gezeigt,
denn X,, und Y;, nehmen nur endlich viele Werte an. Also gilt die Formel (6.16.1).

SCHRITT 3. Seien nun X,Y : Q — R unabhéngig und integrierbar. Dann sind |X| und |Y|
nichtnegativ und wir konnen Schritt 2 anwenden:

E|IXY|=E[X|-|Y|] =E|X]|-E|Y| < c0.
Also ist XY integrierbar. Nun schreiben wir X = Xt — X~ und Y =Y — Y~ mit

X+w) = {X@, X(w) >0, X-() = {o, X(w) 20,

0, X(w) <0, | X(w)], X(w) <0,
+ _ Y(w)7 Y(W) > 07 — _ 07 Y(w) > 07
Y(m_{a Y(w) <0, Y(m_{w@m Y(w) < 0.

Da X und Y unabhéngig sind, gilt auch

(1) X* und Y sind unabhéngig.

(2) Xt und Y~ sind unabhéngig.

(3) X~ und Y sind unabhéngig.

(4) X~ und Y~ sind unabhéngig.
Danun X+, Y+, X~ Y~ alle nichtnegativ sind, konnen wir auf diese Zufallsvariablen Schritt 2
anwenden:

—E[(X - X ) - Y]
=E [XW+ X YVI—XTY + XY
=E[X'Y'-E[X Y -E[X'Y | +E[X Y]
—E[X*]-EY]-E[X]-E[y]-E[X] - E[y ] +E[X]-E[Y]
—E[X* - X -E[y*-v7]
= E[X] - E[Y].
Also gilt die Formel E[XY] = E[X] - E[Y]. O
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KAPITEL 7

Varianz und Kovarianz

7.1. Varianz
e N

Definition 7.1.1. Sei (£, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : © — R eine
Zufallsvariable. Wir benutzen die Notation

(1) X € L falls E[| X|] < oc.

(2) X € L2 falls E[X?] < oo.

(. J

( )
Lemma 7.1.2. Sei (92, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : Q@ — R zwei
Zufallsvariablen. Dann gilt:

(1) X, Yel?=X+Y el
(2) Xel?aceR=aX €L
B) Xel’?=XelL

(. J

Beweis von (1). Seien X,Y € L? also E[X?] < oo, E[Y?] < oo. Aus der Ungleichung
(X +Y)? <2X?+2Y? folgt, dass

E[(X +Y)?] < 2E[X?] 4 2E[Y?] < 0.

Somit gilt X +Y € L. O
Beweis von (2). Sei X € L? also E[X?] < co. Es folgt, dass E[(aX)?] = ¢*E[X?] < oo,
somit aX € L% U

Beweis von (3). Sei X € L?, also E[X?] < cc. Es gilt die Ungleichung | X| < X3t also

X2 1
=FE|— — .
{2}+2<oo

B[ X)) < E [XQH}

Somit ist X € L'. 0
e N

Definition 7.1.3. Sei X € L2. Die Varianz von X ist:
Var X = E[(X — E[X])?] < oo.

Die Standardabweichung von X ist:
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Bemerkung 7.1.4. Die Varianz beschreibt die erwartete quadratische Abweichung einer
Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert. Wird X in irgendwelchen physikalischen Einhei-
ten, etwa in Metern, gemessen, so wird Var X in Quadratmetern gemessen. Deshalb fiihrt
man die Standardabweichung von X ein. Diese wird dann wieder in Metern gemessen, hat
also die gleichen Einheiten wie X. Die Standardabweichung und die Varianz beschreiben, wie
stark die Zufallsvariable um ihrem Erwartungswert streut. Fiir eine konstante Zufallsvariable
X = c gilt zum Beispiel, dass Var X = o(X) = 0, da es in diesem Fall gar keine Streuung
gibt.

Satz 7.1.5. Fiir jede Zufallsvariable X € L? gilt die Formel:
Var X = E[X?] — (E[X])2.

Bemerkung 7.1.6. Es gilt Var X > 0. Als Korollar erhalten wir, dass (E[X])? < E[X?].

Beweis. Wir benutzen die Linearitdt des Erwartungswerts:

Var X = E[(X — EX)?]

[
=E[X? - 2X -EX + (EX)?
= E[X? - E)2EX - X]| + E[(EX)?]
=E[X?] - 2EX -EX + (EX)?
= E[X?] - (EX)™.
Dabei haben wir benutzt, dass EX eine Konstante ist. 0

Beispiel 7.1.7. Sei X ~ U0, 1] gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1]. Wir berechnen Var X.

Losung. Die Dichte von X ist

Wir berechnen EX:

EX:/yfx(y)dyz/lydyz %
0

R
Wir berechnen E[X?] mit der Transformationsformel fiir den Erwartungswert:

1

E[X?] = /yzfx(y)dy = /y2dy=%

Somit erhalten wir



Fiir die Standardabweichung ergibt sich o(X) =

§|H
no

Satz 7.1.8. Sei X € L? eine Zufallsvariable und a,b € R Konstanten. Dann gilt:
(1) Var(aX +b) = a® Var X.
(2) o(aX +b) = |alo(X).

Beweis von (1). Wir benutzen die Linearitdt des Erwartungswerts:
Var(aX+b) = E[(aX +b—E(aX+b))?] = E[(aX +b—aEX —b)’] = E[a*(X—EX)?] = a® Var X.

U
Beweis von (2). o(aX +b) = /Var(aX +b) = Va2 Var X = |a|o(X). O

Beispiel 7.1.9. Sei X ~ Ula,b] gleichverteilt auf einem Intervall [a,b]. Es gilt EX = %X,
Wir berechnen Var X.

Loésung. Wir haben die Darstellung X = (b — a)Y + a, wobei Y ~ U0, 1].

bh— 2
Var X = Var((b—a)Y +a) = (b—a)*VarY = ( 1; .
Fiir die Standardabweichung ergibt sich o(X) = % O

Bemerkung 7.1.10. Die Varianz einer Zufallsvariable ist immer > 0. Fiir eine konstante
Zufallsvariable X = ¢ gilt Var X = 0. Kénnen wir die Umkehrung dieser Aussage beweisen?
Sei X eine Zufallsvariable mit Var X = 0. Dann kann man behaupten, dass P[X = EX] = 1.
Das heifst: die Zufallsvariable X ist fast sicher konstant. Wir werden das spéater mit Hilfe
der Tschebyscheff-Ungleichung beweisen.

Satz 7.1.11. Sei X ~ N(p,0?) normalverteilt mit Parametern (p, 0?). Dann gilt EX =
p und Var X = o2

Beweis. Zuerst betrachten woir den Fall i = 0, 02 = 1. Die Dichte von X ist dann

fx(y) = 2

V2T ’

y € R.

Fiir den Erwartungswert erhalten wir

1 )
EX = /yfx(y)dy = —/ye‘y Pdy =0,
V2
R T R

da die Funktion ye ¥*/2 ungerade ist. Fiir die Varianz erhalten wir

1 2
VarX:]EXQ—EXQZ/ 2 d z—/ 2670°/2qy,.
(X7 — (EX) y° fx(y)dy )Y y
R R
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Um dieses Integral zu berechnen, benutzen wir partielle Integration:

o0

b +/e_y2/2dy = 1.

—00

1 2/2

1 2
m/y( Jdy == v
R

Sei nun X ~ N(u,0?) normalverteilt mit beliebigen Parametern (1, 2). Dann haben wir die
Darstellung X = oY + p, wobei Y ~ N(0,1). Es gilt dann

EX =E[oY +u|=u

und
Var X = Var(oY + u) = o* VarY = o°.

Fiir die Standardabweichung ergibt sich iibrigens o(X) = o (wobei wir immer annehmen,
dass 0 > 0). O

Satz 7.1.12. Sei X ~ Poi(\) Poisson-verteilt mit Parameter A > 0. Dann gilt EX =
Var X = A

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass EX = \. Wir berechnen Var X. Betrachte zunéchst

EX(X —1)] =) k(k—1)-P[X = k]
k=0
[ele} B )\k
= k(k—1)e Ay
k=2
0 )\k—2
A2
A Z (k —2)!
k=2
= e M\%e?
= \2

Fiir E[X?] gilt dann
EX?] =E[X(X - )] +EX =X+ X

Fir die Varianz erhalten wir

Var X = E[X?] — (E[X?])2 = M+ A -\ =\

Aufgabe 7.1.13. Sei X eine Zufallsvariable mit der Dichte

ct=6, fallst>1,
jo-{;
, sonst.

Bestimmen Sie ¢, P[X > 4], EX und Var X.

Aufgabe 7.1.14. Sei XExp()\). Zeigen Sie, dass Var X = 1/A%.
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7.2. Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Definition 7.2.1. Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : Q@ — R zwei
Zufallsvariablen mit X,Y € L?. Dann ist die Kovarianz von X und Y wie folgt definiert:

Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)].

Bemerkung 7.2.2. Cov(X, X) = Var X.

Bemerkung 7.2.3. Wir zeigen, dass die Kovarianz wohldefiniert ist. Seien X,Y € L?. Nach
Lemma 7.1.2 existieren EX und EY. Aufserdem gilt dann

X=X-EXel’undY:=Y -EY € L*
Wir zeigen, dass E[XY] existiert. Es gilt

o X2 }72
Xy < 20
2
Daraus folgt, dass
1 . -
B[ XV < 5 (E[X?] +E[y2]) < .

Somit ist die Zufallsvariable XY = (X — EX)(Y — EY) integrierbar und die Kovarianz
existiert. U

Satz 7.2.4. Seien X,Y € L2 Dann gilt:
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X] - E[Y].

Beweis. Wir benutzen die Linearitiat des Erwartungswerts:

Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]

= E{XY X-EY -Y -EX + (EX)(EY)]
=E[XY]—-E[EY - X| - E[EX - Y]+ E[(EX)(EY)]
=EXY]-EY -EX —EX -EY + (EX)(EY)
= E[XY] - E[X]-E[Y].
Dabei haben wir EX und EY wie Konstanten behandelt. U

Bemerkung 7.2.5. Fiir die Berechnung der Kovarianz kann man folgende Formeln benut-
zen:

(1) Fir X,Y diskret:
EXY]= ) st-PX=sY =1
seSX

teqY
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(2) Fiir X,Y absolut stetig mit gemeinsamer Dichte fx y:
E[XY] = //st-fx,y(s,t)dsdt.
R R

Satz 7.2.6. Seien X,Y € L? Zufallsvariablen und a, b, c,d € R Konstanten. Dann gilt:
Cov(aX + b,cY +d) = acCov(X,Y).

Beweis. Ubungsaufgabe. 0
Fiir die Kovarianz gelten dhnliche Rechenregeln wie fiir das Skalarprodukt.

s )

Satz 7.2.7. Seien X1,...,X,,,Y:1,...,Y,, € L? Zufallsvariablen und a1, . . ., an, b1, ..., b, €
R Konstanten. Dann gilt:

COV(CLle + ...+ CLan, b1§/1 + ...+ mem> = Z Z CLZ'bj COV(X,‘, )/])
i=1 j=1
(. J

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Satz 7.2.8 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Seien X,Y € L? Zufallsvariablen. Dann gilt

E[XY]| < EXIVE[}?.

Bemerkung 7.2.9. Zum Vergleich: Fiir zwei Vektoren x,y € R? gilt die Ungleichung

{2 y)| = lz] - [yl - [cos(@)] < [zlly| = v/ (=, 2)v/{y, 9).

Beweis von Satz 7.2.8. Fiir beliebige Konstante a € R gilt
0 <E[(aX +Y)?] =E[a®’X? + 2aXY + Y?] = ’E[X?] + 2¢E[XY] + E[Y?].

Die rechte Seite ist eine quadratische Funktion von a. Diese Funktion ist fiir alle a nichtne-
gativ. Die Diskriminante D muss somit < 0 sein:

D = 4(E[XY])? — 4E[X?] - E[Y?] < 0.

Das beweist die Behauptung. 0

Korollar 7.2.10. Fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y € L? gilt
| Cov(X,Y)| < vVar XvVarY.
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Beweis. Betrachte die zentrierten Zufallsvariablen X := X —EX € L2 und Y =Y -EY €
L?. Nun wenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Zufallsvariablen X und Y an:

Cov(X,Y) = E[XY] < \/E[X2]\/E[Y2] = V/Var XV/Var Y.
O
e )
Definition 7.2.11. Seien X,Y € L? zwei Zufallsvariablen. Der Korrelationskoeffizient
von X und Y ist

Cov(X,Y)
XY= .
R s VAT

Dabei nehmen wir an, dass X und Y nicht fast sicher konstant sind, so dass Var X # 0
und VarY # 0.

(. J

Bemerkung 7.2.12. Aus Korollar 7.2.10 folgt, dass |p(X,Y)| < 1. Der Korrelationskoef-
fizient ist ein Mafs fiir den linearen Zusammenhang zwischen X und Y. Spéter werden wir
zeigen, dass der Korrelationskoeffizient genau dann +1 ist, wenn zwischen X und Y ein
linearer Zusammenhang besteht, d.h., wenn Y = aX + 0.

Bemerkung 7.2.13. Seien a,b,c,d € R und a,c > 0. Dann gilt:
plaX +b,cY +d) = p(X,Y).
Bemerkung 7.2.14. p(X,X) =1, p(X,—-X) = —1.

( N
Definition 7.2.15. Zwei Zufallsvariablen X, Y € L? heifen unkorreliert, wenn Cov(X,Y)
0 (und somit auch p(X,Y) = 0).

. J
( )
Satz 7.2.16. Seien X,Y € L? unabhingig. Dann sind X und Y unkorreliert, d.h.

Cov(X,Y) =0.
. J

Beweis. Fiir unabhéngige Zufallsvariablen gilt E[XY] = E[X] - E[Y]. Wir erhalten
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X] - E[Y] = 0.
Somit sind X und Y unkorreliert. O

Beispiel 7.2.17. Unabhingige Zufallsvariablen sind unkorreliert. Die Umkehrung dieser
Aussage gilt jedoch nicht. Sei (X,Y") ein Vektor, der gleichverteilt auf dem Einheitskreis

A={(t,s):t* +s° <1}
ist. Wir behaupten, dass Cov(X,Y) = 0 und dass dennoch X und Y abhéngig sind.

Losung. Die gemeinsame Dichte von (X, Y) ist

Ixy(t,s) = %ILA(t, 5).
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Die Randdichten (d.h. die Dichten von X und Y) sind
2
fx(t) = fy(t) = %\/1 — 21}y«

Wegen Symmetrie sind die Erwartungswerte von X und Y gleich 0:
1

2
EX:]EY:—/t\/l—tht:O.
s

-1

Nun berechnen wir E[XY]:

1
E[XY] = /tsfx,y(t, s)dtds = - /R2 ts14(t, s)dtds = 0.
A

Dabei ist das Integral gleich 0, da sich die Funktion ¢s1 4(¢, s) bei der Transformation (¢, s) —
(—t,s) in —tsla(t, s) verwandelt. Somit sind X und Y unkorreliert: Cov(X,Y) = 0.

Und doch sind X, Y abhéngig, denn wéren X und Y abhéngig, dann miisste die gemeinsame
Dichte fxy(t, s) mit dem Produkt der Randdichten fx(t)fx(s) fiir alle (¢, s) aukerhalb einer
Menge vom Lebesgue-Maf 0 iibereinstimmen. Dies ist jedoch nicht der Fall, denn

Froltss) = Ta(t.8) 2 (2) VIZEVI= P lycaper = f5(0) - (o)

zum Beispiel fiir alle (¢,s) mit [¢] < 1,|s| < 1 und ¢* + s* > 1. Somit sind X und Y
unkorreliert, aber abhéngig. 0

Satz 7.2.18. Fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y € L2 gilt
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).

Beweis. Mit X :== X —EX und Y =Y — EY gilt
Var(X +Y) = E[((X —EX) + (Y —EY))?|
= E[(X +Y)7]
= E[X? + 2E[XY] + E[Y?]
= Var(X) +2Cov(X,Y) + Var(Y).

Korollar 7.2.19. Fiir unabhiingige Zufallsvariablen X,Y € L? gilt
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Bemerkung 7.2.20. Zum Vergleich: Fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y € L' gilt
E[X +Y] =E[X]+E[Y].
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Bemerkung 7.2.21. Fiir beliebige X;,..., X, € L? gilt

Var(Xy + ...+ X,) = ) Var(X;)+2 Y Cov(X;, X;).
=1

1<i<j<n

Fiir unabhiingige X1, ..., X,, € L? gilt sogar
Var(X; + ...+ X,) = ) _ Var(X)).
i=1

Beispiel 7.2.22. Sei X ~ Bin(n, p) binomialverteilt mit Parametern n, p. Berechne Var X.

Losung. Wir konnen X als die Anzahl der Erfolge in einem n-fachen Bernoulli-Experiment
auffassen. Wir haben also die Darstellung X = X; + ... 4+ X,,, wobei

1, Erfolg beim i-ten Experiment,
X, = 1=1,...,n.

0, sonst,
Dabei sind X7, ..., X, unabhéngig mit P[X; = 1] = p und P[X; = 0] = 1 — p. Fiir jedes X;
gilt
EXi]=1-p+0-(1—p)=p
und
Var X, — E[X?] - (E[X.))* = E[X] — (E[X])* = p(1 — )
Fiir die Varianz von X erhalten wir (wegen der Unabhéngigkeit von X, ..., X,,)

Var X = Var(X; + ...+ X,,) = Var(X;) + ... + Var(X,,) = np(1 — p).

Bemerkung 7.2.23. Die maximale Varianz wird angenommen, wenn p = % Die minimale
Varianz tritt ein, wenn p = 0 oder p = 1. (In diesem Fall ist X konstant und Var X = 0).

Im néchsten Satz zeigen wir, dass der Korrelationskoeffizient genau dann gleich 41 ist, wenn
es einen linearen Zusammenhang zwischen X und Y gibt. Dabei entspricht der Wert +1
einem positiven Zusammenhang und —1 einem negativen Zusammenhang.

Satz 7.2.24. Seien X,Y : Q — R zwei Zufallsvariablen mit X,Y € L? und Var X # 0,
VarY # 0. Es gilt:

(1) p(X,Y) =41 = es existieren a > 0 und b € R mit P[Y = aX + 0] = 1.

(2) p(X,Y) = —1 = es existieren a < 0 und b € R mit P[Y = aX + ] = 1.

Beweis von (1). Sei p(X,Y) = 1. Definiere
vVarY
Var X
Definiere die Zufallsvariable A =Y — (aX + b). Wir zeigen, dass P[A = 0] = 1. Es gilt
A= (Y —EY)—a(X —EX)=Y —aX.
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Somit ist E[A] = EY — aEX = 0. Weiterhin gilt
Var A = E[A?]
=E[Y? - 2aXY + a*X?]
= VarY —2aCov(X,Y) + a* Var X
VVarY

VarY
=Vary —2—— . VVar X - VVarY +
VVar X Var X

- Var X

Somit gilt P[A = EA] =1, also P[A =0] = 1.

Aufgabe 7.2.25. Seien X und Y unabhéngig und auf [0, 1] uniform verteilt. Bestimmen
Sie die Kovarianz von U := min(X,Y’) und V := max(X,Y).

Aufgabe 7.2.26. n verschiedene Hiite werden rein zuféllig an ihre Besitzer verteilt. (Jede
Person erhélt genau einen Hut). Es sei Z; die Indikatorvariable des Ereignisses, dass die
i-te Person den eigenen Hut erhélt, wobei i € {1,...,n}.
(a) Bestimmen Sie Cov(Z;, Z;) fiir i # j.
(b) Sei X die Anzahl der Personen, die den eigenen Hut erhalten. Bestimmen Sie
Var X.
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KAPITEL 8

Gesetz der grofsen Zahlen

8.1. Zwei Beispiele

Beispiel 8.1.1. Wir kippen einen Sack mit n fairen Wiirfeln um, wobei n sehr grof ist und
bezeichnen mit X, ..., X, die Augenzahlen der einzelnen Wiirfel. Wie grof ist ungeféahr die
Augensumme X; + ...+ X, aller n Wiirfel? Intuitiv geht man davon aus, dass ungeféhr n /6
Wiirfel eine 1 zeigen, ungefahr n/6 Wiirfel eine 2 zeigen, usw. Fiir die Augensumme aller n
Wiirfel ergibt sich die Approximation
n n n n n n
Xi+...+ Xy~ 5 1+6 2+6 3+6 4+6 5+6 6 =3.5n.

Diese Aussage gilt approximativ und lediglich bei “grofsem” n. Der von uns verwendeten Be-
griffe “ungefahr” und “grof” sind natiirlich keine mathematischen Begriffe. Streng genommen,
sollte die obige Aussage als ein Grenzwert fiir n — oo formuliert werden, ndmlich

X, +... + X,
lim 2Lt A gy (8.1.1)

n—oo n

Wie kann die auf der rechten Seite aufgetauchte Zahl 3.5 interpretiert werden? Es ist der
Erwartungswert fiir die Augenzahl eines Wiirfels. Fiir alle ¢ € N gilt ndmlich, dass

1 1 1 1 1 1
EX;=—-14+--24--34+=-4+~-5+~-6.
R R R R

Beispiel 8.1.2. Wir betrachten ein n-faches Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p. Dabei soll n sehr grofs sein. Man kann sich z.B. vorstellen, dass ein grofser Sack mit
n Reifizwecken umgekippt wird, wobei das Landen einer Reifizwecke auf dem Kopf jeweils
als Erfolg gilt. Die Zufallsvariable, die den Ausgang des i-ten Experiments beschreibt, sei

X 1, falls Experiment ¢ ein Erfolg ist,
T 0, sonst.
Die Anzahl der Erfolge in allen n Experimenten ist dann die Zufallsvariable X; + ... 4+ X,.

Intuitiv sollte die Anzahl der Erfolge “ungefihr” np betragen, jedenfalls wenn n “grof” ist.
Es sollte also gelten, dass

Xi+...+X,
lim = oA D (8.1.2)
n—oo
Auch hier ist der Grenzwert p nichts Anderes als der Erwartungswert jeder einzelnen Zu-
fallsvariable X;, denn

EX;,=p-1+(1—p)-0=p.

Verallgemeinerung. Die Formeln (8.1.1) und (8.1.2) sind Spezialfélle eines allgemeinen
Naturphénomens, das als Gesetz der grofien Zahlen bezeichnet wird. Um die obigen Beispie-
le zu verallgemeinern, betrachten wir eine unendliche Folge unabhéngiger Zufallsvariablen
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X1, Xo, ..., die die gleiche (und ansonsten beliebige) Verteilung besitzen sollen. Dann kann

man vermuten, dass

i 2t A gy

n—oo n
falls der Erwartungswert auf der rechten Seite existiert. Das Ziel dieses Kapitels ist, diese
Behauptung (das Gesetz der grofien Zahlen) auf der Basis der Axiome der Wahrschein-
lichkeitstheorie zu beweisen. Als Beispiel kann man sich vorstellen, dass die Zufallsvariable
X4 den Gewinn in einer Runde eines Gliickspiels ist. Es werden nun n Runden dieses Spiels
unabhéngig und nach den gleichen Regeln gespielt. Dann ist % der mittlere Gewinn
und das Gesetz der grofen Zahlen behauptet, dass der mittlere Gewinn fiir n — co gegen

E X, strebt.

In der obigen Diskussion haben wir eine heikle Frage nicht angesprochen: Was bedeutet es,
dass eine Folge von Zufallsvariablen konvergiert? Bekanntlich sind Zufallsvariablen Funktio-
nen auf 2. Aus der Analysis sollte bekannt sein, dass es fiir Funktionen viele verschiedene
(nicht-dquivalente) Konvergenzbegriffe gibt, z.B. die punktweise Konvergenz und die gleich-
mafige Konvergenz. Fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie spielen die folgenden 4 Konvergenz-
arten eine besonders wichtige Rolle:

e Konvergenz in Wahrscheinlichkeit (auch stochastische Konvergenz genannt);
e Konvergenz in L? (oder im p-ten Mittel);

o fast sichere Konvergenz;

e Konvergenz in Verteilung.

Diese Begriffe werden wir im Folgenden einfiihren.

8.2. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und L?-Konvergenz

e )

Definition 8.2.1. Eine Folge von Zufallsvariablen Z;, Zs,... : @ — R konvergiert in

Wahrscheinlichkeit (oder stochastisch) gegen eine Zufallsvariable Z : Q — R, wenn fiir
alle ¢ > 0 gilt:

lim P{w € Q:|Z,(w) — Z(w)| > €}] = 0.
n—oo
In einer vereinfachten Schreibweise:

lim P[|Z, — Z| > ¢] = 0.

n—o0

Wir schreiben dann 7, .7,

n—00

( N
Definition 8.2.2. Eine Folge von Zufallsvariablen Z;, Zs, ... : 2 — R konvergiert in L?
(oder im quadratischen Mittel) gegen eine Zufallsvariable Z : Q — R, wenn Z, € L2,
Z € L? und

lim E[(Z, — Z)?] = 0.

n—o0
. /

Notation 8.2.3. 7, L—2> Z.

n—oo
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Im Folgenden werden wir zeigen, dass aus der L?-Konvergenz die stochastische Konvergenz
folgt, jedoch nicht umgekehrt.

8.3. Ungleichungen von Markow und Tschebyschew

Lemma 8.3.1. Sei Z > 0 eine Zufallsvariable. Dann gilt fiir alle a > 0:

P[Z > a] < %
a

Beweis. Fiir die Zufallsvariable Z gilt:

Z(w) > a, falls Z(w) > a,
10, falls Z(w) < a.

Mit anderen Worten, Z > a - 1{z>4. Fiir den Erwartungswert von Z gilt somit:
EZ > Ela - H{Zza}] =a- E[]l{zz,l}} =a-P[Z > ad].

Durch Umformen erhélt man die Ungleichung im Lemma. U

Satz 8.3.2 (Tschebyschew-Ungleichung). Sei X € L? eine Zufallsvariable. Dann gilt fiir

alle a > 0: Var X
P|X —EX| > q] < ——.
a

Beweis. Da Z := (X — EX)? > 0, folgt mit Lemma 8.3.1:
E[(X —EX)? VarX

2 2

P[(X —EX)? > a?] <

a a

Die Ungleichung (X —EX)? > a? gilt genau dann, wenn | X — EX| > a. Damit erhélt man
die Tschebyschew-Ungleichung. U

( N

Satz 8.3.3 (Markow-Ungleichung). Sei Z > 0 eine Zufallsvariable und f : [0,00) —
[0,00) eine monoton steigende Funktion. Dann gilt fiir alle a > 0:
El/(2)]

f(a)

(. J

P[Z > a] <

Beweis. Da f monoton steigend ist, gilt fiir die Wahrscheinlichkeit:

Elf(Z
P(Z > d = PI(2) > f(a)) < LD,
f(a)
Die letzte Ungleichung erhélt man aus Lemma 8.3.1, indem man dort f(Z) anstelle von Z
einsetzt. 0
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Beispiel 8.3.4. Mit f(a) = a?, wobei p > 0, erhélt man die Ungleichung
E[ZP]

aP

PZ > a] <

{ Satz 8.3.5. Seien Z1, Z,, ... und Z Zufallsvariablen mit Z, L—2> Z. Dann gilt: Z, Ly }

Beweis. Aus 7, LNy folgt mit der Definition der L2-Konvergenz, dass

lim E[(Z, — Z)*] — 0.

n—o0 n—oo

Sei € > 0. Mit dem obigen Beispiel (mit p = 2) erhalten wir

E[(Z, — Z)?
Pl|Z, — Z| > €] SM — 0.
£ n—oo
Wir haben gezeigt, dass
lim P||Z, —Z| > €] =0
n—oo
und somit 7, Ly OJ

8.4. Schwaches Gesetz der groften Zahlen
e )
Satz 8.4.1 (Schwaches Gesetz der grofsen Zahlen). Seien X;, Xs,...:  — R unabhén-
gige Zufallsvariablen mit EX; = p und Var X; = o2 fiir alle 7 € N. Dann gilt:
Xi+...+X, 2p
-~
n n—oo
Das heift, das arithmetische Mittel der Zufallsvariablen X7,..., X, konvergiert in L?

bzw. in Wahrscheinlichkeit gegen den Erwartungswert.
. J

Beweis. Sei S, = X; +...+ X, die Summe der ersten n Zufallsvariablen. Dann gilt fiir den
Erwartungswert und die Varianz der Summe

ES, = np und Var S, = no?,

wobei im Fall der Varianz benutzt wird, dass die Zufallsvariablen unabhéngig sind. Wir
zeigen zuerst die L2-Konvergenz:

(b)) -=(5%)
—_— — //l/ —

n n
Daraus fogt % ii . Und mit Satz 8.3.5 folgt nun auch die stochastische Konvergenz:
Sn

—i>,u. U

' n—soo

1 1 o?
=—-VarS,=— -no* = — — 0.
n? n? n n—oo

E =K
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Beispiel 8.4.2. Ein fairer Wiirfel wird unendlich oft geworfen. Es sei S,, die Augensumme
nach n Wiirfen, also S,, = X;+...4+ X,,, wobei die Zufallsvariable X; die Augenzahl im i-ten
Waurt beschreibt. Der Erwartungswert eines Wurfes ist 4 = 3.5. Mit Satz 8.4.1 folgt nun

Sn
on P

n n—oo

Man kann entsprechend der Definition der stochastischen Konvergenz z.B. mit ¢ = 0.01 das
folgende Ergebnis erhalten:

lim P |3.49 < & <3.51| =1
n

n—oo

Die Wahrscheinlichkeit, dass die mittlere Augenzahl auferhalb des Intervalls (3.49,3.51)
liegt, geht gegen 0, wenn die Anzahl der Wiirfe gegen oo geht.

Bemerkung 8.4.3. Das Wort “schwach” in der Bezeichnung “schwaches Gesetz der grofsen
Zahlen” bezieht sich auf die Art der Konvergenz (in Wahrscheinlichkeit oder L?). Im folgen-
den werden wir stidrkere Versionen des Gesetzes der groften Zahlen beweisen.

8.5. Fast sichere Konvergenz
e R
Definition 8.5.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Ereignis A € F heift

ein fast sicheres Ereignis, wenn P[A] = 1.
(. J

( )
Definition 8.5.2. Ein Ereignis B € F heifst ein fast unmdgliches Ereignis (oder ein
Nullereignis), wenn P[B] = 0.

& J

Beispiel 8.5.3. Das Ereignis  ist fast sicher (und in Wirklichkeit, sogar sicher). Das Er-
eignis & ist fast unmoglich (und in Wirklichkeit, sogar unmdoglich). Das Komplement einer
fast sicheren Ereignisses ist fast unmoglich und umgekehrt, das Komplement eines fast un-
moglichen Ereignisses ist fast sicher.

Bemerkung 8.5.4. Man geht davon aus, dass ein Nullereignis in der Praxis nicht beobachtet
werden kann. Es kann zwar sein, dass es im Wahrscheinlichkeitsraum gewisse Ausgénge
gibt, die zum Eintreten dieses Ereignisses fiithren, diese bilden allerdings eine so “kleine”
Menge, dass man diese Ausgénge nicht beobachten kann, egal, wie oft man das Experiment
wiederholt. Analog geht man davon aus, dass ein fast sicheres Ereignis bei jeder Ausfiihrung
des Experiments beobachtet wird.

Bemerkung 8.5.5. Eine Vereinigung von abzéhlbar vielen Nullereignissen ist ein Nullereig-
nis (auch dann, wenn die Ereignisse nicht disjunkt sind). Ein Schnitt von hochstens abzéahlbar
vielen fast sicheren Ereignissen ist wieder ein fast sicheres Ereignis. Diese Aussagen gelten
allerdings nicht fiir iiberabzdhlbare Schnitte bzw. Vereinigungen.

Beispiel 8.5.6. Man betrachte einen idealen Zufallsgenerator, der eine im Intervall [0, 1]
gleichverteilte Zahl erzeugt. Die Grundmenge dieses Experiments ist = [0, 1], F = Bjg 1
ist die Borel-o-Algebra auf [0, 1] und P = X ist das Lebesgue-Mak.
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Es sei B = {q1,¢2,...} C [0,1] ein Ereignis, das aus abzdhlbar vielen Ausgéngen besteht.
Zum Beispiel kann man das Ereignis

B =Qn|0,1] = “es wurde eine rationale Zahl erzeugt”

betrachten. Fiir jedes ¢; ist Plg;] = 0 und somit, mit der o-Additivitét,

=3 Bla] =0

Daraus folgt, dass B fast unmoglich ist. Ein idealer Zufallsgenerator erzeugt also nie eine
rationale Zahl. Natiirlich erfiillt kein realer Zufallsgenerator (z.B. in einem Rechner) diese
Anforderung. Im Gegenteil: Ein realer Zufallsgenerator erzeugt nur Zahlen mit einer endli-
chen Dezimaldarstellung, also nur rationale Zahlen.

Es sei nun A = [0, 1]\ B ein Ereignis, das ein Komplement einer abzidhlbaren Menge ist. Zum
Beispiel kann man das Ereignis

A =[0,1]\Q = “es wurde eine irrationale Zahl erzeugt”

betrachten. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von A: P[A] = 1 —P[B] = 1—0 = 1. Daraus
folgt, dass A fast sicher ist. Ein idealer Zufallsgenerator erzeugt also nur irrationale Zahlen.

e )
Definition 8.5.7. Eine Folge von Zufallsvariablen 73, Z,,... : 2 — R konvergiert fast
sicher gegen eine Zufallsvariable Z : ) — R, wenn:

PlweQ: lim Z,(w) = Z(w)}] = 1.
n—oo
In einer vereinfachten Schreibweise:

P[lim Zn:Z] ~ 1

n—00

Notation 8.5.8. Z, =% Z oder lim,,_,.. Z, = Z .

n—o0

Bemerkung 8.5.9. Damit diese Definition Sinn ergibt, muss man zeigen, dass das Ereignis
A={weQ: lim Z,(v) = Z(w)}
n—oo

messbar ist. Wir zeigen also, dass A € F. Die Gleichheit lim,, ,» Z,(w) = Z(w) gilt genau
dann, wenn fiir alle ¢ > 0 ein k € N existiert, so dass fiir alle n > &:

[Zn(w) = Z(w)| <e.

Man kann sich auch nur auf Werte ¢ = % mit m € N einschranken. Dann kann man A
folgendermaifsen beschreiben:

A:{wEQ:VmGNHkGNVnZk:|Zn(w)—Z(w)|§l}

-N U N feeoiz-zwi= s}

meN keN n>k
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Dabei haben wir ¥V durch () und 3 durch J ersetzt. Da |Z,, — Z| eine messbare Funktion ist,
sind alle Mengen der Form

m

{w €0 | Zo(w) — Z(w)| < l}

messbare Ereignisse. Da die messbaren Ereignisse eine o-Algebra bilden, sind auch beliebige
abzéahlbare Schnitte und Vereinigungen dieser Mengen messbar, also auch A. Es folgt, dass

AeF.

Satz 8.5.10. Seien 7y, Z, ... und Z Zufallsvariablen mit 7, J% 7 Damn gilt: Z,, £,

n—0o0 n—00
Z.

Beweis. Es gelte, dass Z, % 7 Dann hat das Ereignisses

n—oo

A={we: lim Z,(w) = Z(w)}

n—o0

Wabhrscheinlichkeit P[A] = 1. Sei ¢ > 0. Wir definieren Ereignisse
Ay ={weQ:Vn>k:|Z,(w) — Z(w)| <€}, k e N.
Es gilt A C UgenAg. Aus 1 = P[A] < P[UgenAy] folgt, dass
P[UkeNAk] =1
Auferdem gilt A C Ay C Az C .... Mit der Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafies folgt
Iglgl;lo P[Ay] = P[UkenAk] = 1.

Es ist nun
lim P[|Zy — Z] <e] = lim P{w € Q: |Zx(w) — Z(w)| < e}] > lim P[A4;] = 1.
k—o0 k—o0 k—o0
Also ist limy_,e0 P[|Z, — Z| > €] = 0. Daraus folgt Z, — Z. 0

n—o0

Beispiel 8.5.11. Aus 7, Lz folgt nicht Z, % 7 Das zeigen wir an einem Beispiel.

n—00 n—00
Die Zufallsvariablen 7y, Z,, ... seien unabhingig mit

ne
Dabei sei a € (0, 1] ein Parameter.

(1) Es gilt Z, L5 0, denn fiir alle & > 0 gilt
n—oo

1
P[|Z,] > €] <P[Z, =1] = — — 0.

n% n—oo

(2) Allerdings gilt nicht Z, 200, Bs ist S 2= =00 (da o < 1). Mit dem Lemma
n—oo

von Borel-Cantelli (Teil 2) folgt

P[Z,, = 1 fiir unendlich viele n] = 1.
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Daraus folgt P[lim,, o Z,, # 0] = 1 und deshalb gilt nicht Z, ELIN)

n—oo

8.6. Starkes Gesetz der grofsen Zahlen: Erste Version
( N

Satz 8.6.1 (Starkes Gesetz der groken Zahlen: Erste Version). Seien X, X5, ... unab-
hiingige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) mit E[X?] < oo
fiir alle n € N. Es sei aufserdem die folgende Bedingung erfiillt

i\/a;j(n < 00.

n=1
Fiir die Partialsummen S,, = X; + ... + X, gilt dann
S, — ES,, fs.
Pn T "on Iy,
n n—o00
N\ J

Beispiel 8.6.2. Wir betrachten einen Spezialfall. Seien X7, X5, ... unabhéngige Zufallsva-
riablen mit einem gemeinsamen Erwartungswert EX,, = p und einer gemeinsamen Varianz
Var X,, = 02. Diese Bedingung ist z.B. dann erfiillt, wenn X, X,, ... identisch verteilt sind.

Dann gilt:
Z VarX f: 1
n?
n=1 =1
Satz 8.6.1 ist also anwendbar und besagt, dass 22— snnk BN 0, woraus folgt, dass
n—oo
Sn .S.
Su g,
n n—oo

Diese Aussage ist stirker als das schwache Gesetz der grofen Zahlen, denn die stochastische
Konvergenz folgt aus der fast sicheren Konvergenz. Das erklirt die Bezeichnung starkes
Gesetz der groften Zahlen.

Im Folgenden werden wir Satz 8.6.1 beweisen. Dafiir benttigen wir einige Hilfsmittel.

( )
Satz 8.6.3 (Kolmogorow-Ungleichung). Seien X, X», ..., X, unabhingige Zufallsvaria-
blen mit Erwartungswert EX; =0 und X; € L2 firi=1,...,n.Sei S; = X; +... + X
die Summe der ersten ¢ Zufallsvariablen. Dann gilt fiir alle a > 0 die Ungleichung

Var S,

a?

Plmax{[Si],|Sa], .., |Sul} > a] <

Bemerkung 8.6.4. Die Tschebyschew-Ungleichung ist schwécher, denn damit kann man
lediglich eine der Summen abschétzen, z.B.

Var S,

a?

P[|S,| > a] <
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Beweis von Satz 8.6.3. SCHRITT 1. Wir definieren das Ereignis

und, fiir £k =1,...,n, die Ereignisse
A = {‘51’ < a, ’SQ‘ <a,..., ‘Sk,ﬂ < a, ’Sk’ > Cl}
= “Erster Austritt aus dem Intervall (—a, a) findet zum Zeitpunkt k statt.”

Es gilt A = U}_; Ax. (Ereignis A tritt genau dann ein, wenn es ein k gibt, sodass der erste
Austritt aus dem Intervall (—a, a) zum Zeitpunkt k stattfindet). Auferdem sind Ay, ..., A,
disjunkt. (Wenn der erste Austritt zum Zeitpunkt £ stattfindet, kann er nicht zu einem
anderen Zeitpunkt stattfinden). Also ist

=> PlA.

SCHRITT 2. Die Varianz von S, ist: Var S, = E[S2] — (ES,)? = E[S?], denn ES,, = E[X; +
.+ X,] =EX; +...EX,, = 0. Wir betrachten also E[S?]

n

= E[S] 14,].

k=1

E[S2] > E[S

252 g,
Fiir die Summanden auf der rechten Seite gilt
E[S; - 1a,) = E[(Sk +Sp — Si)* - 1]
—E[SE- 1) + 2 B[Sk (S — Si) - Lo + El(S, — 507 - 1]
=) +(2)+ ).

SCHRITT 3. Die drei Terme auf der rechten Seite kann man folgendermafen abschéatzen. Der
erste Term:

(1) = E[S? - 1a,] > E[a® - 14,] = a® - P[A4],

denn wenn Ay, eintritt, ist 14, = 1 und |Sk| > a.
Der zweite Term:

(2) =2-E[Sy - 14, - (Sp — Sp)] = 2-E[Sy - La,] - E[S,, — Si] = 0.

Die Umformung gilt, da die Zufallsvariable Si-1 4, nur von Xy, ..., X} und die Zufallsvariable

(Sp, — Sk) nur von Xy, 1,..., X, abhéingt, also sind diese zwei Zufallsvariablen unabhéngig.
Aufserdem gilt E[S,, — Sy] = 0, da ES,, = ES, = 0.

Schliefslich ist der dritte Term trivialerweise nichtnegativ:

(3) > 0.

SCHRITT 4. Somit erhalten wir

E[S? - 14,]=(1)+(2) + (3) > a* - P[A].
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Betrachte wir nun wieder die Varianz von S,,:

Var S, =E[S2] > ) "E[Sh-14,] > a®-P[A].
k=1 k=1
Damit folgt: P[A] < Yarfn, O
Beweis von Satz 8.6.1. SCHRITT 1. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass EX,, = 0 fiir
alle n € N. Sonst betrachte man die zentrierten Zufallsvariablen
X, =X, —EX,, S,=X, +...+X,.

Es gilt dann EX\; =0 und

> = <

n=1 n=1

denn Var)f(vn = Var[X,, — EX,,] = Var X,,, da EX,, eine Konstante ist. Auterdem ist

n n n

Somit gilt Satz 8.6.1 fiir die Zufallsvariablen X, genau dann, wenn er fiir die Zufallsvariablen
X, gilt.

SCHRITT 2. Sei also ES,, = 0 fiir alle n € N. Wir zeigen, dass

ISl 12y
k,’ k—oo
Dazu definieren wir die Zufallsvariablen
U, := max |Sg|, n € N.
k=1,....2n

=1,...,

S U Us _y Un
k- — k — 2nt 2n
also reicht es zu zeigen, dass
Un .S.
—n I,
M poco

SCHRITT 3. Sei € > 0 fest. Betrachte das Ereignis A,(¢) = {42 > ¢}. Wir zeigen nun, dass

dieses Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlich oft eintritt, also

P[“ A, (g) tritt fir unendlich viele n € N ein”] = P[lim sup A, (g)] = 0.

n—o0

Dafiir benutzen wir den ersten Teil des Lemmas von Borel-Cantelli. Mit der Kolmogorov-
Ungleichung erhalten wir

Y PlA(e)] =) P[U, >2%] =) P

n=1

. Var S
n E 2n
Lnll,?izn k] > 2 5} = < 2. g2
n=
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Wir definieren noch o7 = Var Xj,. Somit gilt

- 1 =02 +o2+.. . +o2 . .
Z P[A,(e)] < ~h Z 12 5o 2" (gilt, da X1, Xs, ... unabhiingig)
n=1 n=1

I = 1
— 2 > ok 22n
k=1 n:2">k

IA
(‘f)wl —_
(]
Y
%~
(]
5l

k=1 m=1
_4 15
3 &2 k2

< 0o. (gilt nach Voraussetzung)
Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt, dass P[lim sup,,_,. An(¢)] = 0.
SCHRITT 4. Setzt man nun & = % mit m € N, so gilt fiir alle m € N:
n 1
P {lim sup (2]_n > —

n—00 m

=0.

Da eine Vereinigung von abzéhlbar vielen Nullereignisses wieder ein Nullereignis ist, gilt
somit auch
: Un
P {limsup — > 0| = 0.
n—oo 2"

Daraus folgt:

P{lim%:O}zl

n—oo 2N

und somit % f—s> 0. [l

n—oo
8.7. Starkes Gesetz der grofsen Zahlen: Zweite Version

In der ersten Version des starken Gesetzes der grofen Zahlen haben wir vorausgesetzt, dass
die Varianzen der Zufallsvariablen endlich sein sollen. In der Behauptung des Satzes, namlich

Sn - ESTL .S.
2n T 2on I g

n n—oo
taucht die Varianz allerdings nicht auf. Man kann sich deshalb fragen, ob die Voraussetzung
der Endlichkeit der Varianz nicht iiberfliissig ist. Das ist in der Tat der Fall, wie der néchste

Satz zeigt.

( )
Satz 8.7.1 (Starkes Gesetz der grofsen Zahlen: Zweite Version). Seien X, Xo,... un-
abhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P). Die Zufallsvariablen seien aufserdem integrierbar, d.h. E|X;| < co. Dann gilt:

Xi+ ...+ X, fe
1t Lo EiX)

n n—00
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Das heifst, das arithmetische Mittel der Zufallsvariablen konvergiert fast sicher gegen den
Erwartungswert.

Bemerkung 8.7.2. Die Zufallsvariablen X, Xo, ... heiffen identisch verteilt, wenn ihre Ver-
teilungsfunktionen gleich sind, d.h.

FXl(t>:FX2(t>=... fur alle t € R.
Identisch verteilte Zufallsvariablen haben den gleichen Erwartungswert: E[X;] = E[X,] = .. ..

Fiir den Beweis von Satz 8.7.1 bendtigen wir mehrere Lemmata.

( )

Lemma 8.7.3. Seien X,,,Y,,, X, Y : QQ — R Zufallsvariablen mit X, f—s> X undY, f—8>

n—o0 n—o0
Y. Dann gilt:

X, +Y, &% x+v

n—oo
X, v, I% x.v
n—oo

a-X, &% 4-X, aeR

n—o0
. /

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage. Dazu definieren wir zwei Ereignisse:
A={we: nhi& Xn(w) = X(w)},
B:={we: nhi& Yo(w) =Y (w)}.

Es gilt mit der Definition der fast sicheren Konvergenz:

X, &% X = PAJ=1und Y, £% vV = P[B] = 1.

n—oo n—oo
Daraus folgt:
P[A°] =0 und P[B‘] = 0.
Fiir Ausgénge aus dem Schnitt von A und B, also w € AN B, gilt:
li_>m (Xp(w) +Y,(w) = X(w) + Y(w).
Fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A N B gilt:
PIANB]=1-P[(ANB)]=1-P[A°U B >1-P[A°] - P[B] =1,
wobei wir im zweiten Schritt die Regeln von de Morgan und im dritten Schritt die Subaddi-
tivitdt benutzt haben. Das Ereignis A N B tritt also fast sicher ein. Damit gilt:

X, +V, I x4y

n—oo

Die anderen Aussagen werden analog bewiesen. 0
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Lemma 8.7.4. Sei Z > 0 eine Zufallsvariable. Dann gilt:

ip[z >n] <EZ < ip[z > n.

n=1 n=0

Beweis. Wir beweisen nur die Ungleichung >~ >° | P[Z > n] < EZ. Die andere Ungleichung
kann man analog beweisen. Sei p,, = P[n < Z < n + 1]. Es gilt

Z Z - 1n§Z<n+1 Zn : ILn<Z<n—i—1] - ann = ann
n=0 n=1

n=0 n=0

EZ=E > E

Es gilt aufserdem

Z>1] = pit+ pot pst+ pat ...,
[Z =2] = pat pst pat .,
PlZ >3] = pst+ pat ...,
(Z>4] = pat ...,

Addiert man diese Ungleichungen, so erhilt man >~ P[Z > n] = Y np,. Kombiniert
man beide Resultate, so erhilt man die gewiinschte Ungleichung. O

[ Lemma 8.7.5. Fiir alle k > 2 gilt: Y 7, & < 2. }

. U

El N

oo
Beweis. Y 7, 5 < [ Ldor =<
ko1

Lemma 8.7.6 (Cesaro). Sei 21,9, ... eine Folge in reeller Zahlen mit einem endlichen
Grenzwert lim,, ,, x, = . Dann gilt:

. 1+ ... +x,
lim ——m =z.
n—oo n

Beweis. SCHRITT 0. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass = 0. Sonst kann man z,, :=
T, — = betrachten.

SCHRITT 1. Sei ¢ > 0. Aus lim,,_, x,, = 0 folgt, dass es ein K € N gibt, so dass fiir alle
k> K gilt:

3

Nachdem K gewdhlt wurde, konnen wir ein N € N finden, so dass fiir alle n > N gilt:
|$1—|—+$K| < i
n 2
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Das liegt daran, dass der Zahler konstant ist, wahrend der Nenner beliebig grofs gewihlt
werden kann.

SCHRITT 2. Sei nun n > max{K, N}. Dann gilt:

T+ ... +zx, 1+ ...+ gk 1

< -
n - n + n Z |Ik|
k=K+1
R Ry
< 4= -
— 2 n
k=K+1
<€ n €
-2 2
=e.
Da € > 0 beliebig ist, folgt daraus, dass lim,,_,, @ = 0. [

Schlieflich kénnen wir das starke Gesetz der grofen Zahlen (zweite Version) beweisen.
Beweis von Satz 8.7.1. Seien X;, Xs,...: 2 — R unabhéngige, identisch verteilte Zu-
fallsvariablen mit E|X;| < co. Wir zeigen, dass dann gilt:

S RN S
So Xt Xn go gy

n n n—o0

SCHRITT 1. Definiere
X, =X, Lix,j<n und X}, := X, - Lix, >0,
dann ist X] + X = X,,. Auerdem sei
S=X{+...+X und S =X +...+X].

Es gilt:

(1) X7, X}, ... sind unabhéngig,
(2) Xy, XY, ... sind unabhingig.

SCHRITT 2. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass, dass

Sh 5.
o _EX, I 0.
n n—0o00
Es gilt:
Sh S,—ES, S —ES S’ ES”
——]EXlZ = = L i n::an—i_bn_cn
n n n n n

wobei a,, b,, ¢, Zufallsvariablen sind. Nach Lemma 8.7.3 reicht es zu zeigen, dass

Ay by, Cp, f—s> 0.

n—o0
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SCHRITT 3. Wir zeigen, dass a,, = Sk—fs% I 0, indem wir Satz 8.6.1 benutzen.
n—oo
Var X/, < E[X/?]
P D
n>1 n>1
1 2
=> —5 ELXG - Lix<nl

3
\%
—_

E[XT - Ljx,j<n) (gilt, da X, identisch verteilt)

I
™
3M| —_

3
\%
—_

-E

I
™
3M| —_

Xf-ZILAk],
k=1

3
Y
-

wobei Ay = {k — 1 < X; < k}. Nun vertauschen wir die beiden Summen:

Var X/ u
SR S S RINE 1y
k=1

n>1 n>1
1
SICIEME i
k>1 n>k

1
<230 BT L)

k>1

wobei wir Lemma 8.7.5 benutzt haben: ank # < % Es folgt, dass

Var X/ | X1 X o
—= <2y El—-[Xy] 1 bei =1 < 1 falls Ay eintritt
; n2 = ; { 2 | X414, (wobei <L alls Ay, eintritt)

< Q'EE:IEH)(H’ ﬂAJ

k>1

=2-K

Z | Xq]-1 Ak] (gilt mit monotoner Konvergenz)
k>1

< oo (gilt nach Voraussetzung)
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Mit Satz 8.6.1 folgt nun a,, R}

n—o0

. . 4 O . . .
SCHRITT 4. Wir zeigen, dass b, = i—" I 0, indem wir den ersten Teil des Lemmas von
n—o0

Borel-Cantelli benutzen. Es gilt:

SOPIXG £ 0] = Y PlX 2 0]

n>1 n>1
= Z]P)[|X1| >n| (gilt, da X, identisch verteilt)
n>1
<E|X;| (gilt mit Lemma 8.7.4)
< oQ.

Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt nun:

P [lim sup{ X/ # 0}1 = P[X # 0 fiir unendlich viele n] = 0.
n—oo
Daraus folgt:
P[X] # 0 fiir endlich viele n] = P[A] = 1.
Fir w € A gilt dann, dass X/ (w) # 0 fiir endlich viele Werte von n. Also ist S/(w) konstant
ab irgendeinem n und damit gilt:

"
im 2@ )
n— o0 n

Da P[A] = 1, folgt b, L% 0.

n— o0
SCHRITT 5. Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢, = % I 0. Es gilt:
n— o0

EX) =E[X, - Lix,>n) = E[X1-1jx,5n] (da X; identisch verteilt).
Nun gilt fiir alle w € Q:

X1 ()] Lixy o 5" 0.

n—oo

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz erhélt man:

]EH)(1|'H¢Xﬂ2n] — 0.
n—00

Es folgt:
[BX;| = [EX1 - Uixy2n]| SE[Xa] - Tixyzn] — 0 (da [EZ] <E|Z)).
Also gilt:
EX, — 0.
n—oo

Mit Lemma 8.7.6 folgt dann:
EX{+...+EX, fs
S

n n—o0
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SCHRITT 6. Fiigt man die Ergebnisse fiir a,, b,, ¢, zusammen, so erhédlt man:

Sn .S.
— —EXy=a,+0b,+c, fﬂ 0.
n n— 00
Das ist die gewiinschte Konvergenz. O

8.8. Der Fall eines unendlichen Erwartungswerts

In allen Versionen des Gesetzes der grofsen Zahlen haben wir vorausgesetzt, dass der Er-
wartungswert existiert. Der néchste Satz zeigt, was passiert, wenn der Erwartungswert nicht
existiert. In diesem Fall gilt das Gesetz der grofen Zahlen néamlich nicht.

4 N
Satz 8.8.1. Seien X, X», ... unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit E| X, | =
+o0o auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P). Dann gilt:
Xi+...+X
P {lim Lo F

n— o0 n

" exitiert und ist endlich} = 0.

(. J

Beweis. SCHRITT 1. Wir definieren das Ereignis

A= {w €Q: L(w) = lim Sn(w) existiert und ist endlich} ,

n—00 n

wobei wieder S,, = X7 + ...+ X,,. Dieses Ereignis ist messbar (Ubung). Fiir w € A gilt nun:
Xp(w)  Splw)  Spoi(w)  Sp(w)  Spoi(w) n—1

= — = — . — 0,
n n n n n—1 N n—oo
denn
Sy, Sy -1
@) — L(w), 1) — L(w), z — 1
n  n—oo n—1 n-oco n  n—oo

Nun betrachten wir das Ereignis

b= {wen: im 2ol

n—oo n
Wir haben gezeigt: falls w € A, dann ist auch w € B. Daraus folgt A C B.
SCHRITT 2. Als néchstes definieren wir eine Folge von Ereignissen:
Cn:i={we:|X,| >n}
Daraus erhalten wir:

C = (limsup C,)¢ = {w € Q : | X,,(w)| > n fiir endlich viele n}.

n—oo
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Falls w € B, dann ist auch w € C'. Daraus folgt A C B C C.

SCHRITT 3. Wir wollen zeigen, dass P[A] = 0. Dalfiir reicht es nun zu zeigen, dass P[C] =0
bzw. P[limsup C,] = 1. Wir benutzen dazu den zweiten Teil des Lemmas von Borel-Cantelli:

STPIC) = 3 Bl > )

n>1 n>1
= ZIP’[|X1| >n] (gilt, da X; identisch verteilt)

n>1
> E|X;| —1 (gilt mit Lemma 8.7.4, da | X;| > 0)

= 0.

Da die Ereignisse C),, unabhéngig sind, folgt mit dem zweiten Teil des Lemma von Borel-
Cantelli, dass

Pllimsup C,] = 1.

n—oo

Daraus folgt dann P[C] = 0. Da A C C, folgt auch P[A] = 0. O

Beispiel 8.8.2. Seien X, X», ... unabhéngige, Cauchy-verteilte Zufallsvariablen mit Dichte

fx, () =1 ﬁ, t € R. Dann gilt fiir den Erwartungswert: E| X} | = co. Mit Satz 8.8.1 folgt

nun, dass

S,
P | lim —= existiert und ist endlich| = 0.
n—oo N

Das starke Gesetz der groften Zahlen gilt also fiir Cauchy-verteilte Zufallsvariablen nicht.

8.9. Anwendungen des Gesetzes der grofien Zahlen

Die néchsten 3 Beispiele sind Spezialfélle der sogenannten Monte-Carlo-Methode.

Berechnung von 7. Man kann die Zahl 7 mit stochastischen Mitteln berechnen. Diese
Methode ist jedoch sehr zeitaufwendig bzw. ungenau. Man erzeuge n Punkte bzw. Zufalls-
vektoren Zy, Z, ..., Z,, die unabhingig und gleichverteilt auf dem Quadrat [—1,1]? sind.
Nun betrachtet man alle Punkte, die im Einheitskreis liegen, deren Bertag also kleiner 1 ist.
Die Anzahl dieser Punkte ist
S = Tiz<1.
k=1

Fiir den Erwartungswert der Indikatorfunktion gilt

A(Kreis) T
Eliz< = Pll21] < 1] = N Quadrat)  4°

Also diirfen wir das starke Gesetz der grofien Zahlen benutzen:

nk_l |21 n—oo 4

Um die Zahl 7 zu berechnen, zahlen wir also die Punkte, die im Kreis liegen und teilen diese
Anzahl durch die Anzahl aller Punkte. Bei sehr grofiem n sollte das Verhéltnis die Zahl /4
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approximieren. Den Fehler dieser Approximation bestimmen wir spéater mit dem zentralen
Grenzwertsatz.

Monte-Carlo-Integration. Man betrachte eine integrierbare Funktion ¢ : [0, 1] — R. Das
Integral der Funktion bezeichnen wir mit

1 1
I:= / go(x)dw:/.../gp(a:l,...wd)dxl...dxd.
0 0

[0,1]¢

Fiir kleines d, etwa d = 1 oder 2, kann man zur Berechnung des Integrals z.B. die folgende
Formel benutzen:

I =~ ! ”221 z:l ® (kl kd) fiir grofes n
™ R=0 ke=0 " "

Wenn allerdings die Dimension d grof$ ist, so besteht die Summe auf der rechten Seite aus
n? Summanden, was sehr viel sein kann. Man denke z.B. an den Fall d = 100, wo selbst fiir
n = 2 die Anzahl der Summanden 2'%° > 1030 ist. In diesem Fall wird die oben beschrie-
bene Methode ineffizient und man kann stattdessen die sogenannte Monte-Carlo Methode
benutzen.

Man erzeuge n zufillige Punkte bzw. Zufallsvektoren 7, Z,,..., Z,, die unabhéngig und
gleichverteilt auf dem “Quader” [0, 1] sind. Da die Funktion ¢ integrierbar ist, gilt

Ble(z)] = [ o) futahis= [ eoyis =1
R4 [0,1]¢
Also konnen wir das starke Gesetz der grofsen Zahlen benutzen:

1<
HZ¢(Zk) By

n—00
k=1

Man kann also das Integral I durch das arithmetische Mittel %22:1 ©(Z) approximieren.
Spater werden wir mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes den Fehler dieser Approximation
bestimmen.

Empirische Definition der Wahrscheinlichkeit. Bei einem Experiment mit Grundmen-
ge 2 mochte man die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C €2 bestimmen. Dazu wieder-
holt man das Experiment n-mal und erhélt die Ausgénge wy,...,w, € . Die Anzahl der
Auginge, die in A liegen, sei

Na(A) =) Lyean.
k=1

Wir kénnen auf die Indikatorfunktionen 1, c4 das starke Gesetz der groffen Zahlen anwen-
den:

Nu(A)

1 ¢
= _lekeA fH ElwleA :]P)I:A]
n P n—00

In Worten: Die relative Haufigkeit eines Ereignisses konvergiert fast sicher gegen seine Wahr-
scheinlichkeit, wenn die Anzahl der Experimente gegen oo geht.

181



Beispiel 8.9.1 (Befragung). Wir betrachten eine Population von N Personen, die eine Frage
mit “ja” oder “nein” beantworten. Die Zahl N sei bekannt. Es sei Ny (bzw. Nl) die Anzahl
der Personen, die die Frage mit “nein” (bzw. mit “ja”) beantworten. Dabei sind Ny und Ny
unbekannt. Es gilt Ng+ N; = N.

Wir kann man Ny und N; bestimmen, ohne die ganze Population zu befragen? Es werden
zuféllig n Personen aus der Population mit Zuriicklegen ausgewéhlt und befragt, wobei n
groft aber viel kleiner als N ist. Es sei A, das Ereignis “die k-te Person sagt ja”. Nach dem
starken Gesetz der grofen Zahlen gilt

1 f.s. . . N1
ﬁ.zﬂAer—goEﬂAl_ [Al]—ﬁ

Damit kann N; geschétzt werden.

Approximationssatz von Weierstrafs. Als nichstes werden wir einen Satz aus der Ana-
lysis mit Mitteln aus der Wahrscheinlichkeitstheorie beweisen.

( M)

Satz 8.9.2 (Weierstrafs). Sei f : [0,1] — R eine stetige Funktion. Dann kann man zu
jedem gegebenen € > 0 ein Polynom P mit

max |f(z) — P(z)| < e

z€[0,1]

konstruieren. Das heifst, jede stetige Funktion auf einem Intervall kann beliebig genau

durch Polynome approximiert werden.
. J

Beweis. SCHRITT 1. Seien X7, X5, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit X; ~ Bern(p), d.h.

PX;,=1=p, PX;,=0=1-p, pel01]
Dann ist S, :== X; + ...+ X, ~ Bin(n,p), also P[S,, = k] = (}) p"(1 — p)"*. Insbesondere
gilt fiir den Erwartungswert und die Varianz
ES, =nEX; =np, VarsS, =np(l —p).

Wir definieren eine Funktionenfolge:

-2ls ()] - (8- £ (3) Qo

Somit ist jedes f, ein Polynom vom Grad n in p. Es wird Bernstein-Polynom genannt.

SCHRITT 2. Die Idee des Beweises ist nun: fiir n — oo besagt das Gesetz der grofen Zahlen,
dass % ~ p und damit auch f (S—n”) ~ f(p). Wendet man den Erwartungswert auf die beiden
Funktionswerte an, so erhélt man f,(p) ~ f(p). Somit approximiert das Polynom f, die
Funktion f, jedenfalls wenn n grof ist. Nun prézisieren wir diese Idee.

SCHRITT 3. Da f stetig ist, folgt:

(1) f ist beschrankt, d.h. es existiert M > 0 mit |f(z)| < M fur alle x € [0, 1].
(2) f ist sogar gleichméfig stetig, d.h. fir jedes £ > 0 existiert ein 6 > 0 so dass fiir alle
z,y € [0,1] mit |z — y| < 0 gilt, dass |f(z) — f(y)] < e.
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SCHRITT 4. Sei ¢ > 0 fest vorgegeben. Dazu konstruieren wir ein > 0 wie in Schritt 3. Es
gilt

1) - 160 = [E [ (2) - 100 | < 5|1 (&) - | < B [z 200

%—p‘>5] ’

wobei wir die Fallunterscheidung |22 — p| < § bzw. |22 — p| > § gemacht haben. Im ersten
Fall haben wir die gleichméafige Stetigkeit von f benutzt, im zweiten Fall die Beschranktheit
von f. Es gilt also

Var 2z
n
52

() = 1) < e+ 212 ||

>5} <e+42M -

wobei wir die Tschebyschew-Ungleichung benutzt haben. Mit der Formel Var S,, = np(1 — p)
erhalten wir nun fiir hinreichend grofses n

(1-p)

n 1
fulp) = f(p)| < e +2M - L <etoM-— <2,

n24?2 no2

Dabei folgt die letzte Ungleichung aus der Tatsache, dass 2M - # fiir n — oo gegen 0
konvergiert, also < ¢ fiir hinreichend grofes n ist. Wir haben ein approximierendes Polynom
mit einem Approximationsfehler von 2¢ konstruiert. Da jedoch ¢ beliebig war, ist der Satz
damit bewiesen. 0

Normale Zahlen. Sei w € (0, 1) eine reelle Zahl mit der Dezimaldarstellung
w=0.212223. ...

Dabei ist z € {0,...,9} die k-te Ziffer von w.

e )
Definition 8.9.3. Eine Zahl w € (0, 1) heifst normal, wenn fiir jedes [ € N und fiir jede
Ziffernfolge (ay,...,a;) € {0,...,9} der Léinge [ gilt:

n

. 1 1

ngrolog E 1Xi+1:a1, o Xipi=ap — 107
=0

In Worten: Jede Ziffernfolge der Lange [ kommt in der Dezimaldarstellung von w mit
Hiufigkeit 107! vor, und das gilt fiir jedes .

& J

Definition 8.9.4. Eine Zahl w € (0, 1) heifst einfach normal, wenn die obige Bedingung
fiir [ = 1 erfiillt ist, d.h., wenn in der Dezimaldarstellung von w jede Ziffer mit einer
Héufigkeit von 1/10 vorkommt.

Beispiel 8.9.5. Die Zahl % = 0,3333... ist nicht normal. Allgemein sind rationale Zahlen
nicht normal, da sie eine periodische Dezimalbruchentwicklung besitzen.
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Beispiel 8.9.6. Unbewiesene Vermutung: Die Zahlen

m = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751 . . .,
e = 2.7182818284590452353602874713526624977572470937000. . .,
log 2 = 0.6931471805599453094172321214581765680755001343602 . . .

sind normal.

Beispiel 8.9.7. Unbewiesene Vermutung: Jede algebraische Zahl ist normal, sofern sie nicht
rational ist. Zum Beispiel ist die Zahl

V2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696 718753769 . . .
normal.

Beispiel 8.9.8. Die Champernowne-Zahl entsteht durch die Aneinanderreihung aller natiir-
lichen Zahlen in ihrer Dezimaldarstellung:

0.123...91011...192021...99100101...

Man kann zeigen, dass diese Zahl normal ist.

Satz 8.9.9 (Borel, 1909). Sei A C [0,1] die Menge der normalen Zahlen. Dann ist das
Lebesgue-Mafs von A gleich 1. D.h., fast jede Zahl ist normal.

Beweis. SCHRITT 1. Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P), wobei Q =
(0,1), F die o-Algebra der Borel-Teilmengen von (0,1) und P das Lebesgue-Mafk ist. Fiir
alle £ € N sei
Xi(w) = wg
die k-te Ziffer von w € (0,1). Dann ist X} eine Zufallsvariable auf €.
Wir zeigen nun, dass die Zufallsvariablen X7, X5, ... unabhéngig und gleichverteilt auf {0, ..., 9}
sind. Betrachte fiir ein beliebiges m € N und eine Ziffernfolge (b1, ...,b,) € {0,...,9}™ die
Menge
{w € (O, 1) : X1<(.U) = bl; R ,Xm(W) = bm}
Diese Menge ist ein Intervall mit Endpunkten
Die Léange des Intervalls ist somit 107"™. Es gilt somit
PX,=0by,...,Xm =0y =10"".
Sei nun ¢ € {1,...,m} fest und betrachte die Menge
{we (0,1): X;(w) = b}
Das ist die Menge aller w, die in der Dezimaldarstellung an der i-ten Stelle die Ziffer b;
haben. Fiir die ersten ¢ — 1 Stellen gibt es 10°~! Moglichkeiten, die Ziffern zu withlen. Diese
Menge ist somit eine Vereinigung von 10°~! Intervallen der Linge 10~%. Somit ergibt sich fiir
die Wahrscheinlichkeit dieser Menge:
. ) 1
PX;=0b]=10""-10"" = —.
[ ) 10
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Daraus folgt, dass die Zufallsvariable X; gleichverteilt auf {0,...,9} ist. Auferdem gilt fiir
alle m € N und alle (by,...,b,) €{0,...,9}™

PXy=0b1,..., X =bp) =107 =P[Xy =by] ... - P[X,,, = by).
Daraus folgt, dass die Zufallsvariablen X, X5, ... unabhéngig sind.

SCHRITT 2. Die Idee ist nun, das starke Gesetz der grofen Zahlen folgendermafen zu be-
nutzen. Es gilt z.B. fiir jede Ziffer a € {0,1,...,9}:

1 Z"
— ﬂXk:a f—) E[]le:a] = P[Xl = a] = —,
n 1 n—00

Das zeigt schon mal, dass fast jede Zahl einfach normal ist. Wir werden nun diese Argumen-
tation auf Ziffernfolgen beliebiger Lénge [ ausweiten.

SCHRITT 3. Wir betrachten eine Ziffernfolge (ay,...,a;) € {0,...,9}' der Linge [. Wir
definieren die Zufallsvariablen

0) ._ :
qu — ]lXi-H»l:al’ ey Xi-l+l:al7 1= 07 17 27 sy
und, allgemeiner,
() ._ - .
ZZ‘ — 1X¢.1+j+1=a1, vy X jri=ap 1= 07 17 27 ceey J = OJ s 7l -1

Diese Zufallsvariablen sind folgendermafien zu verstehen: Man unterteile alle Ziffern einer
Zahl w in “Pakete” der Lange [, wobei das erste “Paket” an der Stelle j + 1 startet, und
betrachte das i-te “Paket”. Entspricht dieses der Ziffernfolge (ai,...,q;), so ist Zi(j) =1
Sonst ist ZZ-(j) = 0.

Fiir alle j € {0,...,] — 1} sind die Zufallsvariablen Zéj), Zy), ZQ(j), ... unabhéngig und iden-
tisch verteilt. Mit dem starken Gesetz der groften Zahlen erhalten wir folgendes: Es gibt eine
Menge B(l,j,a1,...,a;) C (0,1) mit Lebesgue-Mak 0, so dass fiir alle w ¢ B(l, j,a1,...,q)
gilt:

I 0 ) _ g0t
lim =S Z9(w) = EZY = 107",
nggon; 7 (w) = EZ;

Die Hiufigkeit der Ziffernfolge (ay, ..., a;) ist also 107!, allerdings werden dabei nur “Pakete”
beriicksichtigt, die an den Stellen 5 + 1,7 +1+ 1,7 + 1+ 2[,... anfangen. Da dies aber fiir
jedes j € {0,...,l — 1} gilt, erhalten wir, dass fiir alle w ¢ Ué;lo B(l,j,a1,...,q)

n

1
hm—§ Iy, .. — o (w) =1071
nesoo 1 i Xk+1=0a1, -y Xk+l—al( )

Nun definieren wir die “Ausnahmemenge”

B:= ] U U B(l,j,ay,...,a) C (0,1).

leN j=0 A1 ,eeny (116{0 ..... 9}

Jede Zahl w, die nicht in B liegt, ist normal. Da B eine abzdhlbare Vereinigung von Nullmen-
gen ist, ist das Lebesgue-Mafs von B gleich 0. Das Komplement von B hat also Lebesgue-Maf
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1, und alle Zahlen darin sind normal. Somit ist das Lebesgue-Mafs der Menge der normalen
Zahlen gleich 1. 0

Erneuerungssatz. Man betrachte ein Gerét (etwa eine Glithbirne), dessen Lebensdauer
eine Zufallsvariable X; > 0 ist. Sobald das Gerét kaputt geht, wird es durch ein neues Gerét
ersetzt, dessen Lebensdauer eine Zufallsvariable X, > 0 ist. Sobald das zweite Gerét kaputt
geht, wird es durch ein drittes Gerét ersetzt, usw. Wir nehmen an, dass X;, Xs,... (die
Lebensdauern der Geréte) unabhéngige Zufallsvariablen sind, da ein Gerét nichts von der
Lebensdauer eines anderen wissen kann. Auflerdem nehmen wir an, dass X, Xo, ... identisch
verteilt sind, etwa weil die Gerdte vom gleichen Hersteller sind bzw. die gleiche Qualitat
haben.

Seien also X7, X5,... : € — R unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
positiven Werten, d.h. P[X}, > 0] = 1. Die Zufallsvariable S,, = X; + ... + X,, heift die n-te
Erneuerungszeit. Zum Zeitpunkt S, geht das n-te Gerat kaputt und wird durch das n + 1-te
Gerét ersetzt. Es gilt 0 < 57 < Sy < .... Mit

N(T) =) ls,cr, T3>0,
n=1

bezeichnen wir die Anzahl der Erneuerungen im Zeitintervall (0, 7).

Satz 8.9.10 (Erneuerungssatz). Es gilt:

N(T) f_s> 1
T Tow EX,

Wir werden den Satz nicht beweisen. Die Aussage ist allerdings sehr intuitiv: die Lebensdauer
eines Geréts ist im Durchschnitt gleich EX;, also verbraucht man im Zeitintervall (0,7")
ungefahr T /EX; Gerite, jedenfalls dann, wenn T grof ist. Es gilt also die Approximation

N(T) 1

T T EX;
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KAPITEL 9

Ungleichungen

9.1. Jensen-Ungleichung

Definition 9.1.1. Eine Funktion g : R — R heifst konvex, wenn man fiir jedes g € R
ein Ky = Koy(zp) € R finden kann, so dass fiir alle z € R gilt:

9(x) > g(z0) + Ko(z — m0).

Bemerkung 9.1.2. Eine Funktion g(z) ist also genau dann konvex, wenn der Graph von g
die folgende Eigenschaft besitzt: zu jedem zy konnen wir eine Gerade finden, die durch den
Punkt (zg, f(z0)) geht und die Eigenschaft hat, dass der Graph von g komplett oberhalb
dieser Geraden liegt. Die Zahl K{ heifst das Subdifferential von g an der Stelle zy und ist
nicht immer eindeutig bestimmt. Falls ¢ differenzierbar ist, dann kann Ky durch Ky = ¢'(x0)
festgelegt werden.

Satz 9.1.3 (Jensen-Ungleichung). Sei g eine konvexe Funktion und X eine Zufallsva-
riable mit X € L', g(X) € L'. Dann gilt:

¢(EX) < E[g(X)). (9.1.1)

Beispiel 9.1.4. Wir betrachten eine Zufallsvariable X, die n Werte x1, zo, . .., x,, mit einer
Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/n annimmt. Der Erwartungswert ist dann das arithmetische
Mittel der z;, also
1+ ... +xy

- .
Dann besagt die Jensen-Ungleichung fiir diesen Spezialfall, dass fiir jede konvexe Funktion

g gilt

EX =

g<$1+...+xn> < g(x) + ...+ g(z,)
n n
Beweis von Satz 9.1.3. Wir setzen in die Definition der Konvexitit zo = EX, z = X ein.
Dann existiert laut Definition ein Ky € R mit der Eigenschaft, dass
9(X) = g(EX) + Ko(X — EX).
Nun bilden wir den Erwartungswert:
Elg(X)] > Elg(EX)] + KoE[X — EX] = g(EX) + Ko (EX — EX) = g(EX).
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9.2. Ljapunow-Ungleichung
Ein Spezialfall der Jensen-Ungleichung ist die Ljapunow-Ungleichung.

e )
Satz 9.2.1 (Ljapunow-Ungleichung). Seien 0 < s < ¢ und sei X eine Zufallsvariable.
Dann gilt

1 1
5 t

E[IXID* < (EIX]T)*.

( M)

Definition 9.2.2. Sei p > 0. Die LP-Norm einer Zufallsvariable X ist definiert durch
11, = (E[XP)?.

Bemerkung 9.2.3. Mit dieser Notation besagt die Ljapunow-Ungleichung, dass

1 X s < | X]e, 0<s<t.

Beispiel 9.2.4. Wir betrachten eine Zufallsvariable X, die n Werte x1, 2o, ..., 2, > 0 mit
Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/n annimmt. Dann besagt die Ljapunow-Ungleichung, dass

1 1

i+ .+ ad\ e A S S

(—) < (—) D <s<t
n n

Dies ist die klassische Ungleichung der verallgemeinerten Mittel. Setzen wir nun s = 1 und

t = 2, so erhalten wir die Ungleichung zwischen dem arithmetischem und dem quadratischem

Mittel:
Tid AT [22 4+ ...+ a2
n - n '

Beispiel 9.2.5. Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum [0, 1] mit der Borel-o-Algebra
und dem Lebesgue-Maf. Sei f : [0,1] — R eine messbare Funktion. Dann besagt die Unglei-
chung von Ljapunow, dass

(/01|f(z)|8dz)i < (/01|f(z)|tdz>i7 0<s <t

Beweis von Satz 9.2.1. Wir fiihren den Beweis mit Hilfe der Jensen-Ungleichung. Sei

g(y) = |y|*. Dann ist g konvex, denn L > 1. Setzen wir nun Y = |X|* und nutzen die

Jensen-Ungleichung, so erhalten wir
g9(EY) <E[g(Y)].
Da g(Y) = (|X|*)s = | X]Y, ist dies ist &quivalent zu
EIX1D: <EIX]T.

Daraus ergibt sich die Ljapunow-Ungleichung, wenn man die 1/¢-te Potenz der beiden Seiten
betrachtet. 0
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9.3. Young-Ungleichung

Satz 9.3.1 (Young-Ungleichung). Seien p,q > 1 mit der Eigenschaft, dass 1/p+1/q = 1.

Dann gilt fiir alle a,b > 0:
al b
ab < —+ —.
b q

Beispiel 9.3.2. Seien p = ¢ = 2. Dann erhalten wir die Ungleichung ab < “2?2. Diese

Ungleichung kann man schnell beweisen, indem man alle Terme auf die rechte Seite bringt:
0<i(a—0b)>
=3

Beweis. Wir betrachten die Funktion y = 2P~!, x > 0. Dabei handelt es sich, da p > 1 ist,

um eine monoton wachsende Funktion. Die Umkehrfunktion lautet

e S |
r=yr1 =yt

Also hat die Umkehrfunktion eine &hnliche Form wie die Ausgangsfunktion. Graphisch ergibt

sich \
ab §/ a:p_ldx—i—/ yq_ldy.
0 0

Daraus ergibt sich die Young-Ungleichung. O

9.4. Holder-Ungleichung

Satz 9.4.1 (Holder-Ungleichung). Seien p,¢ > 1 mit 1/p+ 1/q = 1. Seien X € L? und
Y € L9 Zufallsvariablen. Dann gilt

E[XY]] < (B[ X )7 - (B[[Y|])7 .

Bemerkung 9.4.2. Aquivalente Schreibweise:
XYl < 1XTlp - 1Y 1lq-
Insbesondere folgt aus X € L? und Y € L9, dass X - Y € L%
Bemerkung 9.4.3. Mit p = g = 2 erhalten wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[ XY [l < [[X]l2 - Y]] (9.4.1)

Beweis von Satz 9.4.1. Falls ||.X||, = 0, so gilt E[|X|?] = 0. Dann ist X = 0 fast sicher
und daher auch X - Y = 0 fast sicher. In diesem Fall gilt die Holder-Ungleichung, da 0 < 0.
Falls ||Y||, = 0, so gilt die Holder-Ungleichung, analog zu vorherigem Fall, ebenso.

Seien nun also || X||, # 0 und ||Y||, # 0. Wir fithren die folgenden Zufallsvariablen a und b

ein:
X Y

a= =, = .
Xl 1Yl
Dann gilt:
Ela*] =1, E[p] =1.
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Mit der Young-Ungleichung erhalten wir

p q 1 1
E[ab]gE[a—]jLE{b—] e
P 7] p g

Durch Einsetzen von a und b folgt

(XY }
E| ot | <1
{Ilelp' Y1l

Da || X||,-||Y ||, eine Konstante ist, darf man den Term aus dem Erwartungswert herausziehen,
was zu unserer Behauptung fiihrt:

E[X Y] < |[X]lp - Y lg-
O

Beispiel 9.4.4. Sei Q = {1,...,n} ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit P[{w}] = 1/n
fiir alle w € Q. Betrachte zwei Zufallsvariablen X,Y : 2 — R mit

X(k?) = Tk, Y(]{?) = Yk, T, Yk € R.

Indem wir X und Y in die Holder-Ungleichung einsetzen, erhalten wir

n n % n é
Z |2y < (Z |$i’p) : (Z |yi‘q> .
i1 i1 i1

Dies ist die klassische Form der Hélder-Ungleichung fiir Summen.

Beispiel 9.4.5. Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum Q = [0, 1] mit der Borel-o-Algebra
und dem Lebesgue-Mafs. Seien f, g : [0,1] — R zwei messbare Funktionen. Indem wir X = f
und Y = g in die Holder-Ungleichung einsetzen, erhalten wir

[ 1@< ([ rf<z>|pdz)’l’ (f |g(z)|qdz)3 |

Dies ist die klassische Form der Hélder-Ungleichung fiir Integrale.

9.5. Minkowski-Ungleichung

Satz 9.5.1 (Minkowski-Ungleichung). Sei p > 1 und seien X,Y € L? Zufallsvariablen.
Dann gilt
1 1 1
EX+YP)» < (E[X[D)? + E[[Y])>.

Bemerkung 9.5.2. Aquivalente Schreibweise:
X+ Yl < 1X1p + 1Y,
Die Minkowski-Ungleichung ist also eine Dreiecksungleichung fiir die LP-Norm.
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Beispiel 9.5.3. Sei Q2 = {1,...,n} ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit P[{w}] = 1/n
fiir alle w € Q. Betrachte zwei Zufallsvariablen X,Y : {2 — R mit

X (k) = xy, Y (k) = yy, T, Yr € R.

Indem wir X und Y in die Minkowski-Ungleichung einsetzen, erhalten wir

n : n . n :
(z it ym) < (z w) N (z w)
=1 =1 =1

Dies ist die klassische Minkowski-Ungleichung fiir Summen. Fiir p = 2 ist dies genau die
klassische Dreiecksungleichung, die besagt, dass die Lénge einer Summe von zwei Vektoren
nicht grofser sein kann, als die Summe der Léangen der beiden Vektoren:

(Sre) <)+ (824)

Beispiel 9.5.4. Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum Q = [0, 1] mit der Borel-o-Algebra
und dem Lebesgue-Mafs. Seien f, g : [0,1] — R zwei messbare Funktionen. Indem wir X = f
und Y = g in die Minkowski—Ungleichung einsetzen, erhalten wir

([ 15r+0tc |pdz) <([ e |pdz);+(/01|g<z>|pdz)’l’

Dies ist die klassische Form der Minkowski-Ungleichung fiir Integrale.

Beweis von Satz 9.5.1. Sei zundchst p = 1, dann gilt mit der Ungleichung |X + Y| <
[ XT+1Y]:
EX +Y|<E(X|+|Y]) =E|X|+E|Y].
Also gilt die Minkowski-Ungleichung.
Nun betrachten wir den Fall p > 1. Wir definieren ¢ = - > 1. Mit dieser Wahl von ¢ gilt

die Relation 2 ot E = 1. Wir wenden nun die Unglelchung ]X +Y| < |X|+ |Y| und danach
die Holder-Ungleichung an:

E|X +Y]P]=E[X + Y[ | X +Y|]
<E[X+YP ' I X[|+E|X +Y]P |V
1
< (E[X + Y| D)7 || X, + (E[| X + Y|® D7)
= (E[X + YD) (X[, + [[Y]]p) -
Mit 1 — % = ]lj erhalten wir

Q=

Y [l

(E[X + Y PNy <[ Xl + [Vl

9.6. LP-Raume und LP-Konvergenz
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Definition 9.6.1. Sei p > 0. Sei X eine Zufallsvariable. Wir schreiben X € L”  wenn
E[|X|P] < co. Die LP-Norm von X € LP ist definiert durch

1X1l, = (E[| X)) .

Bemerkung 9.6.2. Die Ljapunow-Ungleichung beasgt, dass
| X|ls < || X||¢, wenn 0 < s < ¢.
Somit sind die LP-Raume ineinander geschachtelt: L® D L', wenn s < t. Insbesondere gilt
L'>L*>LP> ...,

Wir haben friiher bereits gezeigt und sehr oft benutzt, dass L' D L?. (Wenn eine Zufallsva-
riable eine Varianz besitzt, dann besitzt sie auch einen Erwartungswert).

Bemerkung 9.6.3. Fiir p > 1 ist L? ein Vektorraum, denn

(1) Fiir X € LP und A € R ist auch \X € LP.
(2) Fiir X € LP und Y € L? ist auch X +Y € LP.

Die zweite Eigenschaft folgt aus der Minkowski-Ungleichung, denn
X+ Yl < [ X]lp + 1Yl < oo

Fir p < 1 ist L” im Allgemeinen kein Vektorraum.

Definition 9.6.4. Sei p > 1. Der LP-Abstand zwischen zwei Zufallsvariablen X € L?
und Y € LP ist )
dp(X,Y) = | X = Y|, = (E[|X = Y]7])».

Bemerkung 9.6.5. Fiir X, Y € L? ist der LP-Abstand || X —Y||, endlich. Das folgt aus der
Minkowski-Ungleichung;:
X =Yllp < 1Xllp + | = Yy = [[X]lp + [[Y]l, < o0

Bemerkung 9.6.6. Fiir p > 1 ist der LP-Abstand eine Metrik, denn es gilt

(1) d,(X,Y) =0 genau dann, wenn X =Y fast sicher.

(2) dp(X,Y) = dy(Y, X).

(3) dp(X, Z2) < dp(X,Y) + dp(Y, Z).
Die letzte Eigenschaft folgt aus der Minkowski-Ungleichung, wobei hier p > 1 benutzt wird.
Somit erfiillt der LP-Raum die drei Axiome eines metrischen Raumes bis auf eine Kleinigkeit:
Es kann sein, dass d,(X,Y) = 0 und dennoch X # Y. Deshalb macht man eine Konven-
tion: man betrachtet zwei Zufallsvariablen als identisch, wenn sie fast tberall gleich sind.
Dann gelten alle drei Eigenschaften eines metrischen Raumes. Ist aber p < 1, so gilt die
Dreiecksungleichung nicht.
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Definition 9.6.7. Eine Folge X7, X5, ... von Zufallsvariablen konvergiert in LP gegen
eine Zufallsvariable X, wenn X, X7, X,,... € L? und

Tim [ X = X, = 0.

Bemerkung 9.6.8. Aquivalente Schreibweise: lim,, ;o E[|X — X,,|] = 0.

Notation 9.6.9. X, o x

n—o0

Bemerkung 9.6.10. Aus der Ljapunow-Ungleichung folgt, dass

Lt L
X, — X=X, — X, wenn s < t.

n—0o0 n—oo

Daher gelten folgende Implikationen zwischen den LP-Konvergenzen:
'elP<elPe=. ...

Wenn man die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit als L°-Konvergenz und die gleichméRige
Konvergenz als L*>°-Konvergenz betrachtet, dann kan man dieses Schema vervollstandigen:

e« ?<[3<.. .. <L~
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KAPITEL 10

Analytische Methoden

Es seien unabhéangige Zufallsvariablen Xi, ..., X, gegeben. Die Verteilungen dieser Zufalls-
variablen seien bekannt. Wie bestimmt man dann die Verteilung der Summe X; + ...+ X,7
Man kann die Faltungsformel benutzen, jedoch ist diese ziemlich kompliziert, besonders dann,
wenn n grof ist. In diesem Kapitel werden wir Methoden einfiihren, die dieses Problem auf
eine viel elegantere Weise 16sen, als die Faltungsformel.

10.1. Erzeugende Funktion

e M

Definition 10.1.1. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Ny = {0,1,2,...}. Wir
schreiben p, = P[X = n] fir n € Ny. Dann heifst

gx(2) L E[2¥] = pas”
n=0

die erzeugende Funktion von X.
. J

( N
Satz 10.1.2. Die obige Reihe konvergiert absolut fiir z € [—1, 1] und es gilt |[gx(2)] < 1
fur alle z € [—1,1]. Auferdem gilt gx(1) = 1.

(. J

Bemerkung 10.1.3. Die erzeugende Funktion ist also wohldefiniert auf dem Intervall [—1, 1].
Es ist bekannt, dass die Summe einer Taylor-Reihe eine unendlich oft differenzierbare Funk-
tion im Konvergenzbereich der Reihe ist. Somit ist gx(z) unendlich oft differenzierbar. Ei-
gentlich kann man gy (z) sogar fiir komplexe Werte von z betrachten, dann ist gx sogar eine
analytische Funktion im Einheitskreis |z| < 1.

Beweis von Satz 10.1.2. Sei z € [—1, 1]. Um die absolute Konvergenz zu zeigen, betrachten

wir die Reihe
2P <D =1
n=0 n=0
Somit ist die Reihe absolut konvergent. Es gilt
DD BITEIPS SO
n=0 n=0 n=0

Aufterdem gilt gx (1) = >~ pn = L. O
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Satz 10.1.4. Fiir jedes n € Ny gilt

Bemerkung 10.1.5. Aus diesem Satz folgt, dass die Verteilung einer Zufallsvariable ein-
deutig durch die erzeugende Funktion definiert ist. D. h.: sind X und Y zwei Zufallsvariablen
mit gx(z) = gy(z) fir alle z € [—1, 1], so sind die Verteilungen von X und Y gleich, d.h.
es gilt P[X = n] = P[Y = n] fiir alle n € Ny. Insbesondere sind alle Charakteristika einer
Zufallsvariable, wie beispielsweise der Erwartungswert oder die Varianz, in der erzeugenden
Funktion versteckt.

Beweis von Satz 10.1.4. Wir konnen eine konvergente Taylor-Reihe termweise n-mal

ableiten: o
R0 = (S) = e
k=0 k=0

Dabei ist

0, k <mn,

(zF) ™ = ¢ nl, k=n,

k(k—1)...(k—n+ 1)z k>n.

Indem wir nun z = 0 einsetzen, erhalten wir gg?)(O) = nlp,. O

Warum betrachten wir iberhaupt erzeugende Funktionen? Weil sie uns erlauben, die Faltung
in ein Produkt umzuwandeln. Das wird im néchsten Satz gezeigt.

Satz 10.1.6. Seien X,Y unabhéngige Zufallsvariablen mit Werten in Ny. Dann gilt:
Ix+v(2) = gx(2) - gv(2), ze€[-1,1].

Erster Beweis. Mit der Definition der erzeugenden Funktion erhalten wir
gx+v(2) =E[7 ] =E[2% 2] =E [2"] - E [¢"] = gx(2) - gv (2),

wobei wir benutzt haben, dass X und Y (und somit auch z* und 2¥) unabhingig sind. O
Zweiter Beweis. Wir wihlen die folgende Notation:

pn =P[X =n] und ¢, = P[Y =n].

Mit der Faltungsformel erhalten wir dann
o =PX+Y =n]= ZPan—k-
k=0

Nun multiplizieren wir die erzeugenden Funktionen:

9x(2)gy(2) = (Zpkzk) <Z QZZZ> = Z ( kan—k) 2" = Zrnz" = gx+v(2).

k= n=0
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Beispiel 10.1.7. Sei X ~ Poi()\). Dann gilt: gx(z) = e**=1.
Beweis. X ~ Poi()) heift, dass p, = P[X = n] = e™*2% fiir n € Np. Somit gilt

- A" - - z z—
gX(Z):Z A Z )\Z A )\ :e)\( 1)'
n=0
Beispiel 10.1.8. Seien X; ~ Poi(A;) und X5 ~ P01()\2) unabhéngige Zufallsvariablen. Dann
gilt:

X1 + X2 ~ POI()\l + )\2)

Beweis. Wir berechnen die Verteilung von X; + X, nicht direkt mit der Faltungsformel,
sondern benutzen die erzeugende Funktion. Die erzeugende Funktion von X; + X5 ist

gX1+X2<Z) = 0x; (z) " 9Xs (Z>7 da le X unabhéingig
= METD G da X ~ Poi()\)
eM1tA2)(z—1)

Auf der rechten Seite erkennen wir die erzeugende Funktion einer Poi(A; + A2)-Verteilung.
Die erzeugende Funktion von X; + X, stimmt also mit der erzeugenden Funktion einer
Poi(A; + Ag)-Verteilung iiberein. Da nun die erzeugende Funktion einer Zufallsvariable ihre
Verteilung eindeutig bestimmt, muss gelten: X; + X5 ~ Poi(A; + A2). O

Beispiel 10.1.9. Man wiirfelt mit einem fairen Wiirfel n = 100 Mal. Wir bestimmen die
Wahrscheinlichkeit, dass die Augensumme gleich 350 ist.

Losung. Wir bezeichnen die Augenzahlen in den einzelnen Wiirfen mit X, ..., X,,. Dann
ist jedes X}, uniform verteilt auf {1,...,6}. Folglich ist die erzeugende Funktion von jedem
X} gegeben durch

1
ng(t):6(t+t2+t3+t4+t5+t6), ke{l,....,n}.

Wegen der Unabhéingigkeit der Wiirfe ist die erzeugende Funktion der Augensumme S :=
X5+ ...+ X, gegeben durch

1
— (Pt O

g5(t) = gx, () - gx,(8) =

Es sei bemerkt, dass gs(t) ein Polynom in ¢ ist. Uns interessiert die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses {S = 350}, also der Koeffizient von *** in diesem Polynom. Obwohl es dafiir
keine einfache geschlossene Formel gibt und eine Rechnung per Hand zu lange dauern wiirde,
konnen Programme wie MATLAB oder Mathematica den Koeffizienten ohne Schwierigkeiten
ausrechnen:

]P)[S — 350] — 211626289699720876779325110056760077261291341544525363062928447069862398743 ~ 0 0233226
9073869770834318140231809266084136396349218201013262104764888421798571409408 : .
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O

Wie zuvor schon erwéhnt, steckt die gesamte Verteilung von X, insbesondere der Erwartungs-
wert und die Varianz, in der erzeugenden Funktion. Nun zeigen wir, wo der Erwartungswert
und die Varianz versteckt sind.

( )

Definition 10.1.10. Sei X eine Zufallsvariable. Dann heiflen die Zahlen
]E[X],]E[XZ], L EXT, ..

Momente von X.
N\ J

( N

Satz 10.1.11. Fiir jedes n € Ny gilt
EX(X -1)... (X —n+1)] =4P).

Bemerkung 10.1.12. Dies ist an sich kein Moment, aber X" steckt in diesem Erwartungs-
wert drin und wir kénnen damit letztendlich E[X™] rechnerisch isolieren.

Beispiel 10.1.13. Zwei Spezialfille dieser Formel sind:
EX =gkx(1), n=1,
E[X(X —1)] = g4(1), n=2
Damit lasst sich nun die Varianz berechnen:
Var X = E[X?] — (EX)?
=EX(X - )]+ EX — (EX)?
— (1) + gh (1) — (g (1)
Bemerkung 10.1.14. Die erzeugende Funktion ist im Allgemeinen nur fiir |z| < 1 definiert.

Daher miissen wir uns die Ableitung der erzeugenden Funktion an den Stellen +1 als eine
einseitige Ableitung vorstellen.

Beweis von Satz 10.1.11. Wir leiten die Taylor-Reihe gx(z) n-mal termweise ab:

00 =S D =3 e k(k = 1) (k=4 1)25
k=0 k=n
Nun setzen wir z = 1 ein:
M) =3 pk(k—1) . (k—n+1) =E[X(X —1)...(X —n+1)].
k=0

Im letzten Schritt wurde die Transformationsformel fiir den Erwartungswert verwendet. [J

Beispiel 10.1.15. Sei X ~ Poi(\). Wir haben bereits gezeigt, dass gx(z) = e’*~V. Es gilt
also fiir jedes n € N

EX(X —1)-...- (X —n+1)] = g{(1) = (X)™] _ = wmedeD| =,

z=1
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Damit kann man den Erwartungswert und die Varianz von X berechnen:

EX = g(1) = A,
Var X = g (1) + g (1) — (ghe(1))? = N2+ A= X = &

10.2. Summen mit einer zufilligen Anzahl von Summanden

Beispiel 10.2.1. Einer Versicherung werden N Schiaden gemeldet. Dabei sei N eine Zu-
fallsvariable mit Werten in Ny = {0, 1,2,...}. Die einzelnen Schadenhthen seien ebenfalls
zuféllig und mit X, X5, ... bezeichnet. Der Gesamtschaden belduft sich also auf

Dabei besteht die Summe S aus einer zufilligen Anzahl (ndmlich N) an Summanden. Die
Summanden sind ebenfalls zuféllig. Wie bestimmt man die Verteilung von S7

s B\
Satz 10.2.2. Die folgenden Bedingungen seien erfiillt:
(1) N, X3, X, ... sind unabhéngige Zufallsvariablen mit Werten in Nj.
(2) X1, Xs, ... sind identisch verteilt.
Dann lasst sich die erzeugende Funktion der Summe S = X; + ... + Xy wie folgt
berechnen:
95(2) = gn(9x,(2)), 2z €[-1,1].

(. J

Bemerkung 10.2.3. Ist N = n konstant (und nicht zuféllig), so erhalten wir die Formel
gs(z) = (gx,(2))™. Diese Formel folgt direkt aus Satz 10.1.6, denn

95(2) = 9x1t.4x.(2) = 9x:(2) - - 9x,.(2) = (9, (2))"
Beweis. Wir benutzen die Notation p, = P[N = n| fiir n € Ny. Nun verwenden wir die
Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

k=0
:Z(ZPX1+ +XN_1<:|J\f_n]p)-z’c
k=0
:i(iPXl—l— + X, = k|N =n] p>~zk.
k=0



Da nun das Ereignis {N = n} vom Ereignis {X; + ... + X,, = k} unabhéngig ist, erhalten
wir

gs(z):i(iP[X1+...+Xn:k]-pn> 2k

k=0 \n=0

=> pn- (Zz’“-]}D[X1+...+Xn—k]>
n=0 k=0

= an X1+ X0 (2)-
n=0

Nun sind die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhingig und identisch verteilt, somit erhalten
wir

95(2) = D pal9x:(2))" = g (9, (2)).

l

Korollar 10.2.4 (Wald-Identitét). Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 10.2.2
gilt
E[X; + ...+ Xy] = E[N] - E[X].

Beweis. Ubung. U

Bemerkung 10.2.5. Im Beispiel mit der Versicherung kann man den erwarteten Gesamt-
schaden berechnen, indem man die erwartete Anzahl an gemeldeten Schiden mit der zu
erwarteten jeweiligen Schadenshohe multipliziert.

Aufgabe 10.2.6. Eine Teilchenquelle emittiert N Teilchen. Dabei sei N eine mit Para-
meter A > 0 Poisson-verteilte Zufallsvariable. Jedes Teilchen wird (unabhéngig von allen
anderen Teilchen und unabhéngig von der Anzahl der emittierten Teilchen) mit Wahr-
scheinlichkeit p von einem Zahler registriert (und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p nicht regis-
triert). Es sei X die Anzahl der registrierten Teilchen. Bestimmen Sie P[X = k] fiir alle
k€ {0,1,2,...}. Welche Verteilung hat X7

10.3. Verzweigungsprozesse

Einen Verzweigungsprozess (auch Galton—Watson Prozess genannt) kann man sich als ein
Modell fiir eine Kettenreaktion vorstelllen. Hier folgt die Beschreibung dieses Modells. In Ge-
neration 0 gibt es 1 Teilchen. Dieses Teilchen erzeugt eine zuféllige Anzahl T6chterteilchen,
die zu Generation 1 gehoren. Jedes Teilchen in Generation 1 erzeugt eine zuféllige Anzahl
Tochterteilchen, die zu Generation 2 gehoren, usw. Dabei wird vorausgesetzt, dass sich alle
Teilchen unabhéngig voneinander verhalten. (Die Anzahl der Tochterteilchen, die ein Teil-
chen produziert, ist also unabhéngig davon, wieviele T6chterteilchen die anderen Teilchen
produzieren). Wir bezeichnen mit p, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen k& Téchter
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erzeugt. Wir nehmen an, dass sich diese Wahrscheinlichkeiten nicht von Teilchen zu Teilchen
andern.

Nun geben wir eine prézisere Beschreibung des Modells. Es sei eine Zahlenfolge pg, p1, ...
gegeben, so dass

(1) po;p1,--. > 0.

Es seien X, ,, i € N, n € Ny, unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit P[X;,, =
k] = pg. Dabei soll X;, die Anzahl der Tochterteilchen des Teilchens ¢ in Generation n

bezeichnen. Definiere nun Zufallsvariablen Z,, 71, ... induktiv durch Z; = 1 und
Zn
Zni1 =Y Xin. (10.3.1)
i=0

Somit ist Z,, die Anzahl der Teilchen in Generation n. Wie bestimmt man nun die Verteilung
von Z,7

Satz 10.3.1. Sei g(t) = > -, prz". Dann gilt fiir die erzeugende Funktion von Z,,:
92,(8) = 9(g(.-. 9(t)...))  (n-mal).

Beweis. Fiir n = 0 gilt gz, (t) = ¢, denn Z; = 1. Die erzeugende Funktion von X, ist g.
Wendet man nun Satz 10.2.2 auf die Formel (10.3.1) an, so erhélt man

9Zns (1) = 92, (9(1)).

Wendet man das induktiv an, so erhélt man die Aussage des Satzes. U
Wir kénnen den Erwartungswert von Z,, bestimmen.

Satz 10.3.2. Sei p:=E[X;o] =Y, ,prk. Dann gilt
E[Z,] = p™.

Bemerkung 10.3.3. Diese Formel ist nicht iiberraschend. Jedes Teilchen erzeugt im Durch-
schnitt p Tochterteilchen fiir die néchste Generation. Jede Generation ist also im Durch-
schnitt p-Mal so grof wie die vorherige. Daher gilt E[Z,] = u™.

Beweis. Fiir n = 0 ergibt sich nach Definition E[Z;] = 1 = u°. Wendet man die Wald-
Identitat auf die Formel (10.3.1) an, so erhdlt man

E[Zy1] = E[Z,] - E[X1,,] = E[Z,] - p.

Wendet man das induktiv an, so erhélt man die Aussage des Satzes. 0

Definition 10.3.4. Die Aussterbewahrscheinlichkeit q ist definiert durch
g=PEneN:Z, =0].
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Wie lésst sich diese Aussterbewahrscheinlichkeit berechnen? Zunéchst einmal gibt es einen
trivialen Fall: Ist pg = 0, so erzeugt jedes Teilchen mindestens ein T6chterteilchen und der
Verzweigungsprozess kann nicht aussterben. Somit gilt in diesem Fall ¢ = 0. Im né&chsten
Satz betrachten wir den Fall p, > 0.

4 N
Satz 10.3.5. Sei pg > 0. Dann gilt:
(1) Ist u < 1 (der subkritische Fall), so gilt ¢ = 1.
(2) Ist p =1 (der kritische Fall), so gilt ¢ = 1.
(3) Ist u > 1 (der superkritische Fall), so ist ¢ die einzige Losung der Gleichung
9(q) = ¢ mit ¢ < 1. Es gilt also 0 < g < 1.

Bemerkung 10.3.6. Im subkritischen Fall p < 1 ist jede Generation im Durchschnitt
kleiner als die vorherige. Deshalb ist es nicht iiberraschend, dass der Verzweigungsprozess
mit Wahrscheinlichkeit 1 aussirbt.

Bemerkung 10.3.7. Im kritischen Fall ;4 = 1 ist jede Generation im Durchschnitt genauso
grofs, wie die vorherige. Es gilt also E[Z,,] = 1 fiir jedes n € Ny. Dennoch stirbt der Prozess
mit Wahrscheinlichkeit 1 aus. Das kann man sich intuitiv so vorstellen: eine Generation, die
im Durchschnitt aus einem Teilchen besteht hat eine gewisse positive Wahrscheinlichkeit, kein
einziges T6chterteilchen zu produzieren. Da diese Wahrscheinlichkeit nun zu jedem Zeitpunkt
besteht, wird irgendwann tatsachlich kein einziges T6chterteilchen erzeugt und der Prozess
stirbt aus. Im kritischen Fall gilt lim, ., Z, = 0 f.s. (weil Z,, mit Wahrscheinlichkeit 1 ab
irgendwann gleich 0 ist). Dabei ist E[Z,] = 1 fiir jedes n € Ny. Hier sehen wir, dass nicht
immer E[lim,, o Z,] = lim, . E[Z,] gelten muss.

Bemerkung 10.3.8. Im superkritischen Fall 1 > 1 ist jede Generation im Durchschnitt gro-
Ker, als die vorherige. Die Aussterbewahrscheinlichkeit ist kleiner als 1. Es sei aber bemerkt,
dass auch ein superkritischer Verzweigungsprozess mit positiver Wahrscheinlichkeit ausster-
ben kann. Das geschieht zum Beispiel dann, wenn das allererste Teilchen keine Nachkommen
produziert. Das passiert mit Wahrscheinlichkeit pg, also ist ¢ > po.

Beweis von Satz 10.3.5. Ist die n-te Generation ausgestorben, so sind auch alle nachfol-
genden Generationen leer. Deshalb gelten folgende Inklusionen von Ereignissen:

{Z1 =0} Cc{Z, =0} Cc{Z3=0}C....
Es sei ¢, die Wahrscheinlichkeit, dass die n-te Generation leer ist:

4n =P[Z, = 0] = 97,(0) = g (g(...9(0))...)  (n-mal).

Dabei ist g(z) = > oo, pr2" die erzeugende Funktion der Anzahl der Nachkommen eines
Teilchens. Mit dem Satz iiber die Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit gilt

q=PlUy {Z, =0} = lim P[Z, =0] = lim g (g(...g(0))...) (n-mal).

n—oo n—oo

Der Rest des Beweises ergibt sich aus dem Bild. 0
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10.4. Momenterzeugende Funktion

Die erzeugende Funktion hat einen Nachteil: Sie kann nur fiir Zufallsvariablen, die ganz-
zahlige, nicht-negative Werte annehmen, definiert werden. Fiir Zufallsvariablen, die diese
Bedingung nicht erfiillen, miissen wir etwas anderes definieren.

Definition 10.4.1. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R. Dann heifst
mx(t) =Ele™] € (0,00], tER

die momenterzeugende Funktion von X.

Beispiel 10.4.2. Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte fx. Dann ist die
momenterzeugende Funktion gegeben durch

malt) = [ € fx(u)dy
R
Aufgabe 10.4.3. Zeigen Sie, dass mx(0) = 1.

Bemerkung 10.4.4. Ein Nachteil der momenterzeugende Funktion ist, dass sie auch den
Wert oo annehmen kann. Im schlimmsten Fall kann sie sogar {iberall +o00 sein bis auf den

trivialen Wert mx (0) = 1. Es sei z.B. X Cauchy-verteilt, d.h. absolut stetig mit der Dichte
1 1
= - — R.
fX (y) T 1+ y2 ) y e

Dann gilt fiir die momenterzeugende Funktion:

1 1

142 1, t=0.

Man kann auch andere Verteilungen konstruieren, die die gleiche momenterzeugende Funk-
tion haben. Sei z.B. X’ absolut stetig mit Dichte fy/(f) = 3y *1jy>1. Dann gilt mx(t) =
mx(t) fir alle t € R. Wir sehen, dass die momenterzeugende Funktion die Verteilung einer

Zufalsvariable nicht eindeutig bestimmt.

Im weiteren werden wir voraussetzen, dass die momenterzeugende Funktion endlich in ei-
nem Intervall (—¢,¢) ist. Im néchsten Satz berechnen wir die Momente von X mithilfe der
momenterzeugenden Funktion.

Satz 10.4.5. Sei X eine Zufallsvariable mit mx () < oo fiir alle t € (—¢,¢) mit € > 0.
Dann gilt:
E[X"] = mP(0).

Beispiel 10.4.6. Fiir n =1 und n = 2 ergibt sich
m'x(0) = E[X], m/(0) = E[X?].
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Daraus ergibt sich die Formel fiir die Varianz:
Var X = m/(0) — (m/y(0))2.
Der obige Satz erklart auch die Bezeichnung “momenterzeugende Funktion” fiir mx. Die

Momente konnen ndmlich aus der erzeugenden Funktion als Ableitungen an der Stelle 0
extrahiert werden.

Idee des Beweises von Satz 10.4.5. Wir betrachten die n-te Ableitung von mx(t):
n (n) (n) n
m{ (1) = ()" = E |(¢*)"] = E[xX"e]

Setzen wir nun ¢ = 0 ein, so erhalten wir mg?)(()) = E[X"]. Allerdings haben wir hier
den Erwartungswert mit dem Ableitungsoperator vertauscht. Dieser Schritt bedarf einer
Begriindung. Daher werden wir den Beweis auf eine andere Weise fiihren.

Beweis von Satz 10.4.5. SCHRITT 1. Wir entwickeln die Funktion X in eine Taylor-
Reihe:

> (X)) LX)k L (tX)F
!X = Z ( ) = lim Z %, wobei S, 1= (
k=0 k=0 ~0

Die Summen S, konnen wie folgt abgeschétzt werden:

(X)) =X
Z T < Z T € <5,
k=0 k=0

’Sm’ =

wobei S = e + e, Fiir t € (—¢,+¢) gilt ES < oo nach Voraussetzung des Satzes. Wir
haben gezeigt, dass lim,, ,o S, = eX fast sicher (sogar sicher) und |S,,| < S mit ES < oo.
Daher kénnen wir den Satz von der dominierten Konvergenz anwenden:

lim E[S,,] = E[e"¥].
m—0oQ
SCHRITT 2. Es gilt fiir jedes t € (—¢,¢):

mx(t) = E[e"*] = lim E[S,] = lim E

m—ro0 m—ro0

= (tX) = 0
3 | - i 3 oo = 3wt

k=0

SCHRITT 3. Dort, wo eine Taylor-Reihe konvergiert, kann man sie beliebig oft termweise
ableiten. Es ergibt sich

m)(t) = i_oj ME= D Bmn D) gy,

Setzt man in diese Formel ¢ = 0 ein, so verschwinden alle Summanden bis auf den ersten
(mit & = n). Daraus ergibt sich mg?)(O) =E[X"]. O

Beispiel 10.4.7. Sei X ~ Poi(\), d.h. P[X = k| = e_)"\ fir £ € Ny. Fiir die momenterzeu-
gende Funktion von X erhalten wir

o0

mx(t) = E[fe'] = ZetkIP’[X Zetk */\ e Z k;' e oo A1)
k=0
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Damit lésst sich der Erwartungswert berechnen:
/
EX = m/y (0) = (e’\(et*”) limo = Aefe e D],_g = A,

Eine wichtige Eigenschaft der momenterzeugenden Funktionen besteht darin, dass einer Fal-
tung der Verteilungen ein Produkt der momenterzeugenden Funktionen entspricht.

Satz 10.4.8. Seien X,Y unabhéngige Zufallsvariablen. Dann gilt:

mx+y(t) = mx(t) : my(t)

Beweis. Mit der Definition der momenterzeugenden Funktione erhalten wir:
mxiy (t) = E[e' ¥+ = E[e'X - Y] = B[] - E[e™] = mx (t) - my (t).

Dabei haben wir benutzt, dass X und Y (und somit auch e und ) unabhiingig sind.

O

10.5. Charakteristische Funktion (Fourier-Transformierte)

Ein Nachteil der momenterzeugenden Funktion ist, dass sie auch unendlich sein kann (siehe
das Beispiel mit der Cauchy—Verteilung). Aukerdem ist die Verteilung einer Zufallsvariable
nicht immer eindeutig durch die momenterzeugende Funktion festgelegt. Wir werden des-
halb eine andere Transformation betrachten, die sich von der momenterzeugenden Funktion
dadurch unterscheidet, dass man im Exponenten e!* noch die Komplexe Zahl i = +/—1
hinzunimmt. Damit erreicht man, dass die Transformierte immer endlich ist.

Definition 10.5.1. Sei X eine Zufallsvariable. Dann heif3t
ox(t) =E[e™*] e C, teR,

die charakteristische Funktion (oder die Fourier-Transformierte) von X.

Bemerkung 10.5.2. Der Erwartungswert von e ist
E[e"™] = E[cos(tX) + isin(tX)] = E[cos(tX)] 4 iE[sin(tX)].

Die charakteristische Funktion ¢x (¢) ist also (im Unterschied zur momenterzeugenden Funk-
tion) fiir jede Zufallsvariable X wohldefiniert, denn |cos(tX)| < 1 und |sin(tX)| < 1.

Beispiel 10.5.3. Ist X diskret mit den Werten y, s, ... und den dazugehorigen Wahr-

scheinlichkeiten pq, ps, ..., so gilt fiir die charakteristische Funktion von X:
px(t) = E[e™X] = ehp.
k=1

Ist X absolut stetig mit Dichte fx, so gilt

(e 9]

ox(t) = B[] = / ¢ f (y)dy.

—00
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Beispiel 10.5.4. Nimmt X nur die zwei Werte +1 und —1 mit einer Wahrscheinlichkeit
von jeweils 1/2 an, so ist die charakteristische Funktion von X gegeben durch

ox(t) = §e” + §e_” = cos(t).

Im néchsten Satz listen wir Eigenschaften auf, die jede charakteristische Funktion hat.

( R
Satz 10.5.5. Sei X eine Zufallsvariable. Dann hat die charakteristische Funktion ¢y
die folgenden Eigenschaften:

(a) px(0) =1 und |px(t)| <1 fiir alle t € R.

(b) px(—t) = px(t) fiir alle t € R.

(c) D1e Funkt1on px ist gleichmébig stetig auf R.

(d) Die Funktion @x ist positiv semidefinit, d.h., fiir alle ¢4, ...,t, € R und fiir alle

1 ,cn, € C gilt:

Z Ckéj : QOX(tk — tj) 2 0.

k,j=1

Mit anderen Worten ist (px(tx — ;) ;_, eine positiv semidefinite Matrix.

(. J

Beweis von (a). Fiir den Wert an der Stelle ¢ = 0 gilt
0x(0) =E[e""¥] =E1 = 1.
Fiir den Wert an einer beliebigen Stelle ¢ € R gilt mit der Dreiecksungleichung
lpx (t)| = |Ee™| < E|e™| =E1 = 1.

Beweis von (b). Wir betrachten die charakteristische Funktion an der Stelle —t:

ex(—t) =E [e7*] = E[cos(tX) — isin(tX)] = E[cos(tX)] — iE[sin(tX)].
Auf der anderen Seite gilt

ox(t) = E[e?X] = E[cos(tX) + isin(tX)] = Elcos(tX)] + iE[sin(tX)].

Somit gilt px(—t) = @x(t).
Beweis von (c). Seien ¢, h € R. Dann gilt
lox(t+ h) — ox(t)| = ‘E[ei(t-l—h)x _ eitXH <E ‘eitX(eihX _ 1)| _E }eihX 1‘ def ().
Die rechte eite hangt von ¢ nicht ab, also folgt
Sup [px (¢4 h) = ox (B)] < g(h).

Nun miissen wir zeigen, dass limy,_,q g(h) = 0. Zunichst bemerken wir, dass w € Q: limj_,q |e?*X©
1] = 0 fiir jeden Ausgang gilt. Es folgt, dass
X _ | L2,
h—0
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Um darauf den Satz von der dominierten Konvergenz anwenden zu diirfen, brauchen wir eine
integrierbare Majorante. Eine solche lésst sich leicht konstruieren, denn es gilt die Abschét-
zung |e"X@) — 1| < 2. Der Satz von der majorisierten Konvergenz ergibt

lim g(h) = Hm E e — 1] = E |lim e — 1|| =0 0.
h—0 h—0 h—0
Es folgt, dass

lim sup |ox (¢ + h) — ox(t)] = 0.

Also ist ¢x gleichméfig stetig.
Beweis von (d). Fiir beliebige t1,...,t, und ¢y, ...,¢, € C gilt

Z Ckc_]QOX(tk — t]) — Z CkC_jE [ei(tkftj)X}
k,7=1 k,j=1
e E Z Ckc_]ez(tk_t])X]
Lk,7=1
) (Z ckeit’“X> . (Z Cjeitlj)()
k=1 j=1

Mit der Bezeichnung A := >} cxe™X erhalten wir somit

n

Y aciox(te — t;) = E[AA] = E[|AP] > 0,

k,j=1
denn |AJ]* > 0. O

Es gilt auch eine Umkehrung des vorangegangenen Satzes, die wir hier nicht beweisen werden.

Satz 10.5.6 (Satz von Bochner). Sei ¢ : R — C eine Funktion mit den 4 Eigenschaften
aus obigem Satz. Dann gibt es eine Zufallsvariable X mit px = ¢.

Im folgenden Lemma berechnen wir, wie sich eine lineare Transformation einer Zufallsvariable
auf deren charakteristische Funktion auswirkt.

Lemma 10.5.7. Seien a,b € R und X eine Zufallsvariable. Dann gilt:
pax+o(t) = € px (at).

Beweis. Mit der Definition der charakteristischen Funktion ergibt sich

(aner(t) — E[eit(aXer)] — E[eitb i ei(at)X] _ eitb i E[ei(at)X] — ez’tb - px (at).
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Satz 10.5.8. Sei X ~ N(u,0?). Dann gilt

02t2

ex(t) = =5

Beispiel 10.5.9. Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable X ~ N (0, 1) gilt
2

2

px(t) =e 2.

Somit stimmt in diesem Fall die charakteristische Funktion mit der Dichte bis auf einen
Vorfaktor tiberein.

Beweis. SCHRITT 1. Wir betrachten den Fall, dass X ~ N(0,1). Zuerst berechnen wir die
momenterzeugende Funktion:

|
IRV

L 2 7 o2
REVo Al

2 1 oo 2
—eT . —— e zdz

wobei wir die neue Variable z = y — t eingefiihrt haben.

SCHRITT 2. Aus der momenterzeugenden Funktion berechnen wir durch Hinzufiigen des
Faktors ¢ die charakteristische Funktion:

SCHRITT 3. Sei nun X ~ N(u,0?) mit beliebigen Parametern u,c?. Dann haben wir die
Darstellung X = oY + p, wobei Y ~ N(0,1). Mit Lemma 10.5.7 gilt dann:

U2t2

px(t) = e py(ot) = e 2.

Satz 10.5.10. Seien X,Y unabhéngige Zufallsvariablen. Dann gilt
px+v (t) = ex(t) - oy (t).

Beweis. Ubung. U

In den folgenden Satzen werden wir zeigen, dass die charakteristische Funktion die kom-
plette Information iiber die Verteilung der Zufallsvariable enthélt. Zuerst werden wir zeigen,
wie man aus der charakteristischen Funktion die Momente der Verteilung extrahiert. Nun
berechnen wir Momente mithilfe der charakteristischen Funktion.
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Satz 10.5.11. Sei X eine Zufallsvariable mit E|X|* < oo fiir ein n € N. Dann ist die
charakteristische Funktion ¢x n-mal stetig differenzierbar und es gilt:

E[X"] = i "p{(0).

Zum Beweis benotigen wir ein Lemma.

E Lemma 10.5.12. Fiir y € R gilt die Ungleichung [e® — 1] < |y|. }

Beweis. Fiir y > 0 gilt

e~ 1] =

y o vy
/ e"ds S/ le”|ds = y.
0 0

Fiir y < 0 benutzen wir, dass e — 1| = |e™¥ — 1|. O
Beweis von Satz 10.5.11. SCHRITT 1. Wir betrachten den Fall n = 1. Sei also E|X| < oo.
Wir werden zeigen, dass px stetig differenzierbar ist und dass

Px(t) = E[iXe"]. (10.5.1)

Wir stellen den Differenzenquotienten der Funktion ¢y auf:

px(t+ h})L —ox(t) _ g |:eitX eihxh— 11 _

Mit der Taylor-Reihe der Exponentialfunktion erhalten wir

) = Xe'X,

thX 1
li itx ©

T (e h
Aufserdem erhalten wir mit Lemma 10.5.12 die Abschéatzung
eihX -1

h

QitX S

ihX_l‘

h

‘s 1X].

Wir haben vorausgesetzt, dass E|X| < oo. Also kénnen wir den Satz von der majorisierten
Konvergenz benutzen:

lim px(t+h) — ex(t)
h—0 h
Somit ist ¢ x differenzierbar und die Formel (10.5.1) gilt. AuRerdem ist die Funktion E[i X e®X]

stetig. Der Beweis dafiir ist identisch mit dem Beweis, dass px stetig ist.
Nun setzen wir t = 0 in (10.5.1) ein: ¢’y (0) = E[:X]. Das beweist den Satz fiir n = 1.

SCHRITT 2. Sei nun n € N beliebig und E|X|" < co. Wendet man die Methode von Schritt 1
induktiv an, so erhélt man die Formel

P (1) = E[(iX)"e ™).

=E [iXe"¥].

Setzt man t = 0 ein, so erhélt man die Aussage des Satzes. O
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Beispiel 10.5.13. Sei X ~ N(0,1) standardnormalverteilt. Die Taylor-Entwicklung der
charakteristischen Funktion lautet:

1
ox(t)=e 2 =1- 5t2 + o(t?).

Wir berechnen die ersten beiden Momente von X indem wir die charakteristische Funktion
ableiten:

O(0) =0 also EX =0,
O (0)=—1 alsoEX*=i?%.(-1)=1.

Also gilt fiir die Varianz von X, dass Var(X) = E[X?] — (EX)? = 1.

Wenn die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable bekannt ist, dann kann man die
Momente dieser Zufallsvariable ausrechnen. Wie kann man aber die ganze Verteilung, also
die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable, wiederherstellen?

( )
Satz 10.5.14 (Umkehrformel). Sei Z eine Zufallsvariable mit charakteristischer Funk-
tion ¢z und Verteilungsfunktion Fz. Dann gilt fiir alle a,b € R mit a < b und P[Z =
al = P[Z = b] = 0 die Formel

1 ¢ ,—ita —itb

Pla < Z <b] = F4(b) — Fz(a) = — lim [ —°

t)dt.
2m oo J_, i #z(t)

(. J

Bemerkung 10.5.15. Die Eigenschaft P[Z = a] = 0 bedeutet, dass a kein Atom von X ist,
bzw. dass die Verteilungsfunktion F; an der Stelle a stetig ist.

Beweis. SCHRITT 1. Wir verwenden das Fresnel-Integral

¢ sin(z)

lim S(c) = g, wobei S(c) ::/ dz.

c—+00 0 €x

Auferdem bendétigen wir die Vorzeichenfunktion:

1, 0>1,
sgn(d) =<0, 6=0,
-1, 6<1.

Sei 6 € R\{0}, dann gilt (wobei wir die Variable s = ||t einfiihren):

¢ sin e sin(s) ds 9l¢ sin (s
[ = sy [T o) [ s = i) sl
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Die Formel gilt auch fiir § = 0, denn beide Seiten sind dann gleich 0.
SCHRITT 2. Nun zum Beweis der Umkehrformel. Betrachte das Integral
c e—ita o e—itb
I(c) := / — . (t)dt
7

—C

c wW(Z—a) __ pit(Z-b)
_ / E [e _© }dt
—c it

¢ Lit(Z—a) _ ,it(Z-D)
e it

wobei wir im letzten Schritt den Satz von Fubini benutzen durften, denn
it(Z—a) _ nit(Z-b)

it

Da e = cosz + ¢sinx, wobel cos eine gerade und sin eine ungerade Funktion ist, erhalten
) )

o I(c)=2-E Vo S b))dt]

t
=2-Elsgn(z —a)S(|Z — a|c) —sgn(Z — b)S(|Z — blc)].
Fiir die Funktion unter dem Erwartungswert gilt (mit dem Fresnel-Integral aus Schritt 1)
lim (sgn(z —a)S(|z — alc) —sgn(z — b)S(|z — b|c)) = Tap(2),

e eit(b—a) -1

- <b-—a.
1t

c—+
wobei

(0, z2<a,
%7 z = a7

s

Yap(z) = = (sgn(z —a) —sgn(z — b)) =<1, a<z<b,

2 1 .
29 Z =0,
0, z>b.

\
Aus der Existenz eines endlichen Grenzwerts lim._, . S(c) folgt, dass B := sup., [S(c)| <
oo. Auberdem gilt |sgnt| < 1. Daher haben wir die obere Schranke

|sgn(z — a)S(|z — ale) —sgn(z — b)S(|z — ble)| < 2B.

Wir kénnen also den Satz von der majorisierten Konvergenz benutzen und erhalten damit:

. 2 .
Py Clggo I(c) = gy CIEEOE [sgn(z —a) - S(|z — alc) —sgn(z — b) - S(|z — b|c)]
1 .
= ;]E [Cllglosgn(z —a)-S(|z —ale) —sgn(z —b) - S(|z — b|c)}
= Ew}a,b(z)]'
Da nun a und b keine Atome von X sind, ist die rechte Seite gleich Pla < z < b]. U

Satz 10.5.16 (Eindeutigkeitssatz). Die charakteristische Funktion bestimmt die Ver-
teilungsfunktion eindeutig. Sind némlich X und Y Zufallsvariablen mit px(t) = @y (t)
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fiir alle t € R, dann gilt
Fx(t) = Fy(t) fur alle t € R.

Beweis. SCHRITT 1. Die Menge aller Punkte, wo beide Verteilungsfunktionen Fy und Fy
stetig sind, bezeichnen wir mit

S ={t e R: Fx und Fy sind stetig an der Stelle ¢}.

Die Menge R\ S ist hochstens abzéhlbar. Nun benutzen wir die Umkehrformel, die besagt,
dass fiir alle a,b € S mit a < b gilt:

1 c e—ita _ e—itb
1 ' c e—im o e—itb
=g Clirgo Tgpy(t)dt

= Fy(b) — Fy(a).
Dabei haben wir benutzt, dass px = ¢y laut Voraussetzung. Fiir alle a,b € S mit a < b gilt
also Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a).

SCHRITT 2. Da das Komplement von S hochstens abzahlbar ist, kénnen wir fiir jedes n € N
ein a, < —n mit a,, € S finden. Daraus folgt, dass lim,,_,,, a,, = —oo. Fiir alle b € S gilt nun
laut Schritt 1:

Fx(b) = Fx(b) — lim Fx(ay)
~ lim (Fy(b) — Fx(a,))
= lim (Fy (b) = Fy(an))
= Fy(b)

= Fy(b).

Fiir alle b € S gilt also Fx(b) = Fy (b).

SCHRITT 3. Sei nun b € R beliebig. Da das Komplement von S hochstens abzéhlbar ist,
kann man fiir jedes n € N ein b,, € (b,b+ 1/n) NS finden. Insbesondere gilt lim,, o, b, = b
und dabei ist b, > b. Dann gilt:

Fx(b) = lim Fx(b,) (da Fx rechtsstetig)

™ i, T {n)

n—oo
= lim Fy(b,) (mit Schritt 2)
n—oo
= Fy(b) (da Fy rechtsstetig).
Fiir alle b € R gilt also Fix(b) = Fy(b). O

Die Umkehrformel gilt fiir beliebige Zufallsvariablen. Sie ist aber nicht sehr schén, weswegen
wir noch eine einfachere Darstellung zeigen, die aber nur fiir absolut stetige Zufallsvariablen
gilt.
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( N
Satz 10.5.17 (Umkehrformel fiir die Dichte). Sei Z eine Zufallsvariable, deren charak-
teristische Funktion ¢ integrierbar ist, d.h. [*_|pz(t)|dt < oo. Dann gilt: Z ist absolut
stetig mit Dichte

1 [~ _
F20) =57 [ pntt)at
(. J

Beweis. Wir bezeichnen die rechte Seite mit

1
o) = 5 [ e ealtyat

—00
Die Funktion g ist wohldefiniert, denn |e™ ()| = |pz(t)] und |pz| ist integrierbar (laut
Voraussetzung). Auferdem ist g stetig. (Beweis identisch mit dem Beweis fiir Stetigkeit der
charakteristischen Funktion).
Nun wollen wir zeigen, dass die Zufallsvariable Z eine Dichte besitzt und dass g diese Dichte
ist. Dazu betrachten wir das Integral

/:g(y)dy - /ab % (/_Z ei%z(t)dt> dy

00 b
= — (/ e_“ycpz(t)dy> dt (Fubini)
27-[. —0OQ a

1 9] b )
_ (¢Z(t) : / e_”ydy) dt
27 —00 a

1 o0 e—ita _ e—itb
= f) ————dt
21 J_ o Pz (t) it

=Pla < Z <b] (mit Umkehrformel).
Wir haben gezeigt, dass fiir alle a,b € R mit a < b, die Stetigkeitspunkte von F; sind,

/ 9(y)dy =Pla < Z < b]

Daraus folgt (genauso wie im Beweis von Satz 10.5.16), dass g die Dichte von Z ist. UJ

Beispiel 10.5.18. In diesem Beispiel berechnen wir die charakteristische Funktion einer
Cauchy-verteilten Zufallsvariable. Sei zuerst X eine Zufallsvariable mit der Dichte fx(y) =
%e*‘m (zweiseitige Exponentialverteilung). Die charakteristische Funktion von X ist dann
gegeben durch:

<1 , 1 o . 0 :
ox(t) = / §e_|y‘em’dy =3 (/ e—lyleltydy +/ e—lyleltydy)
—00 0 —00

RN IS SRS W B
S22 |1 —dt 14at] 142
Nun kann man die Umkehrformel fiir die Dichte anwenden:
1 1 1

—el = — h e M~ _dt.
2 P 1+t2
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Nun ersetzen wir ¢ durch —t und multiplizieren beide Seiten mit 2:

o (1 1 ©
oyl — /OO ity (; = +t2) dt = /Oo e fL(t)dt = pz(y),

wobei Z eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable ist. Wir haben somit den folgenden Satz be-
wiesen:

Satz 10.5.19. Fiir die charakteristische Funktion einer Cauchy-verteilten Zufallsvaria-
ble Z gilt

wz(t) = e 1,

Aufgabe 10.5.20. Seien X7, Xo,... unabhingige Cauchy-verteilte Zufallsvariablen. Zei-

gen Sie, dass
X1 + ...+ Xn

n
ebenfalls Cauchy-verteilt ist.

Beispiel 10.5.21. Seien X; ~ N(uy,0?) und Xy ~ N(ug,05) unabhingige, normalverteilte
Zufallsvariablen. Dann gilt:

X1+ Xy ~ N(py + i, 05 + 03).

Beweis. Wir haben das bereits mithilfe der Faltungsformel gezeigt. Hier fithren wir den
Beweis mit charakteristischen Funktionen. Die charakteristischen Funktionen von X; und
X, sind gegeben durch

ox, (f) = e m3 k=1,2.
Nun berechnen wir die charakteristische Funktion von X; + X5:

t2 | ipgt—Lo3t?

; 1
QOX1+X2 (t) = SOXl (t) : g0X2 (t) = elu1t7§o'% .e

Auf der rechten Seite erkennen wir die charakteristische Funktion einer N (uy + po, 03 + 03)-
Verteilung. Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt dann, dass

X1 +X2 ~ N(,ul +/112,0'% +O’§)

— ei(#lJr#z)t*%(U?JrU%)tQ _
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KAPITEL 11

Der zentrale Grenzwertsatz

11.1. Einfiihrung

Es seien X7, Xs,... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen. Wir konnen uns
z.B. vorstellen, dass mehrere unabhéngige Runden eines Gliicksspiels gespielt werden und
dass X; den Gewinn in der i-ten Runde modelliert. Der Gesamtgewinn in den ersten n
Runden ist dann S,, := X;+...+X,,. Das Gesetz der grofen Zahlen (in seinen verschiedenen
Formulierungen) behauptet im Wesentlichen, dass .S,, durch nEX; approximiert werden kann,
wenn n — 0o. Aber wie grofs ist der Fehler dieser Approximation? Diese Frage wird durch
den zentralen Grenzwertsatz beantwortet. Um diesen zu formulieren, nehmen wir an, dass
E[X?] < oo und bezeichnen mit p := EX; den Erwartungswert und mit o? := Var X; die
Varianz von X;. Zuerst stellen wir fest, dass

ES, = nu, Var S,, = no?.

Vereinfacht gesprochen behauptet der zentrale Grenzwertsatz, dass die Verteilung von S,
durch eine Normalverteilung mit Erwartungswert np und Varianz no? approximiert werden
kann, wenn n grofs ist:

S, ~ N(nu,no?) [in Verteilung, wenn n — oc.

Bezeichnen wir mit £ ~ N(0, 1) eine standardnormalverteilte Zufallsvariable, so kénnen wir
die Approximation auch wie folgt formulieren:

Sp & nu+ovné [in Verteilung, wenn n — oo].

Approximieren wir \S,, durch nu, so entsteht dabei ein zufélliger Fehler von ungefahr oy/n¢.
Es sei bemerkt, dass die Grofe des Fehlers bei steigendem n wie y/n wichst. Wir schauen
uns nun einige Spezialfille an.

Beispiel 11.1.1. Wir werfen einen fairen Wiirfel n = 100 Mal. Die Augensumme kann
als S, = X1 + ... + X,, dargestellt werden, wobei die einzelnen Augenzahlen Xi,..., X,
unabhéngig und uniform verteilt auf {1,...,6} sind. Die Z&hldichte von S,, wird auf dieser
Abbildung dargestellt:

Es fallt auf, dass die Zéhldichte die Form einer Glocke hat, deren Mittelpunkt in der Nahe
von 350 liegt, was genau dem Erwartungswert ES,, = 3.5n = 350 entspricht.

Beispiel 11.1.2. Ein &hnliches Bild ergibt sich, wenn man Summen von u.i.v. Zufalls-
variablen mit absolut stetigen Verteilungen betrachtet. Seien z.B. X, X5, ... unabhéngig
und mit Parameter A = 1 exponentialverteilt. Die Dichten von S, = X; + ... + X,, mit
n = 100, 300, 500 sehen folgendermafen aus:

Mit steigendem n “verschiebt” sich die Glocke nach rechts, wobei ihr Mittelpunkt in der
Néhe von n liegt. Dies ist nicht {iberraschend, denn fiir den Erwartungswert von S,, gilt
ES, = nEX; = n. Aulerdem wird die Glocke mit steigendem n breiter. Dies liegt daran,
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ABBILDUNG 1. Zihldichte der Augensumme der n = 100 Wiirfe mit einem
fairen Wiirfel.

0.0004
0.0003
0.0002

0.0001

100 200 300 400 500 600

0.0000
0

ABBILDUNG 2. Dichte der Summe S,, = X; + ...+ X, mit X} ~ Exp(1) und
n = 100, 300, 500.

dass die Varianz von S, steigt. In der Tat, wegen der Unabhéangigkeit der X;’s gilt Var .S,, =
n Var X; = n, siehe Aufgabe 7.1.14. Wegen der steigenden Breite der Glocke und wegen der
Bedingung, dass das Integral einer Dichte 1 ist, muss die Glocke mit steigendem n aufserdem
flacher werden, was wir tatséchlich beobachten.

Es fillt auf, dass in allen Beispielen die Zahldichten (bzw. die Dichten) die Form einer
Glocke besitzen, deren Mittelpunkt und Breite allerdings von Fall zu Fall variieren. Um dieser
Beobachtung gerecht zu werden, kénnen wir versuchen, alle Glocken zu standardisieren. Die
beiden Parameter, die die Position des Mittelpunktes und die Breite der Glocke beschreiben,
sind der Erwartungswert ES,, und die Standardabweichung /Var S,,.

Um die obige Behauptung als eine Grenzwertaussage zu formulieren, betrachten wir anstelle
von S,, deren zentrierte und normierte Version

T . S, —ES,
" Var S,
Es gilt dann offenbar ET),, = 0 und VarT,, = 1. Der zentrale Grenzwertsatz behauptet, dass

die Verteilung von 7;, fiir n — oo in einem gewissen Sinne gegen die Standardnormalvertei-
lung konvergiert.
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( N
Satz 11.1.3. Es seien X, X5, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit E[X?] < oo und Var X; # 0. Dann gilt fiir alle z € R, dass

I P[S"_ES" < } 1 je—fdt
11m —_— | = — .
n—00 v Var s, — 27
_ J

Die rechte Seite ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Der zentrale
Grenzwertsatz wird als eine Aussage liber die punktweise Konvergenz der Verteilungsfunktio-
nen formuliert, denn diese existieren fiir beliebige Zufallsvariablen. Dichten oder Zahldichten,
die wir in den obigen Beispielen betrachtet haben, existieren dagegen nicht immer.

11.2. Konvergenz in Verteilung

In diesem Kapitel werden wir einen weiteren Konvergenzbegriff fiir Zufallsvariablen einfithren
und seine Eigenschaften formulieren.

e )
Definition 11.2.1. Eine Folge von Zufallsvariablen X, X5, ... konvergiert in Verteilung
gegen eine Zufallsvariable X falls

lim Fx, (t) = Fx(t) fiir alle t € S(X),
n—oo

wobei S(X) die Menge der Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion von X bezeichnet,
d.h.
S(X)={t € R: Fx ist stetig an der Stelle ¢}.
Wir schreiben dann X, 9y X oder F X, 4 F 'v. Dabei steht das “d” fiir “distribution”
n—oo

n—00

(Verteilung).

Bemerkung 11.2.2. In der obigen Definition sind nur die Verteilungsfunktionen von X,
und X relevant. Der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum spielt keine Rolle. Es kann
z.B. sogar sein, dass die Zufallsvariablen auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsrdumen defi-
niert sind.

Beispiel 11.2.3. Das Komplement von S(X) stimmt mit der Menge der Atome von X
iiberein und ist somit hochstens abzahlbar. In der Definition der Verteilungskonvergenz mag
die Einschrinkung auf die Stetigkeitspunkte von F'x am Anfang unnatiirlich erscheinen. In
diesem Beispiel zeigen wir, dass sie dennoch sinnvoll ist. Seien ¢; > ¢ > ... > 0 Kon-
stanten mit lim,,_,., ¢, = 0. Als Beispiel kann man etwa ¢, = % betrachten. Definiere nun
Zufallsvariablen X, := ¢, und X := 0. Es gilt:

0, t<0
lim Fx, (t) =<1, t>0=Fx(t), fir allet # 0.
n—oo

0, t=0
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Fiir ¢ = 0 stimmt die Gleichung lim,,_,~, Fx, (0) = Fx(0) nicht, denn Fx(0) = 1. Da allerdings
0 ¢ S(X), ist die Bedingung in der Definition der Verteilungskonvergenz erfiillt und wir

haben X, —% X.

n—o0
Hétten wir aber in der Definition der Verteilungskonvergenz verlangt, dass lim,, . F, (t) =

Fx(t) fiir alle t € R gelten soll (und nicht nur fiir alle t € S(X)), so wiirde der resultierende
Konvergenzbegriff die absurde Eigenschaft haben, dass % nicht gegen 0 konvergiert.

Der néchste Satz zeigt, dass die Verteilungskonvergenz die schwichste der von uns einge-
fiihrten Konvergenzarten ist.

Satz 11.2.4. Seien Xi, X, ... und X Zufallsvariablen mit X, 25 X.Dann gilt X, BN

n—oo n—00
X.

Bemerkung 11.2.5. Man kann nun die Beziehungen zwischen verschiedenen Konvergenz-
arten folgendermafsen darstellen:

fs. = P = d
()
= [} = [ = L

Beweis von Satz 11.2.4. Sei X, L X. Fiirallee >0 gilt also:

n—oo

lim P[|X, — X| > ¢] =0.

n—oo
Zu zeigen ist, dass
Fx(t) = lim Fx,(t) fir alle t € S(X).

n—o0

SCHRITT 1. Fiir alle t € R gilt:

=P[X, < t,|X0— X| <] +P[X, <t,]|X, — X| > €]
<PX <t+e|+P[X,— X|>¢]

Fx(t+e¢)+P[|X, — X| > €].
Mit der Voraussetzung X, L x folgt, dass
n—oo

limsup Fy, (t) < Fx(t +¢).
n—oo
Das gilt fiir jedes £ > 0. Wir konnen also € | 0 gehen lassen und die Rechtsstetigkeit von Fy
benutzen:
limsup Fy, (t) < Fx(t).
n—oo
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Dies ist die Abschéatzung nach oben.
SCHRITT 2. Sei t € S(X) beliebig. Es gilt:
Fx(t—e)=P[X <t—¢
=PX <t—e|X,—X|<e|+PX <t—e|X,— X]|>¢]
< Fx,(t) + P[| Xy — X| > ¢].

Mit der Voraussetzung X, L x folgt nun, dass
n—oo

Fx(t — 8) S hmlanXn(t)

n—oo

Das gilt fiir jedes € > 0. Wir kénnen also € | 0 gehen lassen und benutzen, dass F'x an der
Stelle ¢ stetig ist:

n—oo

Dies beweist die untere Abschétzung.

SCHRITT 3. Fiigt man Schritt 1 und Schritt 2 zusammen, so erhdlt man, dass fiir alle
te S(X)
limsup Fx, (t) < Fx(t) < liminf Fx, (t).

n—o00 n—o0

Daraus folgt, dass Fix(t) = lim, . FXx, (t) fur alle ¢t € S(X). Somit gilt X, 4 X, d

n—oo

Beispiel 11.2.6. Wir betrachten eine Folge von normalverteilten Zufallsvariablen X, ~
N(0,02) mit lim,_,o 02 = 0. Wir zeigen, dass X,, —— 0.

n—oo
Beweis. Es gilt X, L—2> 0, denn
E[(X, — 0)*] = E[X?] = Var X,, = 02 — 0.

n—oo

Nun folgt aus der L2-Konvergenz die stochastische Konvergenz und damit auch die Konver-
genz in Verteilung nach dem Schema L? = P = d. U

Beispiel 11.2.7. Dieses Beispiel soll zeigen, dass die Umkehrung von Satz 11.2.4 im Allge-
meinen falsch ist. Wir betrachten eine Zufallsvariable X ~ N(0,1) und die Folge X,, = —X
fiir alle n € N.

SCHRITT 1. Zuerst zeigen wir, dass X,, in Verteilung gegen X konvergiert. Es gilt:
Fx, (t) =PX, <t]=P-X <t] =P[X <t] = Fx(t).

Dabei haben wir benutzt, dass N(0, 1) eine symmetrische Verteilung ist, d.h. die Verteilung
von X stimmt mit der Verteilung von —X iiberein. Da Fx, (t) = Fix(t) fiir alle t € R, folgt,
dass X, gegen X in Verteilung konvergiert.

SCHRITT 2. Nun zeigen wir, das X,, jedoch nicht in Wahrscheinlichkeit gegen X konvergiert.
Es gilt:

1 1 t2
X|>=-| = — e 2dt=:¢> 0.
X1 21 V2T /

[t|>1/2

P[IX, — X| > 1] =P2|X| > 1] =P
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Da das Integral unabhéngig von n ist, folgt lim, . P[|X, — X| > 1] = ¢ > 0. Somit gilt
: P
nicht, dass X,, — X.

n—o0

Es gibt allerdings einen Spezialfall, in dem die Umkehrung von Satz 11.2.4 richtig ist. Man
muss namlich voraussetzen, dass die Grenzwertzufallsvariable konstant ist.

Satz 11.2.8. Seien X, Xo, ... Zufallsvariablen und ¢ € R eine Konstante mit X, S

n—o0

Dann gilt: X, Lse

n—oo

Beweis. Sei X, %5 ¢. Dann gilt fiir alle t # ¢:

n—oo

1, t>c
lim Fy (t)= Fx(t) =< " ’
oo Xa () x(t) {O, t<c.

Sei nun € > (0. Dann gilt:

P X, —c| >¢] =P[X, <c—¢e] +P[X, >c+e¢]
<PX,<c—¢e]+1-PX, <c+¢
— Fx(c—2)+1— Fy,(c+2) — 0,
n—oo

da lim,,_, Fx,(c—¢) = 0 und lim,,_,, Fix, (c+¢) = 1. Es gilt also lim,, o P[|X,,—¢c| > €] =0
und somit X, Ly x. O

n—oo
Beispiel 11.2.9. Fiir jedes n € N sei X,, eine Zufallsvariable, die gleichverteilt auf der
Menge {£,2 ... 2} ist. Wir zeigen, dass

E,E’...

X, % X,

n—oo

wobei X gleichverteilt auf [0, 1] ist. Es sei bemerkt, dass X, diskret, wohingegen X absolut
stetig ist.
Beweis. Fiir t < 0 gilt F, (t) = Fx(t) = 0. Fir t > 1 gilt Fx, (t) = Fx(t) = 1. Schlieflich
gilt im nichttrivialen Fall ¢ € [0, 1], dass
t
FXn(t) = m — = FX(t),

n n—oo

wobei [tn]| die Gaufs-Klammer von ¢n bezeichnet. Insgesamt gilt fiir jedes ¢t € R:

nh—>noloFX"(t) = FX(t).

Somit folgt X, 4 X, O

n—oo

Beispiel 11.2.10 (Poisson-Grenzwertsatz). Wir betrachten eine Folge von Zufallsvariablen
mit X,, ~ Bin(n,p,), wobei fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p, gilt: lim, o np, = A €
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(0,00). Zum Beispiel kann man p, = 2 betrachten. Sei auferdem X ~ Poi()). Wir zeigen,
dass
X, -5 X,

n—oo

Beweis. Der Poisson-Grenzwertsatz besagt, dass fiir alle k£ € Ny gilt:

k
lim P[X, = k] = e_>‘>\—

— P[X = k).

Die Menge der Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion von X ist S(X) = R\Ny. Fiirt <0
gilt Fx, (t) = 0 = Fx(t). Sei deshalb t > 0 mit ¢ ¢ Ny. Dann kann man ein m € Ny mit
m <t <m+ 1 finden. Es gilt

m m k
F&@szggﬂZZWMQZH;;ZE”%:PMSﬂZFﬂw
k=0 k=0 ’

Daraus folgt: X, HNy's O

n—oo

11.3. Eine Charakterisierung der Konvergenz in Verteilung

Definition 11.3.1. Die Menge der stetigen und beschrankten Funktionen bezeichnen
wir mit

Cy = {f :R — R | f ist stetig und sup |f(¢)] < oo}
teR

Der néchste Satz gibt eine dquivalente Charakterisierung der Verteilungskonvergenz an.

e )
Satz 11.3.2. Seien X, X, X5, ... Zufallsvariablen. Die folgenden zwei Aussagen sind
aquivalent:

(a) X, -5 X.

n—oo
(b) Fiir alle f € Cy, gilt: lim, oo Ef(X,) = Ef(X).

& J

Beweis von (a) = (b). Sei X, —%y X. Sei f € G, eine stetige und beschréinkte Funktion.
n—oo

Wir werden zeigen, dass

lim Ef(X,) =Ef(X).

n—o0

SCHRITT 1. Fiir f beschrankt ist, gilt b := sup,cg | f(t)] < 0.

SCHRITT 2. Sei € > 0. Es gilt lim._,o, P[|X]| > ¢] = 0. Somit existiert ein hinreichend grofses
¢ mit

PX| > d <

S M
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Die Mengen der Atome von X,, und X sind hochstens abzdhlbar, die Vereinigung all dieser
Mengen ebenso. Indem man ¢ vergrofert, kann man also erreichen, dass ¢, —c € S(X) und
¢, —c € S(X,) fir alle n € N gilt.

SCHRITT 3. Aus X, -5 X folgt lim, o0 P[|X,| > ¢] = P[|X| > ¢/, denn

n—oo

Pl Xn| > ] = Fx,(=¢) + (1 = Fx,(¢)) — Fx(=c)+ (1 = Fx(¢)) = P[|X] > ¢].

n—o0

Fiir hinreichend grofses n gilt somit:

2
P[|X,| > ¢ < f

SCHRITT 4. Da die Funktion f stetig ist, kann man eine Funktion ¢ mit folgenden Eigen-
schaften konstruieren:

(1) supjy<. [f(1) —g(t)] < e.
(2) g ist eine Treppenfunktion:

k

g(t) = Z ai - Ly, <i<t;

i=1
wobel —c =ty <ty < ... <ty =cundty,..., ty € S(X).
SCHRITT 5. Fiir hinreichend grofses n gilt:

Ef(X,) —Ef(X)]
< Ef(Xn)Lixaize = B (O L xj<el + [Ef (Xn) Lixupsel + [Ef(X)Ljx)5]

(
< |Ef(Xn)l|Xn|§c - Ef(X)IL\X|§c| + 3¢
< Ef(Xn)Tx,<e — Bg(Xa)| + [Eg(X) — Bf (X)Txj<c| + [Eg(Xn) — Eg(X)[ + 3¢
< [Eg(Xn) — Eg(X)[ + 5¢,

wobei die zweite Ungleichung gilt, da |f(X,)| < b, [f(X)] < b, P[|X,] > ¢ < 2% und
P[|X]| > ¢] < £, und die letzte Ungleichung gilt, da |f(x) — (x)| <e.

SCHRITT 6. Wir betrachten nun den Term Eg(X,,) —Eg(X). Aus X, 25 X und to, ..., tx €
n—oo
S(X) folgt, dass

k
Eg(X,) = Zai Bl <xa<t

1=1

_ Z a; - (Fx, (t:) — Fx,(t;i-1))

7;)0 Za,i . (Fx(tl) - FX(ti—l))

=Eg(X).
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Daraus folgt: lim,, ., Eg(X,) = Eg(X). Fiir hinreichend grofes n gilt somit:
[Eg(Xn) —Eg(X)| <e.

SCHRITT 7. Aus Schritt 5 und Schritt 6 ergibt sich, dass fiir hinreichend grofses n gilt:
[Ef(Xn) —Ef(X)| < 6e.

Dabei war € > 0 beliebig. Daraus folgt, dass lim,, . Ef(X,) = Ef(X), was den Beweis der

Implikation (a) = (b) abschliefst.

Beweis von (b) = (a). Seilim, ., Ef(X,) =Ef(X) fiir alle f € C},. Wir zeigen, dass

X, -4 X

n—oo

Beweisidee: Diirften wir f(z) = 1,<; einsetzen, so wiirde gelten:

lim Fy, (t) = lim Ef(X,) = Ef(X) = Fx(t)

n—o0

Allerdings ist die Indikatorfunktion 1,<; nicht stetig. Also werden wir diese Indikatorfunktion
durch stetige Funktionen approximieren.

SCHRITT 1. Sei t € R und ¢ > 0. Dann existiert eine Funktion f € C} mit
Ly<t < f(y) < Ly<iie fiir alle y € R.
(1’) Es gilt also 1y, < < f(X,) < Lx, <tre. Daraus folgt:
Fx, (t) =Elx, <t <Ef(X,).
(17) Auberdem gilt 1x<; < f(X) < Lx<tye. Es folgt:
Ef(X) <Elx<iie = Fx(t +¢).
Fasst man nun (1’) und (1”) zusammen, erhdlt man fiir n — oo:

limsup Fy, (t) < T}LH;oEﬂX") =Ef(X) < Fx(t+e).

n—oo
Das gilt fiir jedes € > 0. Da nun Fly rechtsstetig ist, erhalten wir fiir € | 0:
limsup F, (t) < Fx(t).

n—o0

SCHRITT 2. Sei t € S(X) und € > 0. Dann existiert ein f € Cp mit 1,<;. < f(y) < L,<;
fiir alle y € R. Es gilt:

FX(t - 8) = EﬂXStfg S Ef(X) = lim Ef(Xn) S lim ianEILXngt = lim inf FXn (t)

n—o0 n—oo n—oo

Fiir € | 0 erhalten wir dann:

n—oo
SCHRITT 3. Fasst man nun Schritte 1 und 2 zusammen, so folgt fiir alle ¢t € S(X):
FX(t) = lim FXn(t)-
n—o0

Somit haben wir gezeigt, dass X, 'S U

n—o0
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Aufgabe 11.3.3. Zeigen Sie unter Anwendung von Satz 11.3.2, dass die diskrete uniforme

Verteilung auf {%, %, ..., 7} gegen die stetige Uniformverteilung auf [0, 1] konvergiert.

11.4. Straffheit und der Satz von Helly

Der Satz von Bolzano—Weierstraf besagt, dass man aus jeder beschrankten Folge aq,as, . ..
von reellen Zahlen eine konvergente Teilfolge a,,,, ay,, ... extrahieren kann. In diesem Kapi-
tel beweisen wir eine Reihe dhnlicher Satze fiir Folgen von Wahrscheinlichkeitsmafien oder
Verteilungsfunktionen.

( N
Satz 11.4.1 (Helly). Seien F}, Fs, ... beliebige Verteilungsfunktionen. Dann gibt es eine
Teilfolge F,,, F,,, ... sowie eine rechtsstetige monoton nichtfallende Funktion G : R —
[0, 1] mit

klim F,. (t) = G(t) fir alle t € S(G),
—00
wobei S(G) die Menge der Stetigkeitspunkte der Funktion G bezeichnet.

(. J

Beispiel 11.4.2. Die Grenzwertfunktion G aus dem Satz von Helly ist zwar monoton nicht-
fallend und rechtsstetig, muss aber nicht unbedingt eine Verteilungsfunktion sein. Es fehlen
nédmlich die Eigenschaften lim;, ., G(t) = 0 und lim;_,, -, G(¢) = 1. Um zu sehen, dass die
beiden Eigenschaften tatséchlich verletzt werden konnen, betrachten wir die deterministische
Folge X,, = n, n € N. Fiir die Verteilungsfunktion von X,, gilt dann

lim FXn (Zf) = lim ﬂ[moo) (t) =0.
n—oo n—oo

Also ist auch der Grenzwert jeder Teilfolge Fx, , FXx,,, ... identisch gleich 0. Die Funktion
G(t) = 0 ist aber keine Verteilungsfunktion. Ein anderes Beispiel kann man erhalten, indem
man X, = —n wahlt. Dann gilt G(t) = 1.

Beweis von Satz 11.4.1. Die Menge der rationalen Zahlen ist abzéhlbar, also gibt es eine
Abzdahlung Q = {ry,79,...}. Wir werden im Folgenden immer diinner werdende Teilfolgen
von Fi, Fy, ... konstruieren, die die Eigenschaft besitzen, dass die erste Teilfolge an der Stelle
ry, die zweite an den Stellen r{,rs, die dritte an den Stellen 7,7y, 73, usw. konvergieren.
Danach werden wir aus diesen Teilfolgen eine noch diinnere Diagonalteilfolge extrahieren,
die an allen rationalen Stellen konvergiert. Daraus werden wir schlieflich die Konvergenz
an allen reellen Stellen herleiten. Die Indizes der oben erwidhnten Teilfolgen bilden eine
geschachtelte Familie von unendlichen Mengen N = Ky D K; D ..., die folgendermafien
konstruiert wird.

SCHRITT 1. Sei K, = N. Es gilt offenbar, dass {F,(r1)}neny C [0,1]. Mit dem Satz von
Bolzano—Weierstraft kénnen wir eine unendliche Teilmenge K; C K| konstruieren, sodass

lim  F,(r)) = g1.

n—oo,neEKq
Somit haben wir eine an der Stelle r; konvergente Teilfolge konstruiert.

SCHRITT 2. Nun schauen wir uns die Werte dieser Teilfolge an der Stelle 5 an. Es gilt offenbar
{F.(r2) }ner, C [0,1]. Und damit folgt wiederum mit dem Satz von Bolzano—Weierstraf, dass
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eine unendliche Teilmenge K, C K existiert mit

lim  F,(r2) = go.

n—o0, n€ Ko

Somit haben wir eine an den Stellen r; und 7o konvergente Teilfolge konstruiert.

SCHRITT 3. Diese Argumentation kann induktiv fortgefithrt werden. Es existieren also in-
einander geschachtelte, unendliche Mengen N = Ky D K1 D Ky D ... und

nag,rgel(j F,(rj) = g; fur alle j € N.
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass das erste Element jeder
Teilfolge in der nichsten Teilfolge nicht mehr prasent ist.

SCHRITT 4. Nun wollen wir aber eine Teilfolge extrahieren, die an allen rationalen Stellen
konvergiert. Dazu benutzen wir einen eleganten Trick, die sogenannte Cantor-Diagonalisierung.
Wir erkléaren die Methode zuerst an einem Beispiel. Als Ergebnis der ersten drei Beweisschrit-
te konnte z.B. das folgende System von immer diinner werdenden Teilfolgen entstanden sein:

F1 F2 F3 F4 F5 Fﬁ F7 Fg Fg F10 F11 F12 . konv. an der Stelle 1
F3 F4 F5 F6 Fg Fg F10 F12 konv. an den Stellen 1,72
F Fy Fio ... konv. an den Stellen 7,79, 13

Wir behaupten nun, dass die ersten Elemente der jeweiligen Reihen, also in unserem Beispiel
Fi, F3, Fg, ... eine an allen rationalen Stellen konvergente Teilfolge bilden.

Wir méchten nun die Notation fiir das oben beschriebene Verfahren einfiihren. In jeder Menge
K; wahlen wir das kleinste Element und bezeichnen es mit min K;. Ohne Die Vereinigung
dieser Elemente nennen wir K, so dass K = {min K7, min K, ...}. Nach Konstruktion ist
die Menge K unendlich. Aufterdem gilt fiir alle j € N, dass K bis auf endlich viele Elemente
eine Teilmenge von Kj ist. Da sich der Limes beim Ubergang zur Teilfolge und durch das
Hinzufiigen von endlich vielen Termen nicht &ndert, ergibt sich, dass

lim F,(r;) = g; fiir alle j € N.

n—oo,neK
Wir haben somit gezeigt, dass fiir alle 7 € N der folgende Grenzwert existiert:

H(rj):= lim F,(rj).

n—oo,neK

Somit haben wir eine Teilfolge von Fi, F5, ... konstruiert, die an allen rationalen Stellen
punktweise konvergiert.

SCHRITT 5. Die Funktion H ist nur auf der Menge der rationalen Zahlen definiert. Wir
konnen sie aber auf ganz R wie folgt erweitern:

G(t) :==inf{H(r):r € Q,r > t}, teR.
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Der Leser moge als Ubung zeigen, dass G' monoton nichtfallend und rechtsstetig ist. Wiirde
man in der Definition von G das Infimum iiber r > ¢ bilden, wéire G linksstetig.

Nun wollen wir zeigen, dass

lim F,(t) = G(¢) fir alle t € S(G).

n—o00,nEK

Sei also t € S(G) und sei e > 0. Wegen Stetigkeit von G an der Stelle ¢ existiert ein y < ¢ mit
G(t)—e < G(y) < G(t). Aukerdem existierenr, s € Qmit y < r <t < sund G(s) < G(t)+e.
Nun gilt also:

G(t)—e<Gy) <G(r) <G(s) <G(t) +e.
Aus Schritt 4 folgt, dass

Gly) < H(r) ¥ Fo(r) < Fu(t) < Fo(s) "3 H(s) < G(s).

Somit gilt
G(t) —e < liminf F,(¢) < limsup F,(t) < G(t) +e.

n—oo,n€K n—o00,n€K
Durch den Grenzwertiibergang € | 0 ergibt sich schlieklich G(t) = lim,, o0, nex Fn(t). O

Der Satz von Helly kann als eine Kompaktheitsaussage iiber einen passenden Raum der
Wahrscheinlichkeitsmafie interpretiert werden.

Definition 11.4.3. Ein metrischer Raum (M, p) heiftt kompakt, wenn aus jeder Folge
ai, as, ... € M eine konvergente Teilfolge extrahiert werden kann.

Beispiel 11.4.4. Der Satz von Bolzano—Weierstraf besagt, dass jedes abgeschlossene Inter-
vall [a, b] (mit der Metrik p(z,y) = |y — z|) kompakt ist.

Sei nun M die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf R. Da jedes Wahrscheinlichkeitsmafs
eindeutig durch seine Verteilungsfunktion bestimmt ist, konnen wir auch

M = {F :R —[0,1] : F ist monoton nichtfallend, rechtsstetig mit

lim F(t)=0und lim F(t) = 1}

t——o00 t—+o00
schreiben. Weiterhin kénnen wir M mit der Lévy—Metrik versehen (Definition???), so dass
Konvergenz in dieser Metrik mit der Konvergenz in Verteilung iibereinstimmt. Ist nun der
Raum M kompakt? Die Antwort ist negativ, wie bereits in Beispiel 11.4.2 gezeigt wur-
de. Bezeichnen wir mit J,, die Dirac-Einheitsmasse (777) an der Stelle n, so hat die Folge
01,02, ... keine in M konvergente Teilfolge. Dabei konvergiert die Folge der entsprechenden
Verteilungsfunktionen punktweise gegen 0, was allerdings keine Verteilungsfunktion ist. Der
Grund fiir die Nichtkompaktheit von M ist, vereinfacht gesprochen, die Moglichkeit des Ver-
schwindens der Masse in +oo. Wir konnen auch etwas allgemeinere Beispiele dieser Art wie
folgt konstruieren.
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Beispiel 11.4.5. Seien p,,p_ und g positive Zahlen mit p, + p_ + ¢ = 1. Wir betrachten
die folgenden Wahrscheinlichkeitsmafse auf R:

Hn = pféfn +p+5n + (1 — P+ — p7)50~

Lassen wir n — 00, so “verschwinden” die Massen p_ und p; in —oo bzw. +o0o, wiahrend
die Masse g an der Stelle 0 verbleibt. Man kann nachrechnen, dass die Verteilungsfunktionen
von u, punktweise gegen die folgende Funktion konvergieren:

G(t) = D, falls t < 0,
1—py, fallst>0.

Dabei ist GG keine Verteilungsfunktion, so dass weder die Folge 1, noch deren Teilfolgen im
Raum M konvergieren.

Um der Tatsache Rechnung zu tragen, dass die Masse in +o00 verschwinden kann, werden
wir den Raum M wie folgt erweitern. Sei M die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf
R U {400, —o0}. Solche Wahrscheinlichkeitsmafe diirfen Atome an den Stellen 400 und
—o00 haben. Dabei kénnen wir jedes Element aus M als die Verteilung einer erweiterten
Zufallsvariable X : Q — RU{+o00, —oco} auffassen, die auch die beiden Werte +-co annehmen
darf. Die “Verteilungsfunktion” (im erweiterten Sinne) von X ist dann definiert als

Fx(t) :=P[X <t] = u([—o0,t]), teR.

Dabei ist F'y monoton nichtfallend und rechtsstetig, allerdings keine Verteilungsfunktion im
iiblichen Sinne, denn fiir ihre Grenzwerte gilt lediglich

lim Fx(t) =P[X = —o0] >0, lim Fx(t) =1—-P[X =+4o00] < 1.

t——o0 t——+o00
Wir konnen die Elemente von M mit solchen Funktionen identifizieren:

M = {F : R — [0, 1] : F ist monoton nichtfallend und rechtsstetig}.

Die Konvergenz der Funktionen aus M wird genauso wie fiir iibliche Verteilungsfunktionen
definiert. Eine leichte Modifizierung des Beweises des Satzes von Helly ergibt die folgende
Aussage:

Satz 11.4.6. Jede Folge Fi, F,, ... € M besitzt eine gegen ein Element aus M konver-
gente Teilfolge.

Somit ist der Raum M kompakt. Dieses Resultat ist iiberraschend, denn auf den ersten Blick
scheint der Raum M “sehr grok” zu sein. Eine mindestens ebenso iiberraschende (und eng
verwandte!) Aussage iiber die Kompaktheit ist der folgende Satz von Tychonoff: Ein Produkt
von beliebig vielen kompakten topologischen Raumen ist kompakt. So ist z.B. das Produkt
von Kontinuum-vielen Kopien des Intervalls [0, 1] (das mit der Menge aller Funktionen f :
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R — [0, 1] identifiziert werden kann), versehen mit der Produkttopologie, kompakt! Fiir mehr
Einzelheiten verweisen wir auf das Buch von K. Jénich, “Topologie”, Kapitel 10.

Wir kehren nun zum nichtkompakten Raum M aller Verteilungsfunktionen zuriick. Wir
werden einen Begriff einfithren, der im gewissen Sinne das Verschwinden der Masse in +o00
ausschliefst.

Definition 11.4.7. Eine Familie X = {X; : i € I} von Zufallsvariablen heifst straff,
wenn fiir jedes € > 0 ein ¢ > 0 existiert mit

sup P[|X| > ] < e.
Xex

Wir werden diese Definition meistens in der Situation anwenden, wenn X = {X;, X5,...}
eine Folge von Zufallsvariablen ist.

Beispiel 11.4.8. Sei A eine positive Zahl und betrachte die Familie X" aller Zufallsvariablen,
die Werte im Intervall [— A, A] annehmen. Dann ist diese Familie straff, denn wir kénnen in
der obigen Definition ¢ := A wéhlen.

Beispiel 11.4.9. Sei X eine beliebige Zufallsvariable. Die Familie {X} ist straff (Ubung).
Ebenso ist jede endliche Familie X = {X,..., X} straff.

Beispiel 11.4.10. Die Folge X,, :=n, n € N, ist nicht straff.

Aufgabe 11.4.11. Es sei X, X»,. .. eine Folge von Zufallsvariablen mit sup,,cy E| X, [P <
oo fiir ein p > 0. Zeigen Sie, dass diese Folge straff ist.

Aufgabe 11.4.12. Es seien {X1, Xo,...} und {Y1,Y>,...} zwei straffe Familien von Zu-
fallsvariablen, definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P). Zeigen
Sie, dass auch die Familie {X,, + Y}, : n € N} straff ist.

Aufgabe 11.4.13. Es seien {X;, Xs,...} eine straffe Familie von Zufallsvariablen, und
Y1,Ys, ... eine Folge von Zufallsvariablen, die gegen 0 in Wahrscheinlichkeit konvergiert.
Zeigen Sie, dass X,,Y,, — 0 in Wahrscheinlichkeit.

Aufgabe 11.4.14. Seien X, X2, ... Poisson-verteilte Zufallsvariablen mit X,, ~ Poi(\,).
Zeigen Sie: ist die Folge A1, Ag, ... beschrinkt, so ist die Familie {X,, : n € N} straff.

Aufgabe 11.4.15. Seien X1, Xo, ... normalverteilte Zufallsvariablen mit X,, ~ N(j,, 02).
Zeigen Sie: sind die Folgen i, s, ... und a%, a%, ... beschrénkt, so ist die Familie {X, :
n € N} straff.

Wir kénnen den Begriff der Straffheit in die Sprache der entsprechenden Verteilungsfunktio-
nen Fx(t) := P[X <] iibersetzen.
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Definition 11.4.16. Eine Familie F = {F; : i € I} von Verteilungsfunktionen heifst
straff, wenn fiir jedes € > 0 ein ¢ > 0 existiert, so dass

Ith;g(F(—c) +1-F(c)) <e.

Der néchste Satz behauptet, dass man aus einer straffen Folge von Verteilungsfunktionen
stets eine in Verteilung konvergente Teilfolge extrahieren kann. Er ist analog zum Satz von
Bolzano-Weierstrafy, der behauptet, dass man aus einer beschrénkten Folge von reellen Zah-
len stets eine konvergente Teilfolge extrahieren kann. Straffheit von Folgen von Verteilungs-
funktionen ist somit analog zur Beschranktheit von Zahlenfolgen.

e I
Satz 11.4.17 (Helly—Prochorow). Sei F}, F5, ... eine straffe Folge von Verteilungsfunk-
tionen. Dann existieren eine Verteilungsfunktion GG sowie eine Teilfolge F,,, F},,, .. .,

so dass
lim F, (t) = G(t) fir alle t € S(G).

k—00
. )

Beweis. Aus Satz 11.4.1 folgt, dass es eine Teilfolge F,, , F,,,... und eine nichtfallende,
rechtsstetige Funktion G mit limy_,o F,,, (t) = G(t) fir alle ¢t € S(G) gibt. Es bleibt noch zu
zeigen, dass G eine Verteilungsfunktion ist (was der Satz von Helly ja nicht behauptet). Wir
berechnen dazu die Grenzwerte von G(t) fiir t — 400 und t — —oo.

Sei ¢ > 0. Wegen Straffheit existiert ein ¢ > 0 mit
F,.(—c¢) <eund 1 —F,, (c) < ¢ fiir alle k € N.

Indem wir ¢ vergrofern, konnen wir zusdtzlich annehmen, dass ¢ und —c Stetigkeitspunkte
von G sind. Nun lassen wir £ — oo und folgern, dass

G(—c¢)<eund 1 —G(c) <e.

Dies gilt fiir alle £ > 0, woraus sich lim._, ., G(—¢) = 0 und lim., 1, G(¢) = 1 ergibt. Also
ist G eine Verteilungsfunktion. O

Der obige Satz kann als eine Aussage iiber die relative Kompaktheit im Raum M der Ver-
teilungsfunktionen interpretiert werden.

e )

Definition 11.4.18. Sei (M, p) ein metrischer Raum.

e Eine Menge A C M heiftt kompakt, wenn jede Folge ay,as, ... € A eine gegen
ein Element aus A konvergente Teilfolge besitzt.

e Eine Menge A C M heift relativ kompakt, wenn jede Folge aq,as,... € A
eine gegen ein Element aus M konvergente Teilfolge besitzt. Dabei muss der
Grenzwert dieser Teilfolge nicht unbedingt in A liegen.
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Beispiel 11.4.19. Eine Menge A C R? ist genau dann kompakt, wenn sie beschriankt und
abgeschlossen ist. Eine Menge A C R? ist genau dann relativ kompakt, wenn sie beschrinkt
ist.

Beispiel 11.4.20. Die Menge {1, %, %, ...} C R ist relativ kompakt aber nicht kompakt.
Erweitern wir diese Menge um den Punkt 0, so wird sie kompakt.

Der Satz von Helly-Prochorow behauptet, dass eine straffe Familie von Verteilungsfunktionen
relativ kompakt ist. Es gilt auch die Umkehrung.

Satz 11.4.21 (Satz von Prochorow). Eine Familie 7 C M von Verteilungsfunktionen
ist genau dann relativ kompakt, wenn sie straff ist.

Wir werden diesen Satz hier nicht bendtigen. Fiir mehr Einzelheiten verweisen wir auf das
Buch von P. Billingsley, “Weak convergence of probability measures”.

11.5. Stetigkeitssatz von Lévy

Der nachfolgende Satz wird im Beweis des zentralen Grenzwertsatzes eine wichtige Rolle
spielen. Es besagt, dass Konvergenz in Verteilung dquivalent zur punktweisen Konvergenz
der entsprechenden charakteristischen Funktionen ist.

e N
Satz 11.5.1 (Stetigkeitssatz von Lévy). Seien X, X, Xy, ... Zufallsvariablen mit cha-
rakteristischen Funktionen ¢y, ¢x,, ¥x,,.... Dann sind die folgenden zwei Aussagen
aquivalent:

(a) X, -2 X.
n—oo
(b) lim,, . px, (t) = ©x(t) fir alle t € R.
N\ J

Im Beweis werden wir die vereinfachte Notation ¢y, = ¢, und px = ¢ benutzen. Fiir die
Verteilungsfunktionen von X, und X benutzen wir die Notation Fy, = F,, und Fx = F.

Beweis von (a) = (b). Sei X, —%y X. Dann gilt fiir alle ¢ € R unter Verwendung von
n—o0
Satz 11.3.2, dass

©n(t) = Ecos(tX,) + iEsin(tX,) — Ecos(tX) + iEsin(tX) = ¢(t).

n—o0
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Dabei haben wir benutzt, dass x +— cos(tx) und x + sin(tzx) stetige und global beschrénkte
Funktionen sind. O
Beweis von (b) = (a). Es gelte lim, , ¢,(t) = ¢(t) fiir ale ¢ € R. Wir wollen zeigen,
dass X, NS

n—oo

SCHRITT 1. Zuerst zeigen wir, dass die Folge der Verteilungsfunktionen F}, Fs, . .. straff ist.
Wir definieren eine Funktion B, (u), v > 0, folgendermafien:

Ba(u) = %/uu ()t = 2 /u E[1 — o Xn]dt — %E [/ua - eitxn)dt} |

—Uu —Uu —Uu

wobei wir im letzten Schritt das Integral und den Erwartungswert (der eigentlich auch ein
Integral ist) unter Berufung auf den Satz von Fubini vertauscht haben. Um die Anwendung
des Satzes von Fubini zu rechtfertigen, bemerken wir, dass |1 — e?X| < 2 global beschrinkt
ist. Da nun sinz eine gerade Funktion ist und der Imaginérteil somit nach der Integration
verschwindet, erhalten wir, dass

sin(uX,,
B, (u) =2E [1 — U(Tn)] :
Um diesen Erwartungswert abzuschitzen, bemerken wir zuerst, dass stets
- sin(uX,,)

uX,
Auferdem gilt auf dem Ereignis {|X,| > 2} die Abschétzung

1 sin(uX,) > 1 1 < 1
uX, ul X, 2

> 0.

Insgesamt folgt, dass

n

Bt 1~ 05 pix 2]

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Als charakteristische Funktion ist ¢ stetig und erfiillt aulerdem
©(0) = 1. Somit existiert ein hinreichend kleines u > 0 mit

Bl= | [ 0= <

Da lim,, o n(t) = () fiir alle t € R gilt, folgt mit der dominierten Konvergenz, dass

Ba(u) = /u(1 C o)t — = [ (1= p(t))dt = Bu).

—u n—oo U J_,,

Um die Verwendung der dominierten Konvergenz zu rechtfertigen, sei bemerkt, dass |1 —
on(t)] < 2 fir alle n € N und ¢ € R. Aus den vorangegangenen Behauptungen folgt die
Existenz eines ng € N mit B, (u) < 2¢ fiir alle n > ny. Dann gilt auch

2
P [|Xn| > —] < B, (u) < 2¢ fiir alle n > ny.
u
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Indem wir die Schranke % vergrofern, konnen wir erreichen, dass die obige Ungleichung sogar
fiir alle n € N gilt. Daraus folgt, dass die Folge F}, F5, ... straff ist.

SCHRITT 2. Nun zeigen wir durch Widerspruch, dass X, %4 X. Wir nehmen also an, dass

n—oo
diese Konvergenz nicht gilt. Es existiert somit ein ¢ty € R mit
n—oo
Daraus folgt, dass es ein € > 0 und eine Teilfolge F},,, Fi,,, ... gibt, sodass
|F, (to) — F(to)| > ¢ fiir alle k € N. (11.5.2)
Da die Folge F1, F, ... und somit auch die Teilfolge F),,, F,,, . . . straff ist, folgt mit Satz 11.4.17
die Existenz einer Verteilungsfunktion G und einer Teilteilfolge £, , F5,, ... mit
F, -5 G. (11.5.3)
7 g—00

Wir betrachten zwei Falle:

FALL 1. G ist nicht stetig an der Stelle ty. Dann gilt G # F', denn F' ist stetig an der Stelle
to wegen (11.5.1).

FALL 2. G ist stetig an der Stelle t5. Dann folgt aus (11.5.3), dass lim;_, Fo, (to) = G(to)
und somit G(tg) # F(to) wegen (11.5.2).

In beiden Féllen gilt G # F. Aus (11.5.3) und wegen der bereits bewiesenen Richtung
(a)=(b) im Satz folgt, dass

lim ¢, (t) = @c(t) fiir alle t € R.

J—00 J
Dabei bezeichnen wir mit ¢¢ die charakteristische Funktion von G. Nach Voraussetzung (b)
gilt aber auch, dass

lim @, (t) = ¢(t) fiir alle t € R.

J—00 J

Somit gilt o = ¢. Das heifst, die charakteristischen Funktionen von G und F sind gleich. Da-

bei haben wir aber gezeigt, dass G # F'. Dies ist ein Widerpruch, da die Verteilungsfunktion

eindeutig durch die charakteristische Funktion bestimmt wird. 0
Aufgabe 11.5.2. Zeigen Sie unter Verwendung des Stetigkeitssaztes von Lévy, dass fir
jedes A > 0,

Bin(n, A/n) N Poi(\).

n—oo

11.6. Der zentrale Grenzwertsatz

Seien X1, X», ... unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX}, = u, Var X, = o2.
Wir betrachten die Summe S,, = X; +...+ X,,. Wir werden nun die Frage beantworten, wie
die Summe S, fiir n — oo verteilt ist. Damit wir eine sinnvole Aussage iiber die Verteilung
von S, erhalten kénnen, miissen wir zuerst einige Vorbereitungen treffen.

SCHRITT 1. Durch Abziehen des Erwartungswerts konnen wir S,, zentrieren. Das heifit, wir
betrachten die Zufallsvariable

S, —ES, =85, —nu.
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Es gilt dann E[S,, — nu] = 0.

SCHRITT 2. Indem wir durch die Standardabweichung dividieren, konnen wir die Zufallsva-
riable auch normieren. Das heiftt, wir betrachten die Zufallsvariable

Sp—ES, Sy —npu
VVarS, — oyn

Dann gilt ]E[SZ_;\/%“] =0 und Var[st’;;\/%w] = 1.

( )
Satz 11.6.1 (Der zentrale Grenzwertsatz). Seien Xi, X», ... unabhéngige, identisch ver-
teilte, quadratisch integrierbare Zufallsvariablen mit EX; = u, Var X = 0% € (0, 00).
Sei S, = X1+ ...+ X,,. Dann gilt:

Sn W 4,y

O'ﬁ n—00

wobei N ~ N(0,1) eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.
(. J

?

Bemerkung 11.6.2. Mit anderen Worten: Fiir alle x € R gilt

lim P

n—o0

{57;;\/;“ < x] = ®(z) mit ®(z) = \/% / e~ T dt,

Als Spezialfall erhalten wir den folgenden Satz von de Moivre-Laplace.

e R

Satz 11.6.3 (de Moivre (1733), Laplace (1812)). Sei S,, ~ Bin(n,p) binomialverteilt,
wobei p € (0,1) konstant ist. Dann gilt fir alle z € R:

lim P Snmwp <z| =(x).
. J
Beweis. Wir definieren unabhégige, identisch verteilte Zufallsvariablen X, Xy, ... mit

PXy=1=pund P X; =0]=1—p.
Dann gilt fiir die Summe der Zufallsvariablen
Sp,=X1+ ...+ X, ~ Bin(n, p).
Der Erwartungswert von X ist 4 = p und die Varianz ist 6> = p- (1 —p). Mit dem zentralen

Grenzwertsatz folgt die Behauptung. O

Bemerkung 11.6.4. Mit dem Satz von de Moivre-Laplace kann man die Binomialvertei-
lung Bin(n,p) fir ein grokes n und ein konstantes p durch die Normalverteilung appro-
ximieren. Sei némlich S, ~ Bin(n,p). Wir wollen die Wahrscheinlichkeit Pla < S, < b),
dass S,, innerhalb eines gegebenen Intervalls [a, b] liegt, berechnen. Mit dem Satz von de
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Moivre-Laplace erhalten wir die folgende Approximation:

a—n,u<Sn—n,u<b—nu
oyn T oyn T oyn

wobei T = a* und 75 = b*. Wir haben benutzt, dass "—\/’lﬁ ~ N ~ N(0,1) fiir grofses n

Pla< S, <b =P ~Pla* < N < 5] = (b)) — d(a*),

ist.

Beispiel 11.6.5. Wir betrachten ein n = 100-faches Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p = % Sei S = Sig0 ~ Bin(100, %) die Anzahl der Erfolge. Wir approximieren
nun mit dem zentralen Grenzwertsatz die Wahrscheinlichkeit P[S < 55].

Losung. Fiir den Erwartungswert und die Varianz von S erhalten wir

1
ESznpleO-§:50und Var S = np(1 — p) = 100 - = 25.

l\:)ln—
l\')lr—t

Also gilt mit dem Satz von de Moivre-Laplace:

S — 50 55 — 50
P[S <55 =P { } PN < 1] = ®(1) = 0.8413,
V% SV
S=50
wobei wir benutzt haben, dass 2 e N N.

Um eine bessere Approximation zu erhalten, kann man den sogenannten j:% Trick anwenden.

Da die Zufallsvariable S,, ndmlich ganzzahlig ist, sind die Wahrscheinlichkeiten P[S < 55]

und P[S < 56] gleich. Sollen wir nun 55 oder 56 in die Approximation einsetzen? Wir werden
den Mittelwert 55.5 einsetzen:

P[S < 55] = P[S < 55,5] = P [S 20 _ 595 — 50
V25 V25

Der exakte Wert fiir die Wahrscheinlichkeit ist tibrigens P[S < 55] = 0.86437. O

} ~P[N < 1,1] = ®(1,1) = 0,86433.

Beispiel 11.6.6. Seien X, X»,... ~ N(u,0?) unabhingige normalverteilte Zufallsvaria-
blen. Dann gilt nicht nur approximativ, sondern sogar exakt, dass
Sp —np
ov/n
Satz von Poincaré-Borel, Maxwell-Verteilung, Galton-Brett, warum sich das Gas nicht in
einer Hélfte des Raumes sammelt...

~ N(0,1).

11.6.1. Satz von Poincaré-Borel. Wir betrachten die Einheitssphéare im n-dimensionalen
Euklidschen Raum R™:

St i={(z1,.. ., @) ER 12t + ...+ a2 =1}

Nun wahlen wir einen zufélligen Punkt, der auf der Sphére uniform verteilt ist. Diesen
Punkt bezeichnen wir mit X,, = (X1, Xon,...,Xun,). Die Koordinaten dieses Punktes
sind Zufallsvariablen. Wie ist z.B. die erste Koordinate verteilt, wenn die Dimension n —
oo? Zunéchst einmal gilt >, X,in = 1, so dass man erwarten kann, dass jede einzelne
Koordinate ungefahr 1/4/n ist. Es erscheint deshalb natiirlich, die Koordinaten mit +/n
zu multiplizieren. Der néchste Satz behauptet, dass die einzelnen normierten Koordinaten
v/n Xk approximativ normalverteilt sind, wenn n — oo.
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ABBILDUNG 3. Visualisierung der Positionen der Molekiile und ihrer Ge-
schwindigkeiten.

Satz 11.6.7 (Poincaré-Borel). Sei X,, = (X1, Xa,, ..., X,,) ein auf der Sphére S**
uniform verteilter Zufallsvektor. Dann gilt fiir jedes £ € N, dass

Vi X —2 N(0,1).
n—oo

Beweis. Zuerst miissen wir uns die Frage stellen, wie die Uniformverteilung auf der Sphére
definiert ist. Die Sphire ist eine Fliche der Dimension n — 1 in R” (weshalb wir sie mit S*~!
bezeichnet haben) und hat als solche Lebesgue-Maf 0. Somit ist die iibliche Definition der
Uniformverteilung im Fall der Sphére nicht anwendbar.

Wir werden hier die folgende Definition benutzen. Seien zuerst &1, . . ., &, unabhéngige, stan-
dardnormalverteilte Zufallsvariablen. Der n-dimensionale Zufallsvektor £ := (&;,...,&,) hat
die folgende gemeinsame Dichte auf R™:
1 1,2 2 1 1102
— - (i + ) —z It
f(tl,...,tn) (27‘(’)"/26 2\ (27]-)”/2e 2 ,

wobei [[t|| := \/t] + ...+ t2 die Lange des Vektors t = (t1,...,t,) € R™ bezeichnet. Es sei
bemerkt, dass die gemeinsame Dichte nur von ||¢|| abhéngt. Das bedeutet, dass die Verteilung
von £ isotrop ist, d.h. O¢ hat die gleiche Verteilung wie £ fiir jede orthogonale Transformation
O : R" — R". Nun kénnen wir £ normieren, indem wir diesen Vektor durch die Norm ||£]|
teilen.

( M)

Definition 11.6.8. Der Zufallsvektor

5 _ 51 é-n
[ (wﬁ+m+&””v&+m+&>

ist uniformverteilt auf der Einheitssphére in R™.
. J

Muss noch ergénzt werden... U

11.6.2. Geschwindigkeitsverteilung der Molekiile im Gas.
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11.7. Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

Beweis von Satz 11.6.1. Es seien X, X, ... unabhéingige identisch verteilte Zufallsva-
riablen mit EX;, = p und Var X;, = 02 > 0. Definiere S,, = X; + ... + X,,. Wir zeigen,

dass g
n—NU 4
— — N ~ N(0,1).
L NN

Anstelle von X1, X», ... betrachten wir die normierten Zufallsvariablen
X, —
Yy = £ it EY; = 0 und VarVy = 1.
o
Wir definieren die Zufallsvariable

Sy Y4+ Y,

= i

Zu zeigen ist, dass
V, -5 N ~ N(0,1).

n—oo
Wir werden zeigen, dass die charakteristische Funktion von V,, gegen die charakteristische
Funktion der Standardnormalverteilung punktweise konvergiert. Dann kann man den Stetig-
keitssatz 11.5.1 anwenden. Sei t € R fest. Fiir die charakteristische Funktion von V,, gilt:

. L Y14y LY . Yn t n
o) B[] g[8 [#] - (5 ()]

wobei ¢ := ¢y, die charakteristische Funktion von Y; ist. Nun wollen wir n — oo gehen
lassen. Da ¢(0) = 1 und ¢ stetig ist, gilt

t
li — | = 1.
tim o (=)

Also haben wir es mit einer Unbestimmtheit von der Form 1°° zu tun. Um die aufzultsen,
werden wir die ersten zwei Terme der Taylor-Entwicklung von ¢ betrachten. Es gilt

p(0) =1, ¢(0)=iEY; =0, ¢"(0)=-E[/]=-L

Somit erhalten wir die folgende Taylorentwicklung:

Nun setzen wir s = -= ein:
7

t . 12 N 12 .
_ = —_ — 0] — n 0.
7 vn 2n n)’

Und dann gilt fiir die charakteristische Funktion von V,:

= ((E) (- eoB))

Dabei haben wir die folgende Aussage benutzt: fiir eine Folge aq, as, ... mit lim,, ., na, = A
gilt, dass lim,, o (1 + a,)" = e*. Da e*/2 die charakteristische Funktion der Standardnor-
malverteilung ist, folgt schlieflich mit dem Stetigkeitssatz 11.5.1, dass V,, in Verteilung gegen
eine Standardnormalverteilte Zufallsvariable konvergiert. Das beweist die Behauptung. [
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11.8. Satze von Lindeberg und Ljapunow

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes. Er besagt, dass
eine Summe von sehr vielen sehr kleinen und unabhéngigen zufélligen Fehlern unter ziemlich
allgemeinen Bedingungen approximativ normalverteilt ist. In diesem Satz werden wir anstatt
einer Folge ein sogenanntes Dreiecksschema von Zufallsvariablen betrachten:

X1
Xo1, Xoo
Xs1, Xz, Xss

ana Xn27 Xn37 R Xnn

Wir werden annehmen, dass jede Zeile dieses Dreiecks aus unabhéngigen Zufallsvariablen be-
steht. Abhéngigkeiten zwischen den Variablen aus verschiedenen Zeilen sind jedoch erlaubt.

( )
Satz 11.8.1 (Lindeberg). Fiir alle n € N gelte, dass X1, X2, ..., X, unabhéngige
Zufallsvariablen mit EX,,;, = 0 und Var X,,;, = 02, sind, wobei Y ,_, 02, = 1. Auferdem
gelte die folgende Lindeberg-Bedingung: fiir jedes € > 0

Ln(e) =) E[X21ix,, 1] — 0. (11.8.1)
k=1
Dann gilt:
Xoi 4 o+ Xom = N ~ N(0,1).
n—o0
& J

Bemerkung 11.8.2. Die Lindeberg-Bedingung besagt, dass alle Werte der Zufallsvariablen,
die grofer als € sind, einen asymptotisch verschwindenden Beitrag zur Varianz der Summe
der Zufallsvariablen leisten.

Bemerkung 11.8.3. Wir beweisen, dass der zentrale Grenzwertsatz ein Spezialfall von
Satz 11.8.1ist. Seien X1, Xs, ... unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X}] =
p und Var X, = 02 € (0,00). Wir definieren die Zufallsvariablen

ovn '

Dann sind die Zufallsvariablen X1, ..., X, fiir jedes n € N unabhéngig, da X1, ..., X,, nach
Voraussetzung unabhéngig sind. Auferdem gilt EX,,;, = 0 und O'Zk = Var X, = % Somit
gilt tatsdchlich Y7 o2, = 1.

Um zu zeigen, dass alle Voraussetzungen aus Satz 11.8.1 erfiillt sind, miissen wir noch die
Lindeberg-Bedingung (11.8.1) iiberpriifen. Sei ¢ > 0 fest. Es gilt, da die Zufallsvariablen

Xnk k’Zl,...,n.
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identisch verteilt sind,

2
E X’“_ 1 ~ LEix, —
Z Xk M’> 2 [( 1 ,u) |X17u|>50\/ﬁ]'

Wir zeigen, dass der Erwartungswert auf der rechten Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert.
Es gilt

f-s. .
(X1 — 1)°L1x, ppscovm _ 0 (sogar sicher),
da die Indikatorfunktion fiir hinreichend grofses n gleich 0 wird. Auflerdem gilt fiir alle n die
Abschéatzung
(X1 = 10)° L5, ppeoym < (Xo = p)? mit B [(X) — p)°] < oo
Damit kénnen wir den Satz von der dominierten Konvergenz anwenden. Somit gilt die

Lindeberg-Bedingung (11.8.1).
Nun koénnen wir Satz 11.8.1 von Lindeberg anwenden:

Xl—/L X—
2, N~ N(0,1
o\v/n Tt oy/n  n—oo (0. 1).

Der zentrale Grenzwertsatz ist also ein Spezialfall von Satz 11.8.1.

Bemerkung 11.8.4. Der Satz von Lindeberg ist etwas allgemeiner, als der zentrale Grenz-
wertsatz. Zum Beispiel wird im Satz von Lindeberg nicht verlangt, dass die Zufallsvariablen
X1, ..., X, identisch verteilt sein sollen.

Beispiel 11.8.5. Definiere X,; = X, wobei X eine beliebige (aber nicht normalverteilte)
Zufallsvariable mit EX = 0 und Var X = 1 ist. Die restlichen Zufallsvariablen X, ..., X,
seien gleich 0. Dann gilt

X1+ o+ X = X = N(0,1).
In diesem Fall konvergieren die Summen also nicht gegen die Normalverteilung. Die Ursache
dafiir ist, dass die Lindeberg-Bedingung (11.8.1) nicht erfiillt ist.

Bemerkung 11.8.6. Wenn die Lindeberg—Bedingung (11.8.1) erfiillt ist, so gilt, dass

lim max ank = 0.
n—oo k=1

77777

Beweis. Aus der Gleichung
ng =E [ng] =E [XrZLk : ]l\Xnk\Sa} +E [Xik ' H\Xnk\%}

folgt, dass fiir die maximale Varianz folgende Abschitzung gilt:

M, = nax o2, <+ ZE (X201 ix, 0 15e] =&+ La(e).
..... P
Da die Lindeberg—-Summe auf der rechten Seite gegen 0 fiir n — oo konvergiert, erhalten
wir, dass limsup,,_,., M,, < €% Da das fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt, dass lim,, ,o, M, =0. O
Zum Beweis von Satz 11.8.1 brauchen wir zunéchst einige Hilfsaussagen.
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e N
Lemma 11.8.7. Fiir alle 41,...,y, € C und fir alle z1,...,2, € C mit |yx] < 1 und
|zi| <1 firalle k=1,... n, gilt:

n n
Hyk—sz < Z|yk — 2.
k=1 k=1 k=1

& J

Beweis. Wir benutzen die Induktion.

INDUKTIONSANFANG. Fiir n = 1 nimmt unsere Ungleichung die Form |y; — 21| < |y1 — 2|
an. Sie stimmt also.

INDUKTIONSSCHRITT. Wir nehmen an, dass die Ungleichung fiir ein n € N gilt. Nun gilt es,
zu zeigen, dass sie auch fiir n 4+ 1 gilt. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir, dass

n+1 n+1

H Yk — H 2k
k=1 k=1

n+1 n
H Yk — Ynt1 H 2k
k=1 k=1

n n
[To—11=

k=1 k=1

n n
[To—11=
k=1 k=1

da |yn+1| < 1und |[[4—; zx] < 1. Nun konnen wir die Induktionsannahme anwenden:

n n+1
YUn+1 H Zk — H 3
k=1 k=1

n

1=

k=1

< +

= |yn+1| + : |yn+1 - Zn+1|

<

+ [Ynt1 — Zns1ls

Hyk - sz < Z 1Yk — 26| + |Yns1 — 2npa| = Z lyr — 2.

k=1 k=1 k=1 k=1
Somit ist die Ungleichung auch fiir n + 1 Terme giiltig. O
[ )

Lemma 11.8.8. Sei X eine Zufallsvariable mit E[|X|"] < oo fiir ein n € N. Dann gilt
die Taylor-Entwicklung

~ (it)*
px(t) =) - EXF]+ Ra(8),
k=0
wobei fiir den Restterm R, (t) die folgende Abschitzung gilt

n+1 n
Ba(t)] < B |min { X IEX L]
(n+ 1" nl

Bemerkung 11.8.9. Wenn man sich erlaubt, Erwartungswerte und unendliche Summen
ohne Begriindung zu vertauschen, dann erhélt man die Entwicklung

= (itX)* (i),
M( k;!) ] :Z(k:!) ELXT

px(t) =E[e"*] =E
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Das Lemma ist eine exakte Aussage dariiber, inwieweit diese Entwicklung mdoglich ist. Hat
die Zufallsvariable n Momente, so konnen wir in der Entwicklung Terme bis zum Grad n
benutzen und den Restterm wie im Lemma abschétzen.

Beweis von Lemma 11.8.8.

SCHRITT 1. Zuerst beweisen wir eine Abschitzung fiir den Restterm in der Taylor-Entwicklung
der Funktion e”. Wir werden zeigen, dass fiir alle t € R

i N\~ (@) O L 111
e =>" o gmm{(n+1>!,2F . (11.8.2)

k=0
INDUKTIONSANFANG. Fiir n = 0 stimmt die zu beweisende Ungleichung (11.8.2), denn
le” — 1| < [t und |e" — 1] < 2.

Wir fithren den Beweis mit Induktion.

INDUKTIONSSCHRITT. Wir nehmen an, dass die Ungleichung (11.8.2) fiir ein n € Ny gilt.
Nun ist zu zeigen, dass sie auch fiir n 4 1 gilt. Sei 0.E.d.A. t > 0, denn die Funktion auf der

rechten Seite von (11.8.2) ist gerade. Es gilt
n+l ,. k t n - Nk t
it (is) is (is)
S [ (e <
Nun benutzen wir die Induktionsannahme:
n+l . o\k t n+1 n
it (it) B i s S
=3 G| = [ e 2

k=0 k=0
k=0
t n+1 t .n
< min /S—,Q/ 7 ds
o (m+D"" Jy n!

tn+2 tn+1
= min ,2 .
{(n+2)! (n—I—l)!}

Die zu beweisende Ungleichung gilt also auch fiir n + 1.

k=0

SCHRITT 2. Nun beweisen wir die Abschitzung fiir den Restterm R,,(t):

_ ax N (@ X)F) ax N (@ X)F N2 N 2
[Ru(t)] = |E [ =) || S B =) 2| <E |min ki
k=0 k=0
Das Lemma ist somit bewiesen. O

Nun konnen wir den Satz von Lindeberg beweisen.
Beweis von Satz 11.8.1. Es ist zu zeigen, dass

Xt + -4 X =2 N(0,1).
n—0o0

SCHRITT 1. Nach dem Stetigkeitssatz 11.5.1 reicht es, zu zeigen, dass fiir alle t € R gilt:

+2

fan [Lom®) =
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Dabei sei 1 (t) = E[e®*=] die charakteristische Funktion von X,;. Deshalb betrachten wir

die Differenz dieser beiden Terme:
k=1

H Pnk (t)
2

k=1

n

2 - 770 t2
o T

1 2
gpnk 7o.nkt

n

Z

k=

1
e 2 "k _1+ Unkt2 .

1
@nk - 1 + O-nkt2 2

2

Nun schéitzen wir diese beiden Summen separat ab und definieren hierfiir

_ 1.2 42 1
e 2%kl — 14 —o? 12|,

1
Cui(t) = 1+ 2oopt®|, dpp = 2

Cnk =
2

SCHRITT 2. Betrachten zunéchst ¢,,;,. Mit Lemma 11.8.8 erhalten wir

Onr(t) — (1 — %aﬁkﬂ) ‘ < E [min {[tX]?, [t X0 }] -

Und nun verwenden wir fiir X,;; < € die Abschiitzung [t X,;|*> und fiir X,,; > ¢ die Abschiit-
zung [t X x|

Cnk =

ok < E X0k PLix,p <] + E [[EX0nk 21 x,005e] -

Sei Ly(e) = > E[X2.1|x,,|>:] die Summe aus der Lindeberg-Bedingung. Nun schétzen
wir die Summe tiber ¢, ab:

n

chk < MngHXnkPﬂ\Xnmge] + |t’2Ln(€)
k=1

k=1

<P e B Xk Lixuise] + 12 Ln(e)
k=1

< [tPe ) om + [t La(e)

= |t]’e + [t]*L,(e).

Da die Lindenberg-Summe L, (¢) gegen 0 fiir n — oo konvergiert und € > 0 beliebig klein
gewihlt werden kann, erhalten wir, dass

n
li = 0.
Y ) o =0
k=1
SCHRITT 3. Wir betrachten nun d,,. Wir verwenden hier die Abschéitzung

Zk,

N |Z|’“

le* — (1 —2)| <|z]2|z

k=2

240



Und nun substituieren wir z = —%aith:

1

_ | =152, 42 122 4 1414, 162 12 4 1414 12
dnk = |e 2"nk" — (1 - éo—nkt S O-’Vlk‘|t| €27 nk S O-nklt| e .

Somit gilt fiir die Summe

n

-----

k=1 k=1

Also gilt laut Bemerkung 11.8.6

li =0.
Y, ) du =0

k=1
SCHRITT 4. Wir haben also gezeigt, dass

H@nk(t) - e_t;' = 0.

k=1

lim
n—oo

Mit dem Stetigkeitssatz 11.5.1 folgt daraus, dass X, + ...+ X, LN N(0,1). O
n—oo

Nun beweisen wir einen Satz, der eine vereinfachte Form des Satzes von Lindeberg ist.

( )
Satz 11.8.10 (Ljapunow). Fiir alle n € N seien X,,1,..., X, unabhéingige Zufallsva-
riablen mit EX,;, = 0 und Var X,; = 02, wobei Y ,_, 02, = 1. Es gelte auferdem die
folgende Ljapunow—Bedingung: Es existiert ein § > 0 mit

: 245 __
JL%ZE]XM] =0. (11.8.3)
k=1
Dann gilt:
Xp1+ oo+ Xpn —= N ~ N(0,1).
n—oo
. J

Beweis. Wir zeigen, dass die Ljapunow—Bedingung (11.8.3) die Lindeberg—Bedingung (11.8.1)
impliziert. Sei also (11.8.3) erfiillt. Sei € > 0 beliebig. Dann gilt

n n Xn 246 1 n
L,(e) = ZE (X200 x,5e] < ZE [%ankba] < = ZE [ Xk **] — 0.
k=1 k=1 k=1

Somit gilt die Lindeberg—Bedingung (11.8.1). O

Beispiel 11.8.11. Wir betrachten ein n-faches Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p,,, fir die lim,,_, np,(1 — p,) = oo gilt. Dann gilt fiir die Anzahl der Erfolge
S, ~ Bin(n, p,):

Sn - n
M 4y N~ N(0,1). (11.8.4)

npn(l - pn) n—roo
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Bemerkung 11.8.12. Dies ist beispielsweise anwendbar, wenn p,, = \/Lﬁ, Pn=1— \/iﬁ oder
wenn p, = p € (0,1) konstant ist. Zum Vergleich: Der Poisson-Grenzwertsatz gilt, wenn
limy, 00 PP, = A € (0,00).

Beweis von (11.8.4). Den Satz von de Moivre-Laplace kdnnen wir nicht anwenden, denn p,,
ist im Allgemeinen nicht konstant. Wir werden stattdessen den Satz von Lindeberg anwenden.
Wir betrachten unabhéngige Zufallsvariablen Y,1,...,Y,, ~ Bin(1, p,), d.h.

Fiir die Summe dieser Zufallsvariablen gilt dann
Sp =Y+ ...+ Yy, ~ Bin(n, p,).

Wir betrachten auch die normierten Zufallsvariablen

Yn - Mn
X, = _ Ink 7 Pn

npn<1 - pn)
Es gilt EX,x = 0 und )"} _, Var X,;;, = 1. Fiir die Summe dieser Zufallsvariablen X, gilt

dann
S, — Ny,
Sk = 4 X,, = 2P
npn(l — pn)
Wir zeigen, dass S in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung konvergiert, indem wir
die Lindeberg—Bedingung iiberpriifen. Sei € > 0 vorgegeben. Wir konnen die Zufallsvariable

X, wie folgt abschéitzen:
1

V npn(l - pn)

Somit ist | X,x| < e fiir hinreichend grofes n, denn lim, . np,(1 — p,) = oo. Es gilt al-
so L,(e) = >0 E[X2.1x,,/>c) = 0 fiir hinreichend groRes n. Somit ist die Lindeberg—
Bedingung erfiillt. Nun darf der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg benutzt werden. Er
besagt, dass

s 4 N(0,1).

n—oo

O

Beispiel 11.8.13. Seien X, Xy, ... unabhéingige (aber nicht identisch verteilte) Zufallsva-
riablen mit

Definiere die Partialsummen
S,=X1+...+X,=+1+£2+ ... £n.
Wir behaupten nun, dass

Sn d
Beweis. Den zentralen Grenzwertsatz konnen wir nicht anwenden, da die Zufallsvariablen
nicht identisch verteilt sind. Stattdessen muss man den Satz von Lindeberg oder den Satz von
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Ljapunow anwenden. Wir entscheiden uns fiir den Satz von Ljapunow. Zunéchst bemerken
wir, dass EX}, = 0 und Var X, = E[X?] = k*. Die Varianz der Summe S, ist dann

1)(2 1 3
= Var S, —Zk2 nin+ )6(n+ )N%, n — oQ.

Daraus folgt, dass
n3/2
D,~—, n— oo
V3
Um nun den zentralen Grenzwertsatz von Ljapunow anwenden zu kénnen, definieren wir uns

folgende Zufallsvariablen:

X
Xnk—D—kfurk—l

n
Wir erkennen, dass

EX, =0, ZVaank T2 ZVaer = 1.

k=1 n =1
Nun zeigen wir, dass die Ljapunow-Bedingung mit 6 = 1 erfiillt ist:

Sl -3 () -5k

k=1

denn Y 7 k* ~ ”f und D3 ~ ;‘9—/2 fiir n — 0o. Der Satz Ljapunow besagt dann, dass

D, ZXk ZXnkT:ON(O 1).

Also ist die Behauptung bewiesen, da D,, ~ % flir n — oo ist.
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KAPITEL 12

Irrfahrt

12.1. Berechnung einer Ruinwahrscheinlichkeit

Das folgende sogenannte Ruinproblem wurde (in einer etwas anderen Formulierung) von
Pascal in einem Brief an Fermat im Jahr 1656 gestellt.

Beispiel 12.1.1. Man stelle sich folgendes Spiel vor. Am Anfang des Spiels besitzt man
ein Startkapital von k Euro, wobei k£ € Nj. In jeder Spielrunde kann man entweder mit
Wahrscheinlichkeit p ein Euro gewinnen (wodurch sich das Kapital um 1 vergrofert) oder
mit Wahrscheinlichkeit ¢ ein Euro verlieren (wodurch sich das Kapital um 1 verkleinert).
Hierbei gilt, dass p,q € (0,1) und p+ g = 1. Die Spielrunden seien unabhéngig voneinander.
Erreicht das Kapital zu einem Zeitpunkt den Wert 0, so sagen wir, dass ein Ruin eingetreten
ist. Dieses Ereignis bezeichnen wir mit R. Nach dem Ruin wird das Spiel beendet. Erreicht
das Kapital zu einem Zeitpunkt einen zuvor vorgegebenen Wert M > k (der Zielkapital
genannt wird), so steigt man aus dem Spiel aus. Dieses Ereignis bezeichnen wir mit G.
Die Spielrunden werden wiederholt, bis eines der beiden Ereignisse R oder G eintritt. Man
bestimme die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse R und G.

Losung. SCHRITT 0. Es sei p; die Wahrscheinlichkeit von Ruin in einem Spiel, das mit
Startkapital £ = ¢ startet. In der ersten Spielrunde kann man entweder 1 Euro gewinnen
(Wahrscheinlichkeit = p) oder 1 Euro verlieren (Wahrscheinlichkeit = ¢). Hat man 1 Euro
gewonnen, so hat man nach der ersten Runde ein Kapital von ¢4 1 Euro und die Wahrschein-
lichkeit, dass irgendwann spéater der Ruin eintreten wird, ist p;;. Hat man 1 Euro verloren,
so hat man nach der ersten Runde ein Kapital von i — 1 Euro und die Wahrscheinlichkeit,
dass irgendwann spéter der Ruin eintriten wird, ist gleich p;_;. Nach dem Satz der totalen
Wahrscheinlichkeit erhalten wir, dass

pi=p-pir1t+tq-pi, t=1,...,M—1 (12.1.1)
Aufserdem gelten trivialerweise die “Randbedingungen” py = 1 und py; = 0. Wir haben
also ein lineares Gleichungssystem mit M + 1 unbekannten, namlich po, ..., py, und M + 1

Gleichungen. Dieses Gleichungssystem werden wir nun 16sen.

SCHRITT 1. Es gilt
pi=p-pi+q-p, i1=1...,M—1, (12.1.2)

denn p + ¢ = 1. Zieht man nun die Gleichungen (12.1.1) und (12.1.2) voneinander ab, so
erhalt man

p(piv1 — pi) + q(pii — pi) = 0.
Fiihrt man die Notation d; := p; — p;11 ein, so erhélt man

di=%d, ., i=1,.. M-1.

p
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Benutzt man diese Gleichung iterativ, so erhélt man

2 7
di:gdi_lz(g) di_Qz...:G) do, i=1,... M—1. (12.1.3)
p p p

SCHRITT 2. Nun berechnen wir dy. Dazu setzen wir die Randbedingungen pg = 1 und py; = 0

€l1:
M-1 M—-1 q i
L=po—pu =Y di=dy <5> . (12.1.4)

=0 i=0
Wir miissen die Summe dieser geometrischen Folge berechnen. Hierzu unterscheiden wir zwei
Félle:

FALL A. Es gelte p = ¢ = 1/2, also ¢/p = 1. Dann ergibt sich aus (12.1.4), dass 1 = dy - M,
also dy = 1/M. Mit (12.1.3) folgt, dass d; = 1/M und somit
M —1

M
Somit ist p; eine lineare Funktion von i, die zwischen den Werten py = 1 und py, = 0
interpoliert.

pi=pi—pu=di+...+dy1= i=0,...,M.

FALL B. Es gelte p # ¢, also r := ¢/p # 1. Dann ergibt sich aus (12.1.4), dass 1 = dj - 1;1:4.

Daraus folgt, dass dy = 7—%. Mit (12.1.3) erhalten wir, dass

4 pi it
di=r'dy=————, i=0,...,M—1.
0 1—rM
Daraus erhalten wir schlieislich
M-1 M-1 5 itl i _ M
rt—r rt—r .
pi:pi_pM:Zdj:Z [ = i=0,...,M.
j=i j=i

Wir haben also die Ruinwahrscheinlichkeit bestimmt und folgendes Ergebnis erhalten: Bei
Startkapital k ist die Ruinwahrscheinlichkeit gleich

M—k
_{M, fallsp:q:%,
Pr =

k=0,..., M. 12.1.5
rlk—_rrlé\f R falls r := % 75 1’ 5 s ( )

Es sei bemerkt, dass der erste Fall als der Grenzwert des zweiten Falls angesehen werden
kann, denn

’ rk—rM M~k

rl—rg 1— TM o M '

Vollig analog kann man ein Gleichungssystem zur Bestimmumg der Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses G aufstellen und losen. Es gibt aber einen schnelleren Weg, die Wahrscheinlichkeit
von GG zu berechnen.

SCHRITT 3. Damit das Ereignis R eintritt, muss man k Euro verlieren, bevor man M — k
Euro gewonnen hat. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit, ein Euro in einer Runde zu verlieren,
gleich ¢q. Damit das Ereignis G eintritt, muss man M — k Euro gewinnen, bevor man k Euro
verloren hat. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit, ein Euro in einer Runde zu gewinnen, gleich
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p. Um die Wahrscheinlichkeit von G zu bestimmen, miissen wir also in der Formel fiir die
Wahrscheinlichkeit von R folgende Substitutionen machen:

perq, rel/r, ke M-k
Fiir die Wahrscheinlichkeit g, von G bei Startkapital & ergibt sich die folgende Formel:

W:%7 faHSp:q:%7
= 1 1
o er__kLTM = 11__:1517 falls p 7& q.

Schaut man sich nun die Formeln fiir p;, und ¢ an, so erkennt man, dass p;+q; = 1. Das Spiel
wird also mit Wahrscheinlichkeit 1 in einer endlichen Zeit beendet. Die Wahrscheinlichkeit,
dass das Spiel ewig dauert, ist somit 0. O

Beispiel 12.1.2. Nun nehmen wir an, dass das Zielkapital M = +oco ist. Man spielt also,
bis man ruiniert ist (bzw. ewig, wenn der Ruin nicht eintritt). Wir berechnen die Ruinwahr-
scheinlichkeit py bei Startkapital k. Dazu lassen wir M — oo in (12.1.5):

1, fallsp=q=1/2,
P =141, falls p < q,

r*, falls p > q.
Im Fall p < ¢ ist das Spiel unvorteilhaft (man verliert mit einer groferen Wahrscheinlichkeit,
als man gewinnt). Deshalb ist es keine Uberraschung, dass in diesem Fall der Ruin mit
Wahrscheinlichkeit 1 eintritt. Der Ruin tritt aber auch dann mit Wahrscheinlichkeit 1 ein,
wenn das Spiel fair ist (d.h. im Fall p = ¢ = 1/2). Im Fall p > ¢ ist das Spiel vorteilhaft
(man gewinnt mit einer groferen Wahrscheinlichkeit, als man verliert). In diesem Fall ist die
Ruinwahrscheinlichkeit gleich ¥, Man beachte, dass bei einem Startkapital, das gegen oo
strebt, die Ruinwahrscheinlichkeit gegen 0 geht.

12.2. Riickkehr der Irrfahrt zum Ursprung

e )

Definition 12.2.1. Seien X;, X,,... unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen
mit

PX; =1] =pund P[X; = —1] =g,
wobei p+ ¢ =1 und p,q € (0,1). Dann ist eine Irrfahrt die Folge Sy, S, Ss, ... mit
So=0, S,=X1+...+4X,, neN.
Die Irrfahrt heilt symmetrisch, wenn p = q = 1/2.

(. J

Bemerkung 12.2.2. Eine Irrfahrt ist beispielsweise ein Modell fiir ein Gliicksspiel oder ein
diffundierendes Teilchens.

Sei nun Z der erste Zeitpunkt, zu dem die Irrfahrt zum Ursprung zuriickkehrt, d.h.
Z =min{n e N: S, = 0}.
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Wenn es keine Riickkehr zum Ursprung gibt, so definieren wir Z = oco. Wie ist nun die
Zufallsvariable Z verteilt? Wir definieren die Zahldichte von Z:

fo=PZ=n], neN.

Satz 12.2.3. Fiir die Zahldichte des ersten Riickkehrzeitpunktes gilt

1 2n
Jon < )p”q”- fons1 =0. (12.2.1)

:2n—1 n

Beweis.

SCHRITT 1. Unser Ziel ist es, die Zahldichte f, zu berechnen. Dazu betrachten wir eine
verwandte Grofe, namlich

u, =P[S, =0], ne€N,

Dabei ist ug = 1. Hier unterscheiden sich f,, und wu,, dadurch, dass bei f, die erste Riickkehr
zum Ursprung betrachtet wird, bei w, hingegen irgendeine Riickkehr zum Ursprung.
Trivialerweise ist es nicht mdéglich, nach einer ungeraden Anzahl von Schritten zum Ursprung
zuriickzukehren. Daher gilt ug, 1 = 0. Bei gerader Anzahl von Schritten muss die Irrfahrt
genau n Schritte nach oben und n Schritte nach unten machen, um zum Zeitpunkt 2n wieder
bei 0 anzukommen. Daher gilt (wegen der Binomialverteilung)

2n

U :]P[Sgn = O] = (n

)p”q”, Ugnt1 = 0. (12.2.2)

SCHRITT 2. Nun stellen wir einen Zusammenhang zwischen u,, und f,, her. Damit die Irrfahrt
zum Zeitpunkt n zum Ursprung zuriickkehrt, muss die erste Riickkehr zum Ursprung zu
einem Zeitpunkt k = 1,...,n geschehen. Wenn die Irrfahrt zum Zeitpunkt k£ zum ersten
Mal zum Ursprung zuriickkehrt, so ist der Fall fiir f; eingetreten. Von hier an kann die
Irrfahrt beliebig weiter laufen mit der einzigen Bedingung, dass sie zum Zeitpunkt n wieder
zum Ursprung zuriickkehrt. Dabei darf sie zwischen k£ und n zum Ursprung zuriickkehren,
muss aber nicht. Damit erhalten wir zwei unabhéngige Ereignisse f, und u,_ fiir die beiden
Zeitabschnitte. Fiir u,, gilt somit die Formel:

U =3 fi e Un_g (12.2.3)
k=1

Diese Gleichung werden wir nun benutzen, um f; zu bestimmen.

SCHRITT 3. Die Faltung ist schwierig zu handhaben, daher arbeiten wir stattdessen bevor-
zugt mit erzeugenden Funktionen u(s) und f(s), die folgendermafen definiert werden:

u(s) = Zuns”, f(s) = ans", ls] < 1.
n=0 n=1
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Beide Funktionen sind wohldefiniert fiir |s| < 1, denn 0 < u, <1 und 0 < f,, < 1. Nun kann
man (12.2.3) benutzen, um u(s) in Abhéngigkeit von f(s) darzustellen:

o0
u(s) = Z UpS"
n=0

n=1 k=1
=1+ kask> : (Z ulsl)
1+ f(s) - uls).

Man sieht, dass wir durch die Anwendung der erzeugenden Funktionen die Faltung in ein
Produkt umgewandelt haben. Also gilt die Formel

Cu(s)—1 cel
f<8)_—u(s) , e[-1,1].

SCHRITT 4. Um nun f(s) bestimmen zu kénnen, benétigen wir zunéchst u(s):

e}

_OO n:OO 2n non 2n _ _%> 4 2\ _ 1

Hier haben wir verwendet, dass

GIECRICEENCHIS

n n!
_ (L35 .Q;L.n'(zn—m
D

Danach haben wir die Newton-Formel (1 + z)* = >/ (%)2™ mit o = —1/2 benutzt.

SCHRITT 5. Damit gilt
1
-1
u(s) —1 \/1—4pgs?
f(s) = (2) = ptll =1—+/1—4pgs?.
uls \/ 1—4pqs?

Um nun die Folge f, zu berechnen, miissen wir die Funktion f(s) in eine Taylor—Reihe

entwickeln. Wir benutzen wieder die Newton—Formel (1 + z)* = >~ (%)2™, aber diesmal

mit o = 1/2:

[e.9]

Z( > ipgs?)" — Zznl_ 1 (2:)]3”(1”82”‘

= n=1
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Dabei haben wir die Formel —(—4)”(%) = 5= (*") benutzt (Beweis: Ubung). Also gilt

n 2n—1
1 2n U2n,
n — "q" = ) nt1 = 0.
f2 2n—1(n>pq om— 1 font1
Die Formel fiir fs,, ist iibrigens offensichtlich, denn eine Riickkehr zum Ursprung zu einem
ungeraden Zeitpunkt ist nicht mdglich. Die Formel fiir fs, ist aber nicht trivial. 0

Beispiel 12.2.4. Wir definieren das Ereignis
A={3dneN:S, =0} =“Es gibt eine Riickkehr der Irrfahrt zum Ursprung”.
Nun behaupten wir, dass fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses gilt:
PA] =1—12p—1].
Beweis. Es gibt genau dann eine Riickkehr zum Ursprung, wenn Z # oo. Somit gilt
P[A]| = P[Z # o0 = fi+ fot ... = (1),
Mit der Formel fiir f(s) erhalten wir

f)=1-y1-dpg=1—+/(2p-10*=1-1[2p—1].
dabei haben wir benutzt, dass ¢ =1 — p. ([l

Bemerkung 12.2.5. Im Fall p = 1/2 ist die Wahrscheinlichkeit, dass es eine Riickkehr zum
Ursprung gibt, gleich 1. Da die Irrfahrt nach einer Riickkehr zum Ursprung wieder neu (und
nabhéngig von der Vergangenheit) startet, wird sie mit Wahrscheinlichkeit 1 wieder zum
Ursprung zuriickkehren, usw. Mit anderen Worten, die Irrfahrt kehrt mit Wahrscheinlichkeit
1 sogar unendlich oft zum Ursprung zuriick. Man sagt, dass die Irrfahrt fir p = 1/2 rekurrent
ist. Fiir p # 1/2 it die Irrfahrt transient, d.h. sie kehrt mit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlich
oft zum Ursprung zuriick.

Im Fall p = 1/2 findet eine Riickkehr zum Ursprung mit Wahrscheinlichkeit 1 statt. Wie
lange muss man im Durchschnitt auf die erste Riickkehr warten? Die Antwort auf diese
Frage fallt etwas unerwartet aus.

Satz 12.2.6. Sei p = 1/2 und Z der Zeitpunkt der ersten Riickkehr der Irrfahrt zum
Ursprung. Dann gilt EZ = +o0.

Beweis. Die erzeugende Funktion von 7 ist
9z(s) = f(s) =1 = V1—s
Daraus ergibt sich dann fiir den Erwartungswert EZ = ¢7,(1) = +o0. OJ

Im néchsten Satz werden wir die Wahrscheinlichkeiten u,, und f,, approximativ (fiir grofes
n) berechnen. Dazu benétigen wir zunéchst folgende Notation:
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Definition 12.2.7. Zwei Folgen aq, as, ... und by, b, . .. heilen asymptotisch daquivalent,
wenn

Notation 12.2.8. a, ~ b, fir n — occ.

Satz 12.2.9. Fiir p=1/2 gilt
1

Jn

1
und fy, ~ —— fiir n — oo.

24/ mn3

Uop ~

Losung. Zum Beweis benétigen wir die Stirling—Formel:
n n
n! ~ 27m<—) , N — 00.
e

Damit erhalten wir

Uy = (Qn) 1 (2n)! Vo 2n - () )

22T () (1) VR

PR uan 1.1 1
Damit gilt auch fo, = 5225 ~ 5- - T = U= n
Bemerkung 12.2.10. Mit dem obigen Satz kann man Satz 12.2.6 auf eine andere Weise

beweisen. Es gilt ndmlich

- 1 1
EZ:;f%-Qn:oo, da fa, - 2n ~ \/ﬁund ;ﬁ:oo.
Bemerkung 12.2.11. Sei K5, eine Zufallsvariable, welche angibt, wie oft die Irrfahrt im
Zeitintervall [1, 2n] zum Ursprung zuriickkehrt, d.h.

Kon = Zﬂszk:o =#{k: Sy =0,1<k<n}.
k=1

Wir werden nun den Erwartungswert von K, bestimmen. Man kénnte zunéchst vermuten,
dass der Erwartungswert fiir grofses n approximativ proportional zu 2n sein sollte, da man
erwartet, dass bei einem beispielsweise doppelt so grofen Zeitintervall auch doppelt so viele
Riickkehrzeitpunkte auftauchen. Diese Uberlegung ist falsch, wie wir nun rechnerisch zeigen:

Z]ls%:() ZP Szk—O Z \/j, n — 00.
k=1

Der vorletzte Schritt gilt wegen Satz 12.2.9. Zu zeigen, dass Z und ~ vertauscht werden
konnen, ist eine nichttriviale Ubung. Also ist EKj, approximativ proportional zu \/n und
nicht zu n.

Dieses Ergebnis kann man sich folgendermafsen veranschaulichen. Wir haben gezeigt, dass die
Irrfahrt mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich oft zum Ursprung zuriickkehrt. In diesem Sinne

EK,, =E
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ist sie mit einer Sinusfunktion vergleichbar. Jedoch ist bei der Sinusfunktion die Anzahl der
Riickkehrpunkte proportional zu n. Es ist also besser, die Irrfahrt nicht mit einer norma-
len Sinusfunktion zu vergleichen, sondern mit einer Sinusfunktion, bei welcher der Abstand
zwischen den Riickkehrpunkten immer gréfier wird.

12.3. Verteilung des Maximums der Irrfahrt

Sei Sy, S1, Sa, . . . eine Irrfahrt mit p = 1/2. Wir bezeichnen mit M,, den maximalen Wert der
Irrfahrt auf dem Zeitintervall [0, n], d.h.

Aus Sy = 0 folgt, dass M,, > 0. Im néchsten Satz bestimmen wir die asymptotische Verteilung
von M, fir n — oo.

( )

Satz 12.3.1. Fiir jedes = > 0 gilt:
M. 2 z 2
lim P [—n < x} =—— [ e zdt.
n—00 \/ﬁ

Mit anderen Worten:

M,
= 2, |N|, wobei N ~ N(0,1).
\/ﬁ n—00

(. J

Beweis. Sei m € N. Mit dem Spiegelungsprinzip (Bild fehlt) erhalten wir
P[M,, > m] = P[M,, > m, S, <m|+P[M, >m,S, =m|+P[M, >m,S, >m| (12.3.1)
= P[S,, > m] + P[S, = m] + P[S,, > m]
= 2P[S,, > m] + P[S,, = m]
= 2P[S,, > m| — P[S,, = m].

Sei jetzt x > 0. Die Zahl x4/n muss nicht ganzzahlig sein. Wir konnen aber eine ganze Zahl
my, mit m, — 1 < xy/n < m, finden. Dann gilt:

M,
]P’{—>x = P[M,, > m,)

NG

= 2P[S,, > m,| — P[S,, = m,]
Sn  Mn -
% Z %:| - ]P)[Sn — n]
— 2P[N > z] — 0,

n—oo

:2[@{

wobei N ~ N(0,1) und wir den zentralen Grenzwertsatz benutzt haben. Auferdem haben
wir benutzt, dass lim, . P[S, = m,] = 0 ist. Hier ist der Beweis. Der Abstand zwischen
xy/n und m, ist hochstens 1. Sei ¢ > 0 fest. Somit liegt m,, immer zwischen x+/n und
(x + €)4/n, zumindest wenn n grof genug ist. Also gilt:

P[Sn—mn]SP{xSS—\/iéans} — P(x+¢) — P(x).

n n—00
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Dies gilt fiir jedes € > 0. Daher konnen auch € | 0 betrachten. Somit gilt wegen der Stetigkeit
von

lim P[S, = m,] = 0.

n—o0

Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass

M,
lim P |— > 2| =2P[N > z| =P[|N| > z].
e |

Daraus folgt die Aussage des Satzes. O

12.4. Arcussinus—Gesetz

Eine weitere unerwartete Eigenschaft der Irrfahrt ist das sogenannte Arcussinus—Gesetz. Sei
So, 51, 52, ... eine Irrfahrt mit p = 1/2. Wir betrachten die Zufallsvariable 75, welche die
Zeit angibt, die die Irrfahrt wéhrend des Zeitintervalls [0, 2n] auf der positiven Halbachse

verbringt. Das heifst,
2n—1

Ty, = Z ]15j>0 oder Sj41>0-
j=0
Das Ereignis “S; > 0 oder S;;1 > 07 tritt genau dann ein, wenn die Irrfahrt die Zeit zwischen
j und j + 1 auf der positiven Halbachse verbringt. Im néchsten Satz berechnen wir die
Verteilung von T5,,.

Satz 12.4.1. Fiir die Zahldichte von T, gilt

de
D2k,2n 2 P[Ty, = 2k] = ugg - Ugn—2k, k=0,...,n.

Beweis. SCHRITT 0. Sei zuerst k = n. Es gilt

p2n,2n = P[Tgn = 2%] = ]P[Sl Z O,. . .,Sgn Z 0] = P[Sl S O, .. ~752n S O] = ]P)[Mn = O],
wobei wir die Symmetrie der Irrfahrt ausgenutzt haben und M, = max{Sy, Si,...,S.}.
Mit (12.3.1) erhalten wir

Pan,2n = 1 - P[MQTL 2 ]-] =1- Q]P)[S%m Z 1] + IP>[S2n - 1] - IFD[S2n - 0] = U2np,
denn P[Sy, = 1] = 0 und 2P[Sy, > 1] = P[|S,,| > 1]. Somit gilt die Formel poy, 2, = wanuo.
Analog erhélt man im Fall £ =0

DPoon = ]P){T2n = 0] = P[Sl < O; s S2n < 0] = P[Mn = O] = U2n = UoU2n-

SCHRITT 1. Sei nun k£ = 1,...,n — 1. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass
Ts, = 2k. Wir betrachten die erste Riickkehr zum Ursprung und bezeichnen den entspre-
chenden Zeitpunkt mit 2r. Es gibt zwei Félle:

FALL A. Die erste Riickkehr findet zum Zeitpunkt 2r statt, nachdem sich die Irrfahrt auf
der positiven Halbachse aufgehalten hat. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist % for.
Also hat die Irrfahrt bereits 2r Zeiteinheiten auf der positiven Halbachse verbracht und muss
noch 2k — 2r Zeiteinheiten dort verbringen. Dabei stehen ihr insgesamt 2n — 2r Zeiteinheiten
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zu Verfiigung. Es muss also 2r < 2k und 2n — 2r > 2k — 2r gelten. Wir erhalten somit den
Term

k

1

5 Z f2rp2k—2r,2n—2r-
r=1

FALL B. Die erste Riickkehr findet zum Zeitpunkt 2r statt, nachdem sich die Irrfahrt auf
der negativen Halbachse aufgehalten hat. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist % for.
Danach muss die Irrfahrt noch 2k Zeiteinheiten auf der nichtnegativen Halbachse verbringen.
Dafiir stehen ihr 2n — 2r Zeiteinheiten zur Verfiigung. Es muss also 2k < 2n — 2r gelten. Wir

erhalten somit den Term .
1 —

5 Z f2'r’p2k,2n—2r~
r=1

Beide Fille zusammengenommen ergeben die Identitét

k n—k
1 1
n — o r —2r,2n—2r s r n—2r- 12.4.1
Dok,2 2;]’5 Pok—2r2n—2r + 2;]‘5 D2k, 2n—2 ( )

Nun beenden wir den Beweis mittels Induktion.
Induktionsbasis: Fiir die Félle n = 1,k = 0 und n = 1,k = 1 lésst sich die Aussage leicht
durch Abzéhlen der Pfade tiberpriifen:

Po2 =P22 =73, U= 1, wuy=

5.
Induktionsannahme: Es gelte
Dakom = Ugk - Ugm—2 firallem=1,....n—lundk=1,...,m— 1L (12.4.2)
Nun ist zu zeigen, dass diese Formel auch fiir m = n und beliebiges £k = 1,...,n — 1 gilt.

Mit (12.4.1) und (12.4.2) erhalten wir
1 k 1 n—k
DP2kon = 5 ; for - Uop—2p - Ugp—2 + 5 ; for - Ug - Ugp—2k—2r

k n—=k

1 1

= §u2n72k E for - Ugk—or + §U2k E for - Uoan—2k—2r
r=1 r=1

= U2k * U2n—2k-

Dabei haben wir im letzten Schritt die Identitaten
k n—k
Z fortok—_2r = ugi und Z forton—ok—2r = U2n—2k,
r=1 r=1

siehe (12.2.3), benutzt. Somit gilt pag 2, = gy - Uan—ok und die Induktion ist beendet. O
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Satz 12.4.2 (Arcussinus-Gesetz). Die Zufallsvariable % konvergiert fiir n — oo in
Verteilung gegen eine Zufallsvariable T" mit der Dichte

1
frly) = m, y € [0,1].

(. J

Bemerkung 12.4.3. Hierbei ist % ist der Anteil der Zeit, die die Irrfahrt auf der positi-
ven Halbachse verbringt. Der Satz heifit Arcussinus—Gesetz (und die Zufallsvariable T heifst
Arcussinus-verteilt), da die Verteilungsfunktion von T' die folgende Gestalt hat:

2
Fr(y) = - arcsin/y, y € [0,1].

Die Dichte fr(y) erreicht ihr Minimum bei ¢ = 1/2. Fiir ¢ — 0 und ¢t — 1 wird sie unendlich.
Es ist demnach unwahrscheinlich, dass die Irrfahrt auf der positiven und negativen Halbachse
ungefdhr gleich viel Zeit verbringt. Viel wahrscheinlicher ist es, dass die Irrfahrt entweder
fast die ganze Zeit auf der positiven, oder fast die ganze Zeit auf der negativen Halbachse
verbringt.

Beweis von Satz 12.4.2. Hier soll nur eine Beweisidee vorgestellt werden. Wir haben in
Satz 12.4.1 und Satz 12.2.9 gezeigt, dass

1
P[Ty, = 2k| = pokon = Usk - Uon—o2k, Usgk = P[Sa, = 0] ~ Ne k — oo.
Es seien a und b zwei Zahlen mit 0 < a < b < 1. Wir erhalten, dass
T, [nb]
P [a < 2—7: < b} = Z Usg * Up—2k
k=[na]+1
1 [nd] 1
~ — ———— (Ri -S
- Z (Riemann-Summe)

k=[na]+1 T %(1 — %)

[t
— |
nee Jo my/y(l—y)

Dabei ist die Begriindung des Ubergangs von der ersten zur zweiten Zeile eine Ubung. O
Aufser Satz 12.4.2 gibt es mindestens zwei weitere Arcussinus—Gesetze, die wir ohne Beweis

angeben. In den beiden Sétzen ist Sy, S1, S, ... eine Irrfahrt mit p = 1/2 und 7T ist eine
Arcussinus-verteilte Zufallsvariable.

Satz 12.4.4 (Arcussinus-Gesetz fiir die letzte Nullstelle). Es sei Ky, = max{k : Sy =
0,0 < k < 2n} die letzte Nullstelle der Irrfahrt im Zeitintervall [0, 2n]. Dann gilt

Ko,
e Gy gp

2N n—oo
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Satz 12.4.5 (Arcussinus-Gesetz fiir die Position des Maximums). Es sei Ry, = max{k :
Sy = My, 0 < k < 2n} die Position des letzten Maximums der Irrfahrt im Zeitintervall
[0,2n]. Dann gilt

Ray,
i & gp

2n n—oo

12.5. Gesetz vom iterierten Logarithmus

Seien X1, X», ... unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX; = 0 und Var X}, =
1. Definiere

Sp=X1+...+X,, nelN

Wir haben folgende Aussagen iiber die Wachstumsgeschwindigkeit der Folge Si, 55, ... be-
wiesen.

1. Das starke Gesetz der grofen Zahlen behauptet, dass

Su 1oy
7 n—oo

Die Folge S,, wichst also wesentlich langsamer als n.

2. Der zentrale Grenzwertsatz behauptet, dass

Sn d
— N, N~ N(0,1).
i e (0.1)

Der Wert S, ist also mit grofer Wahrscheinlichkeit ungefihr von der Grofenordnung +/n.

3. In Satz 12.3.1 haben wir gezeigt, dass

max{So, S1,...,5.} d
N N ~ N(0,1).
\/ﬁ n_>—o>o‘ ‘v (7 )

Wir haben nur den Fall P[X}, = +1] = 1/2 betrachtet, die Aussage gilt aber allgemein. Das
Maximum von Sy, Sy, ..., S, ist also mit grofer Wahrscheinlichkeit von der Gréfsenordnung

NG

Welche ist nun die richtige Geschwindigkeit, mit der die Folge Sy, S5, .55, ... wichst? Diese
Frage beantwortet der folgende Satz.

e R\
Satz 12.5.1 (Gesetz vom iterierten Logarithmus). Es seien X, Xs,... unabhéngige
identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX; = 0 und Var X;, = 1. Definiere S,, = X; +
...+ X,, n € N. Dann gilt

P |lim sup Snl ) = 1] =P lliminf Sn =-—1| =1
ogn

n—soo 1/ 2nlog( n—oo /2nlog(logn)

OHNE BEWEIS.
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Beispiel 12.5.2. Aus dem Gesetz vom iterierten Logarithmus folgt, dass fiir alle € > 0 mit
Wahrscheinlichkeit 1 gilt:
Sy, Sn

lim ——— =0 jedoch limsup —— = +o0c.
n—o0 N3 € n—00 n§*€

Die Folge S,, wichst also langsamer als n%“, aber nicht langsamer als nac.
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