Korrektheit der obigen Umformungen:

Seien M und M’ Mengen von wif in clause-form, wobei M’ durch obige
Umformungsregeln aus M gewonnen wird. Die Menge von wft, die lo-
gisch aus M folgen, ist identisch mit der Menge von wit, die logisch aus
M’ folgen. (Ohne Beweis)

Bisher sind bei der Anwendung der Resolutionsregel keine Variablen
aufgetreten. I.A. sind diese jedoch zugelassen.

Beispiel:

~ ABOVE(B,TABLE)
VaVy (ON(z,y) = ABOVE (z,y))

Klausel-Form und Resolution:

—~ ABOVE(B,TABLE)
= ON(u,v) V ABOVE (u, v)
— ON(B,TABLE)

Beim Auftreten von Variablen sind sog. Substitutionen erforderlich.
Eine Substitution ist eine Menge S = {t1/v1,...,t,/v,}, wobei t;/v;
die Ersetzung der Variablen v; durch den Term ¢; bedeutet,z = 1,...,n.
Vorausgesetzung: alle v; in S sind verschieden und v; tritt nicht in ¢; auf.

Im letzten Beispiel wurde die Substitution {B/u, TABLE /v} ange-
wendet.
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Durch Anwendung einer Substitution S auf ein Literal o erhilt man
eine Instanz von a. Schreibweise: {a}.S.

Beispiel:

a = Q(:c,y,z), B = P(xa-ﬂz)?A)

St = {y/z,y/z}

Sy = {f(y)/z, A/z}

{a}S1 = {Q(,9,9)} {8151 = {P(y, f(y), A)}
{a}S = {Q(f(y),y,A)} {B}S: = {P(f(y), f(A),4)

Die Hintereinanderschaltung von Substitutionen ist moglich. Schreibwei-

Se: {a/}S1SQ = ({Q’}Sl)SQ

Die Anwendung einer Substitution auf eine Menge von Literalen ist
ebenfalls moglich. Schreibweise: {aq,...,a,}S bezichungsweise M S
mit M = {ay,...,a,}.
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Ist M S einelementig bei einer n-elementigen Menge M, n > 1, so heif3t
die Substitution S Unifikator der Menge M .

Beispiel:
= {P(z,z), P(y,2)}
= {z/y,z/z} S = {A/z,Aly, A/ =z}
M5 ~ (P MS' = {P(A,A)}

[.A. existieren mehrere Unifikatoren einer Menge M von Literalen, falls
M 1iberhaupt unifizierbar ist. S ist der allgemeinste Unifikator
von M g.d.w. fiir jeden anderen Unifikator S’ ein weiterer Unifikator S”
existiert, mit M S’ = M SS”.

Anschaulich bedeutet dies, dass S so wenig Variablen wie mdglich durch
Konstanten oder Funktionen ersetzt.

Beispiel: M, S, S’ wie im Beispiel oben
§" = {A/x}
MSS" = MS'

M S ist bis auf Variablenumbenennung eindeutig bestimmt, falls .S all-
gemeinster Unifikator ist. (Ohne Beweis)

Es sind Algorithmen zur Bestimmung des allgemeinsten Unifikators be-
kannt.
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Nicht jede Menge ist unifizierbar. Z.B.
{P(x),Qx,y)},  {P(A),P(B)}

Die Vorschrift zur Anwendung der Resolutionsregel bei Klauseln mit
Variablen lautet:

Pl\/PQ\/"'\/Pn (a1>

—PiVQ@Q2V--VQn ()
PySV -V PSV0aS V-V OnS (o)

e alle P, und @); sind Literale, moglicherweise mit Variablen

e P in (ay) und P; in (aw) seien unifizierbar mit dem allgemeinsten

Unifikator S.

o () ergibt sich aus P,V ---V P, in (a1) und Q2 V -+ -V Qp, in ()
durch Anwendung von S.

Beispiel:
- ABOVE(B,TABLE)

= ON(u,v) V ABOVE (u,v)
~ ON(B,TABLE) S = {B/u, TABLE/v }
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7.4 Schlussfolgern mit Hilfe der Resolutionsregel

Gegeben sei eine Menge A von wif (Axiome), die Wissen iiber einen
Problemkreis darstellen. Ferner sei eine wif o gegeben. Die Frage lautet,
ob a aus A logisch folgt.

Verfahren zur Feststellung, ob o aus A logisch folgt:
1. Nimm — « in die Menge A der Axiome auf; Ergebnis A’.
2. Umformung von A’ in Klausel-Form.

3. Wende die Resolutionsregel an, solange bis Widerspruch NIL abge-
leitet wird.

4. Falls NIL abgeleitet werden kann, folgt wif a logisch aus der Menge
A der Axiome.

Dieses Verfahren entspricht einem Beweis durch Widerspruch (resolution
refutation). Es besitzt folgende Eigenschaften:

e Vollstandigkeit und Widerspruchsfreiheit

e Die Frage, ob a aus A logisch folgt, ist nur partiell entscheidbar.

Interessant fiir praktische Anwendungen ist die Tatsache, dass nur eine
einzige Inferenzregel benttigt wird.
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Beispiel:

On(B,A) } Fakten:
On(A,TABLE) —
VzVy[On(z,y) = Above(z, y)]
VzVyVz|Above(z,y) A Above(y, z) = Above(z, z)] } ftegeln
zu zeigen: Above(B, Table)
Fakten und Regeln in clause-form:
= On(u,v) V Above(u,v) (1)
— Above(x,y) V = Above(y,z) V Above(x,z) (2)
On(B,A) (3)
On(A,Table) (4)
~ Above(B,Table) (5)
durch Resolution gewonnen: aus:
- Above(B,y) V = Above(y,Table) (6) B/x; Table/z (2)+(5)
— On(y,Table) V = Above(B,y) (7) y/u; Table/v (1)+(6)
- On(B,y) V = On(y,Table) (8) B/uj;y/v (1)+(7)
— On(A,Table) 9) Aly (3)+(8)

Nil (10) (4)+(9)
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7.4.1 Eliminationsstrategien

Bei der obigen Beschreibung des Ableitungsverfahrens bleibt offen, wel-
che Klauseln, welche Literale und welche Substitutionen in welcher Rei-
henfolge zu wéhlen sind, um in moglichst wenigen Schritten NIL ab-
zuleiten. Wir betrachten zunéchst einige Vereinfachungsstrategien, mit
deren Hilfe die Menge der zu betrachtenden Klauseln reduziert werden

kann.

Elimination reiner Literale:

Ein Literal heifit rein genau dann, wenn es nicht gleichzeitig negiert und
unnegiert in einer Menge von Klauseln auftritt.

Beobachtung: Eine Klausel, welche ein reines Literal P enthélt, kann nie
zur Ableitung von NIL beitragen, da P nie beseitigt werden kann.

Konsequenz: Klauseln, welche ein oder mehrere reine Literale enthalten,
kénnen aus der Menge der betrachteten Klauseln gestrichen werden,
ohne dass sich die Menge der ableitbaren Theoreme &ndert.

Im Laufe des Resolutionsprozesses konnen keine neuen reinen Literale
generiert werden. Somit braucht die Elimination nur einmal vor Beginn
des Resolutionsverfahrens durchgefiihrt werden.
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Beispiel: Elimination reiner Literale

Axiome: (1) - (5)
Negation des zu beweisenden Theorems: (6’)

Anwendung der Resolutionsregel liefert:

(7) aus (1), (6’): =PV =Q
(8) aus (7), (4), (5): NIL

Die Klauseln (2) und (3), welche das reine Literal S enthalten, werden
fiir die Ableitung von NIL nicht benétigt!
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Elimination von Tautologien:

Eine Tautologie ist eine Klausel, welche ein Literal in negierter und
unnegierter Form enthélt. Z.B.

P(f(A))V-P(f(4),  P(z)VQy)V R(Z)V-Qy)

Beobachtung: Die Menge von Theoremen, die sich aus einer Menge M
von Klauseln ableiten lassen, &ndert sich nicht, indem in M Tautologien
hinzugefiigt oder gestrichen werden

Begriindung: Betrachte folgende Klauseln
1. Plg)V-P(z)V...X...
2. P(z)V...Y ...
3. " Plx)Vv...Z...

Soll die Tautologie (1) zur Ableitung von NIL beitragen, so ist (2) und
(3) nétig. Aus (1), (2) und (3) ergibt sich

4. ... X..V...Y...V... Z...

Nach Streichen von (1) lasst sich direkt aus (2) und (3)
5. ...Y ...V...Z...

ableiten, woraus NIL einfacher gewonnen werden kann als aus (4).

Konsequenz: Tautologien konnen aus der Menge der betrachteten Klau-
seln gestrichen werden, ohne dass sich die Menge der ableitbaren Theo-
reme dndert.
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Da Tautologien wiahrend des Resolutionsprozesses entstehen konnen, ist
neben einer anfinglichen Priifung auch eine Priifung jeder neu generier-
ten Klausel notig, wenn die Vereinfachungsstrategie konsequent ange-
wandt werden soll.

Man beachte ferner, dass die betrachteten Literale zeichenweise bis auf
die Negation iibereinstimmen miissen. Andernfalls liegt keine Tautologie
VOr.

Beispiel:
(1) =P(A) V P(z)
(2) P(A)
(3) ~P(B)
Aus (1) - (3) ist NIL ableitbar.
(1) ist keine Tautologie!

Wiirde man (1) streichen, so liesse sich aus (2) und (3) NIL
nicht mehr ableiten.
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Elimination von Subsumptionen:

Eine Klausel a subsumiert eine Klausel 8 g.d.w. eine Substitution S
existiert mit a.S C 3, wobei

a=ogVaV...Va,={a,as...,0,} und

B=0VBV...VBy=1{0,0,...,0m};n,m>1
7.B.

a={P(z),Qy)}
B=A{P(A),Qv), R(w)}.
a subsumiert G, da mit S = {A/z,v/y} gilt aS C g.

Beobachtung: Falls eine Klausel 3 von einer Klausel o subsumiert wird,
kann (@ eliminiert werden, ohne dass sich die Menge der ableitbaren
Theoreme dndert.

Informelle Begriindung: Die subsumierende Klausel « ist bei der Anwen-
dung der Resolutionsregel universeller einsetzbar als 3. D.h., wenn im-
mer (3 bei der Anwendung der Resolutionsregel verwendbar ist, ist auch
a verwendbar. Im allgemeinen ist o noch geeigneter fiir die Ableitung
von NIL als 3, da weniger Literale bei der Anwendung der Resolutions-
regel entstehen.

Konsequenz: Subsumierte Klauseln konnen eliminiert werden, ohne dass
sich die Menge der ableitbaren Theoreme &ndert.

Subsumierte Klauseln kénnen wihrend des Resolutionsprozesses entste-
hen. Somit ist, neben einer initialen Uberpriifung, jede neu generierte
Klausel zu testen, falls diese Strategie konsequent angewandt werden
soll.

110



7.4.2 Resolutionsstrategien

Trotz der Effizienzsteigerung durch die Eliminationsstrategien konnen
bei einer unkontrollierten Anwendung der Resolutionsregel viele iiber-
fliissige Klauseln, die nichts zur Gewinnung von NIL beitragen, ent-
stehen. Im folgenden werden einige Strategien vorgestellt, mit denen
sich die Anzahl der fiir die Resolution in Frage kommenden Klauseln
verringern lisst. Als Ausgangspunkt dient die Breitensuche, bei der die
Resolutionsregel systematisch auf alle vorhandenen Klauseln angewandt
wird.

Breitensuche:

Die Menge A der urspriinglich gegebenen Axiome sowie die zu bewei-
sende Formel a bilden die Klauselmenge der Stufe 0. Ess werden suk-
zessive alle moglichen Klauseln der Stufe 1,2,3,...solange generiert, bis
NIL auftritt. Zur Gewinnung einer Klausel der Stufe ¢ > 1 verwendet
man eine Vorgingerklausel der Stufe ¢ — 1 zusammen mit einer weiteren
Vorgéngerklausel der Stufe 0 < 5 < — 1.

Dieses Verfahren ist vollstandig,.
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Beispiel: Breitensuche

(1) Whoever can read is literate.

(Vz)[R(z) — L(z)]

(2) Dolphins are not literate. — Axiome
(Va)[D(z) = —L(z)]

(3) Some Dolphins are intelligent.
(32)[D(x) A ()]

-/

(4) Some who are intelligent cannot read. 71 beweisendes Theorem
(Fz)I(z) A ~R(z)]

(1)  -R(z)V L(z)
(2) -D(y)V-L(y)
(3a) D(4)

(3b) I(4)

(4) ~I(z) VvV R(z)

Original I(A) -I(z) V R(2) —-R(z) V L(z) -D(y) V - L(y) D(A)

clauses

Second-Level L(A) ||-D(A)|||L(A)||| —I(z)V-D(z)
Resolvents

Third-Level NIL
Resolvents
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Stiitzmengen-Resolution (set of support):

Man fiihrt nur solche Resolutionsschritte durch, bei denen die Negation
von « oder eine daraus abgeleitete Klausel beteiligt ist. [A. werden hier-
bei weniger Klauseln produziert als bei einer Breitensuche. Begriindung;:

Zur Ableitung eines Widerspruchs muss die Negation von « direkt oder
indirekt beteiligt sein, falls die Axiome A widerspruchsfrei sind.

Das Verfahren ist vollstandig.

Beispiel:

Original
clauses

First-Level
Resolvents

Second-Level
Resolvents

Third-Level
Resolvents

Fourth-Level
Resolvents

~I(z)VR(z) | [1(4)

—R(z) V L(x)

-D(y) v -L(y) | D(A4)
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Einheitsprioritét:

Falls moglich, wird eine Klausel fiir einen Resolutionsschritt ausgewéhlt,
welche nur aus einem Literal besteht.

Beispiel:

A (Z) \Y, R(Z) | (A) TR(X) \% L(X) ﬁD(y) \V, ﬁL(y) D(A)

R(A)

L (A)

“D(A)

NIL

Unter dieser Strategie erfolgt ein sukzessives Verkiirzen von Klauseln,
was das Auffinden von NIL beschleunigt.

[.A. kombiniert man diese Strategie mit einer anderen Strategie, da unter
Umstinden gar keine Klauseln mit nur einem Literal existieren. Bei
einer strikten Anwendung der Einheitsprioritidt geht die Eigenschaft der
Vollstandigkeit verloren.
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7.5 Antwort-Generierung

Wir betrachten eine Menge A von Axiomen und eine zu beweisende wit
a der Form 3P (z), wobei P(z) eine atomare Formel ist. Gewiinscht ist
nicht nur ein Beweis, dass a aus A logisch folgt, sondern die explizite
Angabe eines Elements z, fiir welches P(x) gilt.

Als Faustregel gilt, dass Fragen "Wo...”, "Wer...”, "Wann...” us.w.
durch Formeln mit existentiell quantifizierten Variablen représentiert
werden.

Zur Gewinnung einer Antwort, d.h. der Angabe eines Elements z, wel-
ches P(z) erfiillt, konnen offensichtlich die bei der Herleitung von NIL
verwendeten Substitutionen herangezogen werden.

Verfahren zur Antwort-Generierung:

1. Erweitere die Klausel —a um den sog. Antwort-Term. Der Antwort-
Term ist identisch mit a.

2. Fiihre die gleichen Resolutionsschritte wie vorher durch.

3. Wird NIL bei der Resolution erhalten, so entspricht der Antwort-
Term der gewiinschten Antwort.
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Beispiel: Antwort-Generierung

"Wenn Udo seinen Notebook PC immer bei sich hat und Udo sich im
Horsaal B7 aufhélt, wo befindet sich dann sein PC?”

Darstellung in der Pradikatenlogik:

(1) Vz[AT(UDO,z) = AT(PC,z)]

(2) AT(UDO, B7) }Axmme

(3) Jz[AT(PC,z)]  }zu beweisendes Theorem

Umformung in Klausel-Form und Negation des Theorems:
(1)~AT(UDO,z)V AT (PC, z)
(2)AT(UDO, B7)

Anwendung der Resolutionsregel:

~AT(PC,y) |AT(PC,y) ~AT(UDO,z) vV AT(PC, z)

~AT(UDO,y) |AT(PC,y)

Substitution: y/z

AT(UDO, B7)

NIL |AT(PC,BT) Substitution: B7/y
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Beispiel: Antwort-Generierung

”"Wenn x Vater von y und y Vater von z ist, so ist x Grossvater von z”
”Jeder hat einen Vater”

Frage: ” Gibt es Individuen x und y, so dass x Grossvater von y?”

Darstellung in der Pradikatenlogik:

(OVz Yy Vz[F(z,y) A F(y, 2) = G(z, 2)]
(2)Vy Jz F(z,y)

(3)dz Jy G(z,y)  }zu beweisendes Theorem

} Axiome

Umformung in Klausel-Form und Negation des Theorems:

(1) ~F(a,y) V ~F(y,2) V Gz, 2)

(2) F(f(w),w) [f ist Skolemfunktion, welche den Vater liefert]
(3) =G (u,v)

Anwendung der Resolutionsregel:

-G(u,v) |G(u,v)| —F(z,y)V-F(y,z)V G(z,z)

N

Substitution: u/z,v/z  —F(u,y)V ~F(y,v) F(f(w),w) |G(u,v)

Substitution: f(w)/y,v/w —F(u, f(v)) F(f(w),w) |G(u,v)

Substitution: f(w)/u, f(v)/w NIL |G(f(f(v)),v)
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