Aufgabe 1: CW-Raume
a) Die Begriffe CW-Raum und zelluldre Abbildung zwischen CW-Rdumen sollen
definiert werden. [5]
b) Es soll erkléart werden, was eine n-Zelle in einem CW-Raum X ist und was mit
einer charakteristischen Abbildung ¢: D™ — X fiir so eine n-Zelle gemeint ist. [2]
c¢) Sei X ein CW-Raum. Fiir jede Zelle von X sei eine charakteristische Abbildung
©x: D" — X gewshlt, wobei n()\) die Dimension der Zelle ist. Man zeige, dass
die Abbildung

[[p"™ — x

A

gegeben durch die verschiedenen ¢, eine Identifikationsabbildung ist; d.h. sie ist
surjektiv und eine Teilmenge von X ist offen genau dann, wenn ihr Urbild in
1. D™ offen ist. [Vorschlag: erst die entsprechende Behauptung fiir das Skelett

X™ beweisen; dazu Induktion nach n.] 8]
d) Man gebe eine CW-Struktur fiir die Kleinsche Fléche/Flasche K an:
Stx St
K= .

(wv Z) ~ (’LZJ, _Z)
(wobei S' C C; Bezeichnungen wie in C {iblich). Dann soll der zellulire Ket-
tenkomplex von K bestimmt werden. Damit soll schliesslich die Homologie von
K ausgerechnet werden; dazu gerne einen wichtigen Satz zitieren. [Eine Ausrech-
nung auf ganz andere Art, zum Beispiel mit Mayer-Vietoris, zahlt hier nicht.] [§]
e) Der Grad der zusammengesetzten Abbildung
STL

zn~ —Z

S —y = RP" — RP"/RP"1 = g"

soll bis auf Vorzeichen £ bestimmt werden, wobei n > 0. [A_l}gemeine Resultate
zur Bestimmung von solchen Abbildungsgraden aus einem Ubungsblatt diirfen
dabei benutzt werden; sorgfaltiges Zitieren erwiinscht. Der Grad der antipodis-
chen Abbildung S™ — S™ kann auch als bekannte Tatsache benutzt werden, falls

bekannt.] 5]
f) Mit e) bestimme man die Homologie von RP® und die Kohomologie von RP°.
[5]

Aufgabe 2: Elementare homologische Algebra.

a) Zu definieren: Kettenkomplex, Homologiegruppen von Kettenkomplez, Kettenab-
bildung (von Kettenkomplex C' nach Kettenkomplex D), Kettenhomotopie (zwis-
chen zwei Kettenabbildungen f,g: C — D). Man zeige, dass zwei Kettenab-
bildungen f,g: C — D, die kettenhomotop sind, denselben Homomorphismus
Hy(C) — Hg(D) induzieren (fir jedes k € Z). 8]
b) Eine (kurze) exakte Folge 0 - A — B — C — 0 von Kettenkomplexen bes-
timmt Randhomomorphismen 0: Hi(C) — Hp_1(A). Wie sind sie definiert? Man
gebe ein Beispiel so einer kurzen exakten Folge, bei der diese Randhomomorphis-

men nicht alle gleich Null sind. 6]
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c¢) Sei C' ein Kettenkomplex von freien abelschen Gruppen; ausserdem sei Cy = 0
fir ¥ < 0. Es sei Hi(C) = 0 fur alle £ € Z. Man zeige, dass id: C — C
kettenhomotop zur Nullabbildung ist. [Dabei darf benutzt werden: Untergruppen
von freien abelschen Gruppen sind immer freie abelsche Gruppen.| 8]

d) Sei C ein Kettenkomplex von freien abelschen Gruppen; ausserdem sei Cj = 0
fiir kK < 0. Man zeige, dass C' isomorph zu einer direkten Summe von Kettenkom-
plexen der Form

0«0~ Dy <— Dyiy 0<—0

ist, wobei f auch noch injektiv ist. [7]
e) Sei X ein CW-Komplex mit Ho(X) = Z und H;(X) =0 fiir i > 0. Man zeige,
dass dann auch H°(X) = Z und H*(X) = 0 fiir 4 > 0. [Aufgabenteil d) kann
dazu benutzt werden. Satze, die wir in der Vorlesung nicht hatten, sollten besser
nicht benutzt werden.| [4]

Aufgabe 3: Produkte mit etwas Lyusternik-Schnirelmann
a) Fiir Raume X,Y sollen px: X xY — X und py: X xY — Y die Projektionen
bezeichnen. Man beweise die Formel

pi(a) — pi(b) =axbe H(X xY)
wobei a € H*(X) und b € HY(Y). [7]
b) Man zeige, dass fiir jedes m € Z der durch externe Produkte von Kohomolo-
gieklassen definierte Homomorphismus

&+ HP(S?) @ H1(S?) @ H"(5%) — H™(5% x 5§? x §?)
p,q,r mit p+q+r=m
ein Isomorphismus ist. [Anleitung: es wird empfohlen, dass man mit zelluldren
Kettenkomplexen arbeitet. Dann gibt es verschiedene Moglich keiten. Zum Beispiel:
Satz aus Vorlesungsnotizen tiber zellulare Kettenkomplexe und externe Produkte
in Kohomologie zitieren. Andere Méglichkeit: die Smashprodukte S% A S? und

S2 A 8?2 A S? im Auge behalten und Natiirlichkeit von externen Produkten be-
nutzen. Dann diirfen Sie auch benutzen, dass das externe Produkt

H™(S™) @ H™(S™) — H™(S™ A S™)
ein Isomorphismus ist.] 9]

c) Aus a) und b) bestimme man H*(S? x S? x S?) als graduierten Ring. 4]

d) Aus c) leite man her, dass LS(S? x S? x §%) > 3, wobei LS die Lyusternik-
Schnirelmann-Invariante bezeichnet. [Fiir einen wegzusammenhéngenden Raum
X ist LS(X) ist das kleinste n, fiir das offene Teilmengen Uy, Uy, ...U, von X
existieren mit (J;'  U; = X und U; — X nullhomotop.]| [5]
e) Zwei wegzusammenhéngende und lokal wegzusammenhéngende Rdume X und
Y seien gegeben, beide mit Grundpunkt. Man zeige:

LS(X xY) <LS(X)+ LS(Y). (bitte umbléttern)
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[Hinweis: es gibt eine Charakterisierung von LS(X), die die Diagonalabbildungen

Op: X > X xXx---xX
k

benutzt. Eine Andeutung: LS(X) < n genau dann, wenn fir jedes k > n die
Abbildung d; homotop zu einer Abbildung 0§ ist derart, dass jedes dj(x) nur
hochstens ... von x € X verschiedene ... Diese Charakterisierung darf ohne Beweis
benutzt werden.| 6]

f) Mit d) und e) bestimme man LS(S? x S% x S?). 2]

Aufgabe 4: Produkte mit etwas Poincaré-Dualitét
Einleitung: Das Skalarprodukt ist (fiir jeden Raum X') eine Abbildung

HY(X) x Hy(X) = Z,

geschrieben (a,b) — (a,b). Statt einer Definition hier ein paar wichtige Eigen-
schaften:

e Es ist bi-additiv.
e Das Skalarprodukt von Standarderzeuger von HY(x) mit Standarderzeuger
von Hy(Z) ist gleich 1.
e Fiir ¢ > 0 ist das Skalarprodukt von Standarderzeuger von H?(S?) mit
Standarderzeuger von H,(S?) gleich 1.
e Natiirlichkeit: Gegeben f: X — Y und a € HY(Y), b € Hy(X); dann ist
(f*(a), b) = {a, £u(b).
e Bei zusammenhéngendem X kann das Skalarprodukt auch as Cap-Produkt
definiert werden: (a,b) =a ~be Ho(X) =Z.
a) Sei X ein CW-Raum mit zelluldrem Kettenkomplex C' = C(X). Ein Element
a € HI(X) = H_,(hom(C,Z)) sei reprasentiert durch einen Homomorphismus
a: Cy — Z. Ein Element b € Hy(X) = Hy(C) sei représentiert durch g € Cy.
Man zeige, dass dann
(a,b) = a(B) € Z
gilt. Dabei diirfen die Eigenschaften oben benutzt werden. [15]

b) Sei X eine kompakte orientierte zusammenhédngende Mannigfaltigkeit der Di-
mension 2n und gleichzeitig ein CW-Raum, der nur Zellen gerader Dimension hat.
Sei ¢ € Hy,(X) die Fundamentalklasse. Man zeige: Dann sind alle Homologie-
und Kohomologiegruppen von X endlich erzeugte freie abelsche Gruppen, und fiir
jedes ¢ ist die bi-additive Abbildung

F: H4(X) x H (X)) — 7Z
gegeben durch (a,b) — ((a — b),¢) nicht-ausgeartet. [Das heisst, zu jedem
Homomorphismus g: H?4(X) — Z existiert genau ein b € H?"24(X) derart,
dass g(a) = F(a,b) fiir alle a € H*(X).] [13]
c¢) Mit Hilfe von b) bestimme man den Kohomologiering H*(CP!Y). [Es darf

benutzt werden, dass X = CPY eine CW-Struktur mit X?¢ = X2¢+1 = CP? hat
fir ¢ € {0,1,---,10}.] [5]
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Aufgabe 5: Fundamentalklasse und Poincaré-Dualitat

a) Sei X ein normaler Raum und A C X. Sei XA = cone(A — X) der
Abbildungskegel. Man skizziere einen Beweis des Ausschneidungssatzes fiir Abbil-
dungskegel: Fiir L C A mit L C int(A) ist die Inklusion

(XNL)J(ANL) — XJA

eine Homotopiedquivalenz. [Eine Zeichnung dazu sollte helfen und kann auch
Punkte geben.] [11]

b) Man zeige: Wenn eine Abbildung f: M — N von orientierten, zusammenhéng-
enden, kompakten Mannigfaltigkeiten derselben Dimension n nicht surjektiv ist,
dann hat sie den Abbildungsgrad 0. [7]

c) Zeigen Sie, dass RP? nicht orientierbar ist. (3]

d) Man stelle sich vor: zwei kompakte, n-dimensionale, orientierte, zusammenhéang-
ende Mannigfaltigkeiten M und N und eine Abbildung f: M — N vom Grad 1.
Man zeige, dass der induzierte Homomorphismus

surjektiv ist und sogar einen Rechtsinversen besitzt. [Hinweis: Eine Natiirlich-
keitsformel fiir Cap-Produkte wird gebraucht.] [12]

Aufgabe 6: Fundamentalgruppe und ﬂ'berlagerungen

a) Sei X ein wegzusammenhiingender Raum mit Grundpunkt und f: S' — X
eine stetige Abbildung. Sei Y = cone(f); also Y ist der Quotientenraum von
X UD?, der durch Identifizieren von z € S C D? mit f(z) € X ensteht, fiir jedes
z € S'. Man zeige: wenn der Homomorphismus 71(X, ) — 71(Y,*) induziert
durch die Inklusion X — Y injektiv ist, dann ist er auch bijektiv, und ausserdem
ist f nullhomotop. [10]

b) Man konstruiere/beschreibe einen zusammenhéngenden CW-Raum X mit Grund-
punkt, dessen Fundamentalgruppe die Présentation

(z,y,2 | 2*2Pyzy™")

hat. [Das bedeutet: es gibt einen surjektiven Gruppenhomomomorphismus ¢ von
F3 nach (X, %), wobei F3 die freie Gruppe mit 3 Erzeugern x,y, z ist und wobei
der Kern von ¢ die kleinste normale Untergruppe von Fj ist, die das Element
x22%yzy~ ! enthélt. Sitze zu CW-Riaumen und Fundamentalgruppe, die benutzt
werden, sollen genau zitiert werden. | [5]

c) Wir betrachten S' und S? als Riume mit Grundpunkt und bilden die Ein-
punktsumme (Wedge) S!V S?. Man erklire, warum 71 (S! V S2%,%) isomorph zu
7 ist. Sei jetzt E — SV $? die universelle Uberlagerung von S!V §2 (also ist
zusammenhéngend und die Fundamentalgruppe von F ist trivial, fiir jede Wahl
von Grundpunkt). Man bestimme Hz(F). [Ein Bild von E ist beinah unvermei-
dlich und sehr erwiinscht und kann auch Punkte geben.| 8]
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d) Essei p: E— X eine Uberlagerung, wobei E und X wegzusammenhiingende
Réaume mit Grundpunkten xg beziehungsweise xx sind. Die Abbildung p soll
grundpunkterhaltend sein. Wir wissen, dass der Homomorphismus

ps: T(E, *p) = m1 (X, *x)
injektiv ist. Man schreibe G = 71(X,*x) und H = im(p,), so dass H Unter-
gruppe von G ist. Man stelle einen Isomorphismus her zwischen der Gruppe der
Homo6omorphismen h: E — E, die po h = p erfiillen, und der Gruppe NgH/H .

[Dabei ist NgH der Normalisator von H in G; das ist die Untergruppe von G
bestehend aus allen x € G mit x~'Hx = H ] [10]



