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Limates, Fortsetzung.

Beispiel 5.1. Full J = e e . Hier denken wir uns eine Kategorie J
mit genau zwei Objekten genannt 1 und 2 , und keinen Morphismen
ausser id; und id, , die wir zulassen miissen. Ein Funktor D von [J
nach C ist dann einfach eine Auswahl von zwei Objekten D(1) und
D(2) in C. Also ist

nat(b7, D) = more(b, D(1)) x more(b, D(2)).

Wir sollen jetzt fragen, ob dieser kontravariante Funktor (von der
Variablen b) darstellbar ist. Wenn a ein darstellendes Objekt mit
universellem Kegel u ist, dann heisst das: uw = (u,uy) mit uy €
mor(a,D(1)) und u, € mor(a,D(2)), und fiir jedes Objekt b in C
ausgeriistet mit

v = (v1,v2) € more(b,D(1)) x more(b, D(2))

gibt es genau ein f,: b — a mit vi =uyof, und v, = uyof,. Wir
sehen also, dass a genau die Eigenschaften von einem Produkt hat:

a=1lim D=D(1) x D(2),

mit den dazugehorigen Morphismen w;: a — D(1) und u;: a — D(2),
die frither vielleicht p; und p; hiessen.

Beispiel 5.2. Full J = Menge. Hier denken wir uns eine kleine Kate-
gorie J mit Objektmenge S und keinen Morphismen ausser den Iden-
titatsmorphismen id; fiir s € S. Ein Funktor D von J nach C ist dann
einfach eine Familie von Objekten D(s) in C indiziert durch s € S.
Dann ist
nat(bs,D) = Hmorc(b, D(s)) .
seD

Wenn a ein darstellendes Objekt dafiir mit universellem Kegel u ist,
dann heisst das u = (ug)ses mit ug € mor(a,D(s)) , und fiir jedes
Objekt b in C ausgeriistet mit

v = (vy)ses € [ [ more(b, D(s))
seS
gibt es genau ein f,: a — b mit vy = usof, fiir alle s € S. Wir nennen
a dann immer noch ein Produkt:
a=1lim D=]]Dl(s),

seS
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mit den dazugehorigen Morphismen ug: a — D(s) fir s € S.

Beispiel 5.3. Full J = e — e — e . Hier denken wir uns eine
Kategorie J mit genau drei Objekten genannt A, p und p , und keinen
Morphismen ausser den Identitatsmorphismen und einem fy: A — n
und einem f,: p — p. Ein Funktor D von J nach C ist dann einfach
ein Diagramm der Form

(DN 9e
CA—=Cyu<—2¢C,
in C, namlich ¢, = D(A) undsoweiter. Ein Element von nat(bz, D)
kann man sich denken (nach Vereinfachung) als ein kommutatives Quad-

/\
\/

Wenn also a =lim D existiert, dann haben wir damit ein besonderes
(universelles) kommutatives Diagramm

/\
\/

mit der Eigenschaft, dass jedes Diagramm wie (%) sich aus diesem
bauen lasst durch Zusammensetzen mit einem eindeutig durch (*) bes-
timmten Morphismus v: b — a. In diesem Fall sagt man auch: a ist
das Pullback von D.

Beispiel 5.4. Hier denken wir uns eine Kategorie J mit zwei Objekten
X,y und zwei Morphismen f,g: x — y (ausserdem natiirlich id, und
idy ). Ein Funktor von J nach C ist dann dasselbe wie eine Auswahl
von zwei Objekten a, b in C und zwei Morphismen ¢,y: a — b.
Eine natiirliche Transformation u von einem konstanten Funktor c
in so einen Funktor ist bestimmt durch den Morphismus u,: ¢ — a
in C. Der muss ¢ ou, =y ou, erfiillen, weiter nichts. Wenn ¢ und
u zusammen universell sind (universeller Kegel), dann bedeutet das,
dass zu jedem Morphismus k: d — a mit der Eigenschaft ok =vyok
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genau ein h: d — c existiert mit der Eigenschaft k = u, o h. Dann
sagen wir, dass dass ¢ der Differenzenkern (Equalizer) von ¢ und 7y
ist.

Theorem 5.5. Jeder Funktor D: J — Set besitzt einen Limes.

Beweis. Es wird immer noch angenommen, dass J eine kleine Kat-
egorie ist. Sei

Wir schreiben Elemente von M als Familien (X)jeon(y). Sei S die
Teilmenge von M bestehend aus den Elementen x = (x;), die

D(f)(xi) =%

erfiillen fiir jeden Morphismus f: i1 — j in J. Wir definieren eine
natirliche Transformation

u: SSet — D

durch die Abbildungen u;: S — D(j), die x € S auf x; € D(j) ab-
bilden. Wenn jetzt T irgendeine Menge ist und v: Tget — D eine
natiirliche Transformation, dann konnen wir eine Abbildung f, von T
nach S definieren durch

T2t— (vi(t))jeonw) €S .

Wir haben dann v = uo f, oder genauer v = uo (f,)7. Ausserdem
wird das f, durch diese Gleichung eindeutig charakterisiert. U

Diese Beweismethode fiihrt zu einem allgemeineren Resultat.

Theorem 5.6. Sei C eine Kategorie, in der Differenzenkerne (Equal-
izer) und Produkte tiber beliebige Indexmengen existieren. Dann besitzt
jeder Funktor D: J — C einen Limes.

Beweis. Sei
a= D(j)
jeOb(J)

b= J] DG
1,jeOb(J), f:i—j
wobei das zweite Produkt sich tiber alle (i,j,f) mit f € mor(i,j) er-
streckt. Wir schreiben o und (3 fiir die universellen natiirlichen Trans-
formationen, die zu diesen Produkten gehoren. Das heisst hier nur,
dass wir ausgezeichnete Morphismen o;: a — D(i) haben (fir jedes
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Objekt i aus J) und ausgezeichnete Morphismen ;s von b nach
D(j). Wir haben zwei Morphismen

@, y:a—b
wie folgt: @ ist charakterisiert oder definiert durch

Bijn o @ = o
und vy ist charakterisiert oder definiert durch

Brijnoy=D(f) oo .

Jetzt wird behauptet, dass der Equalizer ¢ von ¢ und 7y als Limes von
D taugt. Denn fiir x in C ist

mor(x,c) ={g € mor(x,a) [ pog=7yog}
und die Bedingung ¢ o g =y o g ist gleichwertig zu

Bijno®og=PRuinovog
fir alle (i,j,f), also
aog=D(f)oajog

woflir man auch g; = D(f) o g; schreiben kann. Das bedeutet genau,
dass die gj: x — D(j) einen Kegel (natiirliche Transformation von
einem konstanten Funktor nach D) bilden. Also stellt ¢ den Funktor
x — nat(xz, D) dar, wzbw. O

Bemerkung 5.7. Der Limes von einem Funktor D: J — Set kann
auch beschrieben werden als die Menge der natiirlichen Transformatio-
nen von 17 nach D, wobei 1 ein terminales Objekt in Set bezeichnet
(also eine Menge mit genau einem Element). Der Beweis ist kurz:

nat(17,D) Z mor(1,lim D) =lim D 0O

Die Bijektion links kommt von der universellen Eigenschaft von lim D.
Die Bijektion rechts haben wir, weil wir sogar fiir jede Menge S eine
Bijektion von S nach morge(1,S) haben.

Definition 5.8. Sei F: B — C ein Funktor. Wir sagen, dass F Lim-
ites vom Typ J erhélt, wenn fiir jeden Funktor D: J — B mit uni-
versellem Kegel u: by = D die natiirliche Transformation

F(u): F(b)s = FoD
wieder ein universeller Kegel ist.

Beispiel 5.9. Der Vergissfunktor V: Grp — Set erhilt alle Limites.
Dafiir geniigt es, zu zeigen, dass er Differenzenkerne (Equalizer) und
Produkte iiber beliebige Indexmengen erhalt.
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Beispiel 5.10. Sei C irgendeine Kategorie und £ die Kategorie der
Funktoren von C° nach Set. Es ist leicht zu sehen, dass £ alle Lim-
ites hat. Denn wenn D: J — & irgendein Funktor ist, dann konnen
wir lim D beschreiben als das Objekt von £ gegeben durch den kon-
travarianten Funktor

¢ — lim (ev. o D)

wobei ¢ ein Objekt von C sein soll und ev.: £ — Set die Auswertung
bei ¢ bedeutet (ein kovarianter Funktor von € nach Set).

Der Yoneda-Funktor Y: C — &£ (gegeben durch ¢ — more(—,c) fiir
Objekte c) erhélt alle Limites. Das ist eigentlich eine Tautologie, im
Hinblick auf die Definition von Limes. Zusammenfassend: Y ist voll
treu, erhélt alle Limites, und die Zielkategorie £ von Y hat alle Lim-
ites.

Diese Bemerkungen lassen sich auch dualisieren. Warscheinlich die
beste Methode: im Obenstehenden setze man C = B°® . Dann wird
£ die Kategorie der kovarianten Funktoren von B nach Set. Wie
vorher sehen wir, dass £ alle Limites hat (hier der Versuchung wider-
stehen, etwas Schones iiber Kolimites in € zu sagen). Der Yoneda-
Funktor Y: B°® — & erhalt alle Limites. Anders ausgedriickt, und
etwas schlampig,

Y(colim D) Z1lim Yo D

wenn D: J — B einen Kolimes in B besitzt (den wir auch als Limes
von DP: J°P — B° betrachten diirfen). Das ist eigentlich wieder eine
Tautologie, im Hinblick auf die Definition von Kolimes. Immerhin ist
es bemerkenswert, dass wir die Definition von Limites und Kolimites in
allgemeinen Kategorien tiber eine uns quasi angeborene Definition von
Limites (nicht Kolimites) in der Kategorie der Mengen gegeben haben.

Bemerkung 5.11. Sei J die leere Kategorie (keine Objekte) und C
eine beliebige Kategorie. Dann gibt es genau einen Funktor D von [J
nach C. Fiir jedes Objekt b in C hat nat(D,bs) genau ein Element
(und nebenbei, by = D). Also ist der Funktor ¢ — nat(D,cy) genau
dann darstellbar, wenn C ein initiales Objekt besitzt. In diesem Fall
ist colim D das initiale Objekt von C.

Ahnlich: der Funktor D: J — C wie oben hat genau dann einen
Limes, wenn C ein terminales Objekt hat, und in dem Fall ist lim D
das terminale Objekt.

Daran sollte man unbedingt denken, wenn irgendwo vorausgesetzt wird,
dass C alle Limites oder Kolimites hat.

Bemerkung 5.12. Gegeben eine kleine Kategorie 7 und eine be-
liebige Kategorie C. Wenn wir uns erlauben, J durch J° und C
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durch C°P zu ersetzen nach Wunsch, wieviele verschiedene Limes- und
Kolimes-Formen kénnen wir dann herstellen? Die richtige Antwort auf
diese schlecht formulierte Frage sollte vier sein.

e Ein Funktor D: 7 — C kann auch als Funktor D’: [J°P — C°P
aufgefasst werden; colim D ist dann dasselbe wie lim D’, und
lim D ist dasselbe wie colim D’.

e Fin Funktor D: J°° — C kann auch als Funktor D’: J — C°P
aufgefasst werden; colim D ist dann dasselbe wie lim D’, und
lim D ist dasselbe wie colimD’.

Jedenfalls ist es wichtig, zu verstehen, dass diese vier Formen grundsatz-
lich erlaubt sind. Allerdings kann der Ur-Fall 7 = N (geordnete Menge
N mit der iiblichen Ordnung, aufgefasst als Kategorie) und C = Set
zu der falschen Einstellung verleiten, dass da etwas verboten ist. Ein
Funktor N — Set ist ein Diagramm

AO—)A]—)Az—)Ag—)-'-

von Mengen und Abbildungen. FEs ist erlaubt, davon den colim zu
bilden, und das ist interessant, wie wir schon gesehen haben. Es ist
nicht verboten, davon den lim zu bilden. Aber es ist nicht sehr in-
teressant, denn der lim davon kann mit der Menge A, gleichgesetzt
werden. Ebenso: ein Funktor N°® — Set ist ein Diagramm

Ao(—A]HAz—)AgH-'-

von Mengen und Abbildungen. Es ist erlaubt, davon den lim zu bilden,
und das ist sehr interessant. Es ist nicht verboten, davon den colim zu
bilden. Aber das ist nicht sehr interessant, denn der colim davon kann
mit der Menge A, gleichgesetzt werden.

Neues Thema: adjungierte Funktoren. Wir stellen uns zwei Kate-
gorien C und D vor und Funktoren F: C — D, G: D — C. Wir bilden
das Produkt von C°°? und D, also eine Kategorie C°? x D mit Objekten
(x,y) wobei x Objekt von C und y Objekt von D, und

morcerxp( (X0, Yo), (X1,Y1)) := more(x1,%0) X morp (Yo, y1)
undsoweiter. Dann konnen wir
(x,y) = morp(F(x),y)
als einen Funktor von C°? x D nach Set betrachten, und ebenso

(x,y) = more(x, G(y)).



7

Definition 5.13. Man sagt, dass F linksadjungiert zu G ist (oder
auch, dass G rechtsadjungiert zu F ist), wenn es eine natiirliche Bijek-
tion

morp(F(x),y) — more(x, G(y))
gibt, wobei x € Ob(C) und y € Ob(D). [Diese natiirliche Bijektion
ist aufzufassen als eine natiirlicher Isomorphismus zwischen zwei Funk-
toren von C°® x D nach Set.]
Genauer: eine Adjunktion ... besteht aus F: C — D und G: D — C
sowie einer natiirlichen Transformation ¢ von (x,y) +— morp(F(x),y)
nach (x,y) — more(x, G(y)). Man schreibt dafiir manchmal

F:C=D: G

oder ahnlich. Es ist dabei wichtig, dass F auf der linken Seite und G auf
der rechten steht, nicht umgekehrt. (Aber wir kénnen auch schreiben
G: D°° = (C°P: F, indem wir F als Funktor von C°° nach D°° und G
als Funktor von D° nach C° auffassen.)

Beispiel 5.14. Wir nehmen C = D = abGrp. Sei B eine feste
abelsche Gruppe. Setze F(X) = X ® B und G(Y) = hom(B,Y). Dann
sind F und G Funktoren von abGrp nach abGrp, und F ist linksad-
jungiert zu G. Denn es gibt eine natiirliche Bijektion von

MOTapGrp(F(X),Y) =hom(X ® B,Y)

nach
MorabGrp(X, G(Y)) = hom(X,hom(B,Y)) .

Beispiel 5.15. Der Vergissfunktor V: Top — Set hat einen Linksad-
jungierten F: Set — Top. Das ist der Funktor, der jeder Menge S
den topologischen Raum bestehend aus S und der diskreten Topologie
zuordnet (alle Teilmengen von S werden als offen deklariert). Derselbe
Vergissfunktor V hat auch einen Rechtsadjungierten G: Set — Top.
Das ist der Funktor, der jeder Menge S den topologischen Raum beste-
hend aus S und der indiskreten Topologie zuordnet (nur die leere
Menge und S selbst sind offen).

Beispiel 5.16. Metrische Rdaume und Vervollstandigung. FEine Kate-
gorie Met der metrischen Raume kann man etwa so definieren. Ob-
jekte sind metrische Raume (X, d). Die Morphismen von (X, d;) nach
(Y, d;) sind Abbildungen f: X — Y mit der Eigenschaft

da(f(x1), f(x2)) < di(x1,%2)

fir alle x7,x; € X. Sei cpMet die volle Unterkategorie von Met
bestehend aus den vollstindigen metrischen Raumen. (Zur Erinnerung:
ein metrischer Raum (X, d) ist vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge
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(xn)n>o in X gegen ein Element von X konvergiert. Zum Beispiel ist
Q mit der tiblichen Metrik d(x,y) = |x — y| bekanntermassen nicht
vollstdndig. Dagegen ist R mit der iiblichen Metrik d(x,y) = |[x — y]
bekanntermassen vollstédndig.) Das heisst, wir lassen als Objekte von
cpMet nur die vollstandigen metrischen Raume zu; zwischen solchen
sind alle Morphismen zugelassen, die wir in Met zugelassen haben.
Sei jetzt
G: cpMet — Met

der Inklusionsfunktor. Es wird behauptet, dass dieser Funktor einen
Linksadjungierten besitzt. Dieser Linksadjungierte F heisst Vervoll-
standigung. Damit soll gesagt sein, erstens: Vervollstandigung F ist
ein Funktor. Das heisst, ein Morphismus f: (X, d;) — (Y, d;) zwischen
metrischen Raumen, in Met, bestimmt einen Morphismus

F(X,di) = F(Y,d2)

zwischen den vervollstandigten Raumen ... undsoweiter. Zweitens,
wenn (Y, d;) schon vollstandig ist, dann gibt es eine natiirliche Bijek-
tion

morMet((X> d )) (Y) dl)) = morMet(F(X) d )) (Y> dZ))
weil sich jeder Morphismus (X,d;) — (Y,d;) eindeutig auf die Ver-
vollstandigung F(X, d;) fortsetzen lasst. Diese Bijektion kann man
auch in der Form

morMet((X) d] )) G(Y> dl)) = morcpMet(F(X) d] )) (Y) dZ))
schreiben, damit es formal nach Adjunktion aussieht.
Proposition 5.17. Eindeutigkeit von Adjungierten. Wenn F: C — D
zwei Rechtsadjungierte Gi,Gy: D — C hat, dann sind Gy und G;

natirlich isomorph. Ebenso: wenn G: D — C zwei Linksadjungierte
Fi,F2: C = D hat, dann sind Fy und F, natirlich isomorph.

Beweis. Fall F mit zwei Rechtsadjungierten G; und G,: fiir ein
Objekt y von D und ein Objekt x von C haben wir eine Bijektion

more (x, Gi(y)) = morp(F(x),y) = more(x, G2(y)).

Sie ist natiirlich in den Variablen x und y. Natiirlichkeit in x bei
festem y hat zur Folge, dass wir einen natiirlichen Isomorphismus T,
von darstellbaren/dargestellten Funktoren

more(—, G1(y)) = more(—, G2(y))

haben. Wegen Yoneda-Lemma wissen wir, dass T, einen Isomorphis-
mus oy: Gi(y) — Gz(y) in C bestimmt und von diesem induziert wird.
Jetzt haben wir immer noch Natiirlichkeit in der Variablen y ... also



0: Gy = G, ist ein natirlicher Isomorphismus.

Das Argument zeigt iibrigens: wenn wir Adjunktionen F = G; und
F = G; haben, dann gibt es einen eindeutigen natiirlichen Isomorphis-
mus «: Gy = G, so dass die Zusammensetzung

more(x, G1(y)) = morp(F(x),y) = morsc(x, G2(y))

mit der Abbildung f — oy o f iibereinstimmt (fiir beliebige x und
y), wobei f: x = Gi(y) und o: Gi(y) — Ga(y). — Der Beweis fiir
den Fall G mit zwei Linksadjungierten lasst sich auf den vorigen Fall
zuriickfiihren durch Umdrehen aller Pfeile. O

Bemerkung 5.18. Dieser Beweis deutet noch etwas anderes an: ein
Funktor F: C — D besitzt genau dann einen Rechtsadjungierten, wenn
fiir jedes Objekt y aus D der Funktor

morp(F(—),y)

von C° mnach Set darstellbar ist. Denn wenn ein rechtsadjungierter
G: D — C existiert, dann ist G(y) darstellendes Objekt fiir diesen
Funktor: morp(F(—),y) = morp(—,G(y)). Umgekehrt, wenn der
Funktor morp(F(—),y) fiir jedes y aus D darstellbar ist, dann kénnen
wir ein darstellendes Objekt wahlen und es G(y) nennen, mit natiir-
lichem Isomorphismus

Ty: mOI"D(F(—)JJ) — HlOI"(—, G(U))

Jeder Morphismus g: yo — y; in D bestimmt eine natiirliche Transfor-
mation morp(F(—),yo) = morp(F(—),y;) durch Zusammensetzen mit
g, und daher nach Yoneda einen Morphismus G(yo) — G(y;) zwischen
den darstellenden Objekten. Auf diese Weise wird G ein Funktor. Die
Ty zusammengenommen bilden die Adjunktion von F und G.

Eine analoge Aussage gibt es fiir Existenz von Linksadjungierten: ein
Funktor G: D — C besitzt genau dann einen Linksadjungierten, wenn
fiir jedes Objekt x aus C der Funktor more(x, G(—)) von D nach Set
darstellbar ist.

Etwas problematisch bei dieser Argumentation: es wird ein Auswahlax-
iom in sehr optimistischer Form angewandt. Fir diese Aussage sollte
man also besser annehmen, dass C und D kleine Kategorien sind.

Beispiel 5.19. Gegeben kleine Kategorie J und Kategorie C. Wir
nehmen an, dass jeder Funktor D: J — C einen Limes hat. Dann hat
der Funktor C — fun(J,C) gegeben durch x — x; einen Rechtsad-
jungierten; er heisst

lim: fun(J7,C) — C .
Ahnlich fiir colim ...
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Proposition 5.20. Ein Linksadjungierter erhdlt Kolimites; ein Recht-
sadjungierter erhdlt Limites. Genauer: gegeben Funktoren F:C — D
und G: D — C wie oben, F linksadjungiert zu G. Dann erhdlt F
Kolimites und G erhalt Limaites.

Beweis. Fiir F und Kolimites: Gegeben sei kleine Kategorie J und
Funktor E: J — C mit ¢ = colim E und universellem Kegel

u:kE=cy.
Dann haben wir natiirliche Bijektionen
morp(F(c),x) = more(c, G(x)) = nat(E, G(x)s) = nat(Fo E,x7)

mit der Variablen x aus Ob(D); das heisst, das Objekt F(c) stellt den
Funktor x — nat(Fo E,x7) dar. Um das universelle Element dafiir zu
sehen, muss man herauskriegen, was unter der zusammengesetzten Bi-
jektion (von ganz links nach ganz rechts) dem Element id, entspricht,
wenn x = F(c). Das ist F(u) € nat(Fo E,F(c)7). Kurz zusammenge-
fasst, F(c) stellt den Funktor x + nat(Fo E,x7) dar mit universellem

Element F(u) € nat(FoE, F(c)7). Genau das war zu beweisen. — Der
Beweis fiir G und Limites lasst sich auf den fiir Kolimites zuriickfithren
durch Umdrehen der Pfeile. OJ

Beispiel 5.21. Der Vergissfunktor V: Grp — Set hat einen Linksad-
jungierten F: Set — Grp, wie schon bemerkt. Also muss F Kolimites
erhalten, und das haben wir in Spezialfallen auch schon bemerkt; und
V muss Limites erhalten, und das haben wir wohl auch schon bemerkt.
Andererseits haben wir bemerkt, dass V Koprodukte (Spezialfall von
Kolimites) in den meisten Féllen nicht erhélt. Also kann V keinen
Rechtsadjungierten besitzen.



