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Aufgabe 1. Vergleich von Grothendieck-Topologien und -Prditopologien.

Es sei D eine kleine Kategorie mit Pullbacks und J eine Grothendieck-
Topologie auf D. Fir d € D sei K(d) die Menge der Mengen M von
Morphismen mit Ziel d, fiir die ¢y € J(d) gilt. Zeigen Sie, dass K eine
Grothendieck-Pratopologie auf D ist und dass die zugehorige Grothendieck-
Topologie gerade J ist. (6P)

Aufgabe 2. Die initiale Garbe.

Sei J eine Grothendieck-Topologie auf einer kleinen Kategorie D. Definieren
Sie die Priagarbe F : D°® — Set durch F(c¢) = {0} falls § € J(c) und
andernfalls F(c) = ). Zeigen Sie, dass F eine Garbe ist, und zwar das
initiale Objekt in der Kategorie der Garben. (5P)

Aufgabe 3. Die dichte Topologie.

Es sei D eine kleine Kategorie. Fiir ein Objekt d € D sei J(d) die Menge der
Siebe A\ auf d mit der Eigenschaft: Fiir alle f : ¢ — d gibt esein g : b — ¢
mit f og € A Zeigen Sie, dass J eine Grothendieck-Topologie auf D ist.
Man nennt J die dichte Topologie. (5P)

Aufgabe 4. Der Abschluss einer Untergarbe.

Sei D eine kleine Kategorie mit einer Grothendieck-Topologie J. Sei £ C F
eine Inklusion von Priagarben auf D. Es sei cl;(E)(d) als die Menge der
s € F(d), fir die es ein ¢ € J(d) gibt mit f*s € E(c) fur alle f: ¢ — d in
1. Zeigen Sie, dass cl;(FE) eine J-abgeschlossene Unterpriagarbe von F ist,
die E enthilt. Sie ist sogar die kleinste mit dieser Eigenschaft. (4P)

Zusatzaufgabe 5*. Finmal reicht nicht.

Finden Sie ein Beispiel fiir eine Prégarbe F, fiir die ©(F) keine Garbe ist
(sodass also tatséchlich erst O(O(F)) die Vergarbung von F ist). (5P)



