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Aufgabe 1. Bildgarben und Wolkenkratzergarben.

1. Es sei f :Y — X eine stetige Abbildung. Konstruieren Sie einen
Funktor f, : prSh(Y) — prSh(X) mit (f,F)(U) := F(f~1(U)).

2. Zeigen Sie, dass f, Garben aufeinander abbildet und sich daher zu
einem Funktor f, : Sh(Y') — Sh(X) (,,Bildgarbe®) einschrénkt.

3. Wenn f zum Beispiel die Inklusion eines Punktes p € X ist, so erhal-
ten wir damit einen Funktor W), : Set ~ Sh({p}) — Sh(X). Berechnen
Sie die Halme der Garbe W),(A) fiir eine Menge A. (Tipp: Berechnen

Sie den Halm bei ¢ zunéchst fiir ¢ € {p}.)
(5P)

Aufgabe 2. Beschrinkte Funktionen.

Firn > 1 und U C R™ offen sei F'(U) die Menge der beschrénkten stetigen
Funktionen U — R. Fiir U C V definieren wir F'(V) — F(U), f + f|v.

1. Zeigen Sie, dass F eine Pragarbe auf R" ist, welche keine Garbe ist.
2. Welche bekannte Garbe ist isomorph zur Vergarbung von F'7
(5P)

Aufgabe 3. Limites und Kolimites von Prdgarben.

1. Es sei J eine kleine Kategorie und C eine Kategorie, die Limites be-
sitzt. Zeigen Sie, dass auch fun(J,C) Limites besitzt (Tipp: Aufgabe
4 von Blatt 4).

2. Folgern Sie, dass die Kategorie der Pragarben auf einem topologischen
Raum X Limites und Kolimites besitzt.

3. Zeigen Sie, dass die Kategorie der Garben auf X Limites besitzt.
(Tipp: Benutzen Sie den Limes der Priagarben.)

(6P)

Bitte wenden.



Aufgabe 4. Beispiele fiir Grothendieck-Pretopologien.

1. Sei (X, O) ein topologischer Raum. Eine Uberdeckung (U; — U );e; sei

eine Familie von Inklusionen offener Mengen U; C U mit Uie ,Ui=U.

Zeigen Sie, dies eine Grothendieck-Pretopologie auf O erklért.

2. Wenn man Uberdeckungen dadurch definiert, dass U, Ui lediglich
dicht in U ist, erhélt man ebenfalls eine Grothendieck-Pretopologie.

(4P)

Zusatzaufgabe 5*. Reflektoren.
Es sei F': C — D linksadjungiert zu G : D — C. Zeigen Sie:

1. Es ist G volltreu genau dann, wenn die Koeinheit ¢ : F'o G — idp
ein Isomorphismus ist. (Tipp: Yoneda)

2. Wenn G volltreu ist und C alle Kolimites besitzt, so besitzt auch D
alle Kolimites. (Tipp: F' muss Kolimites erhalten.)

3. Folgern Sie, dass die Kategorie der Garben auf einem Raum X alle
Kolimites besitzt. Geben Sie das Koprodukt von Garben explizit an.

(5P)



