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TOPOLOGIE IM EUKLIDISCHEN RAUM
SEMINAR

Dieses Seminar richtet sich an Studenten im 6. Semester ungefihr. Anschauliche
Begriffe und Methoden der Topologie, das Arbeiten mit stetigen Abbildungen,
Homoéomorphismen usw., sollen hier stiarker betont werden als Methoden der al-
gebraischen Topologie.

Es gibt ein unpubliziertes Skript/Buch von Steve Ferry (im Literatur-Depot er-
haltlich), in dem viele Themen des Seminars behandelt werden.

Zeiten fiir das Seminar: Mittwochs 14:00 bis 16:00. Die Vortragsdaten sind
“Schitzungen”. Man kann damit rechnen, dass einige Vortrége sich lénger hinziehen
wegen Diskussionen.

Vortrag 1. (09.04.) ENRs siND ANRS

Eine Teilmenge X von R™ heisst ENR (Euclidean neighborhood retract), wenn es
eine Umgebung U von X gibt und stetiges r: U — X mit r(z) = z fir alle z € X.
In Dolds Buch [Dol80, Ch. IV, §6 and §8] wird gezeigt: wenn X C R™ ein ENR ist,
und Y C R” ist hom6omorph zu X, dann ist Y auch ENR. Etwas allgemeiner kann
man mit denselben Argumenten auch zeigen: wenn X ein ENR ist, und Y eine
Teilmenge von irgendeinem metrischen Raum Z, die homdomorph zu X ist, dann
existiert eine Umgebung V von Y in Z und stetiges ¢: V — Y mit ¢(y) = y fiir
alle y € Y. Letstere Eigenschaft fiihrt zum Begriff ANR (absolute neighborhood
retract) und damit zur Aussage ENR = ANR.

Das ist das Hauptziel des Vortrags. Es sollen aber auch grundlegendere Begriffe
wie Retrakt und Homotopieretrakt eingefiihrt werden, und nach Mdglichkeit sollen
wichtige geometrische Eigenschaften von ENRs und ANRs beleuchtet werden.
Quellen: [Hu65, Ch. 1,3,4], [Dol80, Ch. IV, §6 und §8|, [Bre93, App. EJ.

Vortrag 2. (16.04., Marius Kley) MENGERSCHER EINBETTUNGSSATZ

Der Satz besagt, dass jeder endlich-dimensionale kompakte metrisierbare Raum X
homoéomorph ist zu einer Teilmenge des R™, fiir irgendein m. (Genauer: wenn die
topologische Dimension von X hochstens n ist, dann kann X in R2"*! eingebettet
werden.)

Dazu wird [PT31] empfohlen. Interessant ist hier besonders der Begriff endlich-
dimensional im Sinn der Topologie, der mit Eigenschaften von offenen Uberdeck-
ungen formuliert wird (covering dimension, Uberdeckungsdimension). Es ist ein
Begriff, der nicht ganz leicht zu handhaben ist. Zwar ist es ziemlich leicht, zu
zeigen, dass beispielsweise R™ topologische Dimension < n hat, aber nicht leicht,
zu zeigen, dass R™ topologische Dimension = n hat. Allerdings geniigt uns fiir den
Mengerschen Satz die obere Schranke fiir die topologische Dimension.

Aus dem Mengerschen Satz folgt sofort eine teilweise Umkehrung von ENR = ANR:
namlich endlich-dimensionale kompakte ANRs sind ENRs.

Vortrag 3. (30.04.) BROUWERS GEBIETSINVARIANZ
Sei U eine offene Teilmenge von R™ und f:U — R™ stetig, injektiv. Dieser Satz
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von Brouwer (1912) besagt, dass das Bild f(U) offen ist in R™. Es folgt sofort,
dass keine injektive stetige Abbildung von U nach R™ mit m < n existiert. Das ist
bemerkenswert, weil andererseits bekannt ist, dass es surjektive stetige Abbildungen
von etwa R™ nach R™ gibt, falls 0 < m < n.

Der Beweis ist (heutzutage, normalerweise) eine schone und gut gedlte Anwendung
von Homologie. Ich wiirde dafiir den Beweis im alten Lehrbuch von Spanier [Spa,
ch.4 sec.7| empfehlen, weil er gut zu der Vorlesung passt, die ich gerade im WS
13/14 gehalten habe. (Wir brauchen Brouwers Satz, weil er in Vortrag 4 benuzt
wird.)

Vortrag 4. (07.05., Meike Holle) SATZ VON SCHOENFLIES
Der Satz von Schoenflies in der Dimension 2 ist eine Verscharfung des Jordanschen
Kurvensatzes. Er kann folgendermassen formuliert werden: wenn

f:81 = R?

irgendeine stetige injektive Abbildung ist, dann existiert ein Homomorphismus
h:R? — R? derart, dass h(S') = f(S!) ist. Hier wird natiirlich S* als Teil-
menge von R? verstanden. Es folgt dann zum Beispiel, dass R? \ f(S*) zwei Zus-
dammenhangskomponenten hat, dass der Abschluss in R? von einer dieser beiden
homdéomorph ist zu einer Scheibe D?, undsoweiter.

In diesem Vortrag geht es darum, eine Version des Satzes von Schoenflies in be-
liebiger Dimension n zu beweisen (n statt 2). Man darf fragen: wenn

f:8" — R

irgendeine stetige injektive Abbildung ist, muss dann ein Homéomorphismus h von
R™*! nach R™*! existieren derart, dass h(S') = f(S') ist? Es stellt sich heraus
(siehe Vortrag 6), dass das nur mit etwas schirferen Vorausssetzungen geht. In
[Bro60] wird ein sehr eleganter Beweis vom hoéherdimensionalen Schoenflies mit
solchen etwas schirferen Voraussetzungen gegeben. Wie schon bemerkt, wird dabei
Brouwer’s Satz iiber Gebietsinvarianz benutzt, also doch Homologie. Siehe auch
ch.2 im Skript von Ferry.

Vortrag 5. (14.05., Marcus Schmetkamp) FUNDAMENTALGRUPPE

Sei X ein topologischer Raum mit Grundpunkt z. Die Menge der Homotopieklassen
von Abbildungen S!' — X, die Grundpunkt auf Grundpunkt schicken, kann zu
einer Gruppe gemacht werden. Diese wird als Fundamentalgruppe 71(X, x) bezeich-
net und stellt eine sehr wichtige Invariante des Homotopietyps (mit Grundpunkt)
dar, die auch hier in weiteren Vortragen gebraucht wird. Im allgemeinen ist sie
nicht kommutativ. Nach einem Satz von Hurewicz stimmt die grésste kommuta-
tive Quotientengruppe (X, )% von 71 (X,z) mit der ersten Homologiegruppe
H,(X) iiberein fiir wegzusammenhéngende Raume X. In diesem Vortrag soll das
Konzept eingefiihrt, Beispiele vorgestellt sowie der Satz von Seifert-van Kampen
vorgestellt werden, der bei Berechnungen oft unentbehrlich ist. Da dieses Thema
zu den Grundlagen der algebraischen Topologie gehort, gibt es dazu eine Unmenge
an Quellen, siehe z.B. [Hat02, Ch. 1.1,1.2], [Bre93, Ch. 3|, [tD08, Ch. 2.

Vortrag 6. (21.05.) ALEXANDERS GEHORNTE SPHARE

Hier geht es um ein Gegenbeispiel zur Schoenflies-Vermutung (siehe Vortrag 4) in
der allgemeinsten Form: eine injektive stetige Abbildung f:S? — S3, die die ho-
hen Schoenflies-Erwartungen nicht erfiillt. Es ist zwar noch richtig, dass S3\ f(5?)
zwei Wegzusammenhangskomponenten hat, aber eine davon (die dussere) hat eine
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fiese Fundamentalgruppe. Die andere sieht gut aus, in dem Sinn, dass ihr Ab-
schluss homéomorph zu D? ist. Man kann also auch von Alexanders gehdrnter
Scheibe sprechen. Bilder davon kénnen leicht im Internet ergoogelt werden (zB
unter Alexander horned sphere). [Rus73, Ch. 2.4 und S.69-70],[DV09, Ch. 2.1]

Vortrag 7. WHITEHEAD MANIFOLD

Die Whitehead-Mannigfaltigkeit ist eine offene Teilmenge des R?, die zusammen-
ziehbar ist, allerdings nicht homdomorph zum R? ist. Im Vortrag soll die Kon-
struktion vorgestellt und die Eigenschaften prisentiert werden. Unter Umsténden

miissen weitere Begriffe eingefiihrt werden. Als Quelle eignet sich teilweise [DV09,
S. 111 ff]

Vortrag 8. (28.05., Tim Clausen) DER GURTELSCHNALLENTRICK

Seien X und Y zwei kompakte Rdume. Angenommen, es existiert ein Homéomor-
phismus f: X x R — Y x R. Der Giirtelschnallentrick (englisch: belt buckle trick)
in seiner einfachsten Form besagt, dass es dann einen Homéomorphismus

fiX xS 5y xs!

gibt. Es wird dabei natiirlich nicht vorausgesetzt, dass X und Y homoéomorph
sind. Man versucht, das f aus dem f in einer halbwegs "funktoriellen" Weise zu
konstruieren. Die Methode ist sehr genial, nicht leicht zu verstehen, aber trotz-
dem sehr zum Anfassen. Der Satz taucht z.B. als [Sie70, Cor. 5.4] auf oder im
Abschnitt 5 von [Sie68]. Die Methode hat viele andere Anwendungen, und die
wichtigste davon fiir uns sollte folgende sein. Gegeben topologische Raume X und
Y, und ein beschrinkter Hombomorphismus g: X X R — Y x R. Dann existiert
ein Homdomorphismus X x ST — Y x St. (Dabei soll g beschrinkt bedeuten, dass
das Bild von py o g — px: X X R — R beschrinkt ist, wobei px: X x R — R und
py : Y xR — R die Projektionen sind.) Hier ist es nicht nétig, vorauszusetzen, dass
X und Y kompakt sind.

Obwohl dieses Thema schén und elementar ist, haben wir hier keine Quelle, in
der es fiir sich und leichtverstindlich dargestellt wird. Man muss es aus einigen
hochspezialisierten Artikeln zusammenklauben. Eine ganze Menge Beratung mit
mir (auch per Email usw.) wird dazu wohl nétig sein.

Vortrag 9. (04.06.) HOMOOMORPHISMENGRUPPE VON R™ IST LOKAL ZUSAM-
MENZIEHBAR

Ein topologischer Raum X heisst lokal zusamenziehbar, wenn zu jedem =z € X und
jeder Umgebung U von z eine Umgebung V' von z existiert, so dass V' C U und die
Inklusion V' — U nullhomotop ist (homotop zu einer konstanten Abbildung). Hier
soll gezeigt werden, dass die topologische Gruppe bestehend aus den Hom&omor-
phismen R™ — R™ lokal zusammenziehbar ist. (Sie ist normalerweise ausgestattet
mit der kompakt-offenen Topologie.) Dieser Vortrag soll auf Vortrag 8 aufbauen.
Die Quellen sind daher erstmal wie in Vortrag 8; dazu weitere Beratung mit mir.
Der wichtigste konstruktive Schritt dabei ist folgender: wenn wir einen Homdo-
morphismus f:R™ — R™ haben, der fiir alle = in einem grossen Wiirfel [—r,r]™ der
Seitenlénge 2r die Bedingung || f(z) —z|| < € erfiillt, dann kénnen wir durch n-fache
Anwendung des Glirtelschnallentricks einen Homéomorphismus g: R" — R"” bauen,
der mit f in einem etwas kleineren Teilwiirfel, etwa [—r/2, —r/2]™, ibereinstimmt,
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zusdtzlich aber starke Periodizitétseigenschaften hat und deswegen tberall die Be-
dingung ||f(x) — z|| < 2e erfiillt (oder &hnlich). Fiir die Vorbereitung bedeutet
das, dass man den Giirtelschnallentrick mit Abschédtzungen meistern muss. (Im
Skript von Ferry gibt es auch viel zu diesem Thema, aber ich glaube, dass Ferry
sich auf andere Tricks verldsst, nicht den Giirtelschnallentrick. Irgendwie ist mir
der besonders lieb.)

Vortrag 10. (11.06., Verena Edenfeld) CW-RAUME

CW-Raume sind topologische Rdume mit einer Zusatzstruktur (Partition in so-
gennante Zellen), die fiir viele Zwecke praktisch ist, z.B. bei der Berechnung von
Homologie oder Fundamentalgruppe. Speziell ist jeder simpliziale Komplex ein
CW-Raum, und die geometrische Realisierung einer semi-simplizialen Menge hat
auch eine CW-Struktur. Andererseits ist jeder CW-Raum homotopiedquivalent zu
einem simplizialen Komplex.

In diesem Vortrag soll die Sprache der CW-R&ume eingefiihrt und Beispiele vor-
gestellt werden. Approximation durch zelluldre Abbildungen ist ein wichtiges Teil-
Thema. Da es sich hierbei auch um Standardbegriffe der algebraischen Topologie
handelt, findet man zahlreiche Quellen, siehe z.B. [Bre93, Ch. IV, §8-10], [Dol80,
Ch. V], [Liic05, Kap. 3], [tD08, Ch. §].

Vortrag 11. ENDLICHKEITSHINDERNIS

Hier wird gefragt, ob/wann ein topologischer Raum X homotopiedquivalent zu
einem kompakten CW-Raum ist. (Kompakt ist bei CW-Riumen gleichwertig zu
endlicher Anzahl von Zellen.) Es soll aber gleich vorausgesetzt werden, dass X
schon endlich dominiert ist. Das bedeutet, dass stetige Abbildungen j: X — Y und
r:Y — X existieren, wobei Y kompakter CW-Raum, so dass r o j >~ idx. Daraus
folgt auch, dass X homotopiedquivalent zu irgendeinem CW-Raum ist, aber nicht
unbedingt zu einem kompakten. Ein wichtiges Beispiel fiir uns: wenn X C R"
ein kompaktes ENR ist, dann kann man ziemlich leicht zeigen, dass X endlich
dominiert ist, aber es ist sehr schwer zu zeigen, dass X homotopiedquivalent zu
einem kompakten CW-Raum ist. (Trotzdem ist es richtig; siehe Vortrag 12.)

Das Endlichkeitshindernis (nach C.T.C. Wall) eines endlich dominierten Raum X
ist ein Element einer abelschen Gruppe

Ko(Zmi (X))

die durch die Fundamentalgruppe von X bestimmt wird. Sie hat etwas mit pro-
jektiven Moduln iiber dem Gruppenring Zmi(X) zu tun. Von der Definiton her
ist es eine hiibsche Sache; die Berechnung dieser abelschen Gruppe ist meistens
dusserst schwierig, auch dann, wenn man die Fundamentalgruppe 71(X) gut im
Griff hat. Nach Wall ist das Endlichkeitshindernis von X genau dann 0, wenn X
homotopiedquivalent zu einem kompakten CW-Raum ist. In diesem Vortrag soll die
Theorie von Wall vorgestellt werden. Dazu muf insbesondere die Gruppe Ky(R),
die sogenannte projektive Klassengruppe von einem Ring R, eingefiihrt werden.
Gute Quellen hierfiir sind [Mil71, §1] und [Ros94, Ch. 1]. Beispiele von Ringen R
mit interessantem Ko (R) sollten wenigstens erwéhnt werden. Es lohnt sich, in einen
der Ubersichtsartikel [Mis95] und [FRO1] hinein zu gucken. Die Originalartikel sind
[Wal65] und [Wal66].
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Vortrag 12. ENDLICHKEITSHINDERNIS UND ENRS

Hier geht es darum, zu zeigen, dass bei kompakten ENRs das Endlichkeitshindernis
von Wall gleich Null ist. Damit sind (nach Vortrag 11) kompakte ENRs immer
homotopiedquivalent zu kompakten CW-Réumen. (Das wurde urspriinglich von
J. West mit einer anderen Methode bewiesen, 1977.) Zu diesem Thema gibt es
einen Artikel von Ranicki und Yamasaki (hoffentlich bald im Literatur-Depot) der
eigentlich elementar ist, aber auch ganz schén lang. Davon ist vielleicht nur ein
Teil relevant.

[Bre93]
[Bro60]
[Dolgo]
[DVO09]

[FRO1]

[FW95]

[Hat02]
[Hu65]
[Liic5]
[Mil71]
[Mis95]
[PT31]
[Ros94]
[Rus73]
[Sie68]

[Sie70]

[Spa]
[tDOS]

[Wal65]

[Wal66]
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